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Σηµειώσεις Χηµικής Θερµοδυναµικής/Β. Χαβρεδάκη

Επίλυση αποδεικτικών σχέσεων της Θερµοδυναµικής

Συνοπτικά αναφέρονται διάφοροι τρόποι προσέγγισης της επίλυσης σχέσεων
της Θερµοδυναµικής . Θα πρέπει να τονισθεί ότι οι αναφερόµενες λύσεις δεν είναι
ούτε οι µοναδικές ούτε πάντα οι συντοµότερες, αποτελούν όµως έναν γνώµονα
προσέγγισης των λύσεων και υποδεικνύουν µηχανισµούς λύσης. Είναι προφανές ότι η
πλήρης γνώση των µέσων επίλυσης εξασφαλίζει την καλύτερη και ασφαλέστερη
επιλογή «του δρόµου» που πρέπει να ακολουθηθεί.

Υπολογισµός µερικών παραγώγων θερµοδυναµικών ιδιοτήτων από τις
θεµελιώδεις διαφορικές εξισώσεις µε εφαρµογή του κριτηρίου Euler.

Αν το κλειστό ολοκλήρωµα του διαφορικού συναρτήσεως z=f(x,y) είναι
µηδέν, το διαφορικό dz :
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είναι τέλειο διαφορικό (όπου σε συντοµογραφία Μ, Ν, είναι οι µερικές παράγωγοι
(∂z/∂x)y  (∂z/∂y)x  αντίστοιχα) και ισχύει η σχέση:
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η οποία ονοµάζεται κριτήριο Euler.
Εφόσον η σύνθεση του συστήµατος διατηρείται σταθερά, (δηλ. dni=0), η

εφαρµογή του κριτηρίου Euler στις θεµελιώδεις διαφορικές εξισώσεις δίνει
αντίστοιχα τις ακόλουθες σχέσεις (σχέσεις Maxwell)

Θεµελιώδεις διαφορικές εξισώσεις Σχέσεις Maxwell
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Εφόσον η σύνθεση του συστήµατος µεταβάλλεται αλλά κάποια άλλη
θερµοδυναµική του ιδιότητα παραµένει σταθερή, µπορούν να ληφθούν, (µε εφαρµογή
του κριτηρίου Euler επίσης) και άλλες σχέσεις Maxwell, που περιλαµβάνουν και την
µεταβολή του αριθµού των moles όπως π.χ. από την iv) έχοµε:
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Παρατηρούµε ότι :
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• Η µερική παράγωγος µιάς ιδιότητας ως προς άλλη ιδιότητα (∂S/∂V) ισούται
προς την µερική παράγωγο της συζυγούς µεταβλητής της δεύτερης ως προς
την συζυγή µεταβλητή της πρώτης (∂P/∂T), δηλ.:

• Η σταθερή ιδιότητα και στα δύο µέλη της σχέσεως είναι συζυγείς µεταβλητές
των ιδιοτήτων που παραγωγίζονται π.χ.

δηλ. η T είναι η συζυγής της S και η V η συζυγής της P.
Υπενθυµίζεται ότι οι συζυγείς µεταβλητές είναι το ζεύγος των µεταβλητών

που το γινόµενο της εντατικής επί το διαφορικό της εκτατικής µεταβλητής παρέχει
έργο, π.χ. PdV (µηχανικό), γdΑ (έργο επιφάνειας), TdS (θερµικό), µdn (χηµικό).

• Στα κλειστά υδροστατικά συστήµατα και µόνον οι εξισώσεις Maxwell που
περιλαµβάνουν την µερική παράγωγο εκτατικής ιδιότητας ως προς εντατική ή
αντιστρόφως, έχουν αρνητικό πρόσηµο, π.χ.,
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S,V⇒εκτατική ιδιότητα
P,T⇒εντατική ιδιότητα

Υπολογισµός των µερικών παραγώγων των θερµοδυναµικών δυναµικών ως προς
τις µεταβλητές P,V,T.

Θερµοδυναµικά δυναµικά χαρακτηρίζονται οι ιδιότητες U, H, F, G και G. Οι
µεταβολές τους ως προς P, V, T υπολογίζονται από τις αντίστοιχες θεµελιώδεις
διαφορικές εξισώσεις µε παραγώγιση και/ή την χρήση των εξισώσεων Maxwell
(ή/και άλλων µαθηµατικών µετασχηµατισµών).

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν χρησιµοποιούνται ευρύτατα οι σχέσεις:
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Παράδειγµα. Να υπολογισθούν οι µερικές παράγωγοι:
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(κατ’ ευθείαν υπολογισµός από τις εξισώσεις Maxwell)
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ii) dU = TdS – PdV
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iii) dH = TdS + VdP
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iv) dF = – SdT – PdV
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v) dG = – SdT + VdP
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Υπενθυµίζονται επίσης βασικοί µαθηµατικοί µετασχηµατισµοί που οδηγούν
στην εύρεση σχέσεων για τον υπολογισµό διαφόρων µεταβολών ή την απόδειξη
διαφόρων θερµοδυναµικών σχέσεων.

1) Χρήση της κυκλικής εναλλαγής µεταβλητών της συνάρτησης z=f(x,y), σύµφωνα
µε την µαθηµατική σχέση:

Παράδειγµα. Ν’ αποδειχθεί η σχέση:
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Από την εξίσωση:
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2) Στην περίπτωση που ισχύουν οι συναρτήσεις z=f(x,y) και x=f΄(y,ω), γίνεται συχνά
χρήση της µαθηµατικής σχέσης:
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Παράδειγµα. Να υπολογισθούν οι παράγωγοι:
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3) Εφόσον ισχύουν οι συναρτήσεις z=f(x,y) και x=f’(y,w) συχνά γίνεται χρήση της
µαθηµατικής σχέσης:
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Παράδειγµα 1.
Να δειχθεί ότι:
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Συνεπώς:
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Από τις εξισώσεις Maxwell έχοµε:
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Παράδειγµα 2.
Να δειχθεί ότι:
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4) Σε περίπτωση υπάρξεως δευτέρας παραγώγου δεν έχει σηµασία η σειρά
παραγωγίσεως.

Παράδειγµα.
Να δειχθεί ότι:

VT

V

T
PT

V
C









∂
∂

=







∂
∂

2

2

Λύση.

VVVVTTVT

V

T
PT

T
P

T
T

V
S

T
T

TV
ST

T
ST

VV
C









∂
∂

=














∂
∂

∂
∂

=














∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
=























∂
∂

∂
∂

=






∂
∂

2

22

5) Ας µην ξεχνάµε και τις σχέσεις ορισµού θερµοδυναµικών µεγεθών σε συνδυασµό
µε απλή µαθηµατική επεξεργασία.

PVUH     ή       TS-UF      ή      +==−= TSHG
Παράδειγµα.
Να δειχθεί ότι:

i) H
T

T
G

P

=














∂

∂

)1(

)(
 και 2T

H- 
)(

   ii) =














∂

∂

P
T
T

G
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Λύση.
Αναλύεται µαθηµατικά η παράγωγος της ποσότητας G/T, δηλ.

T
GddG

TT
Gd 11

+=

και ακολούθως λαµβάνεται η µερική της παράγωγος στην µία περίπτωση (i) ως
προς 1/Τ και στην άλλη (ii) ως προς Τ.

i)

( ) G
T

G
TT

T
G

PP

+













∂

∂
=















∂

∂

1
1

)1(

)(

2

1      :Όµως
T
dT

T
d −=








G
T
G

T

T
G

P
P

+






∂
∂

Τ−=














∂

∂

)1(

)(

Από την

SVdPSdTdG
P

−=






∂
∂

⇒+−=
T
G              

και από τον ορισµό της G: G=H-TS :

HTSG
T

T
G

P

=+=














∂

∂

)1(

)(

ii) Οµοίως αποδεικνύεται η δεύτερη σχέση:

( ) 222

1)1(1)(

T
HTSG

TT
G

T
S

T
TG

T
G

TT
T

G

P
P

P

−=+−=−−=













∂

∂
+







∂
∂

=














∂

∂

Αναλόγως προς την προηγούµενη περίπτωση, αποδεικνύονται οι σχέσεις:

i) U
T

T
F

P

=













∂

∂

)1(

)(
 και ii) 2T

U- 
)(

)(
=














∂

∂

P
T
T

F

6) Υπολογισµός µερικής παραγώγου µε σταθερό µέγεθος ένα θερµοδυναµικό
δυναµικό όπως U, H, S, F, G.

Παράδειγµα.
Ν΄αποδειχθεί η σχέση:
















∂
∂

−=






∂
∂

VVU T
PTP

C
1

V
T    

Λύση.
Το α΄ µέλος της αποδεικτέας εξισώσεως υποδεικνύει την έκφραση της εσωτερικής
ενέργειας ως συνάρτησης τωνT, V, δηλ. U=U(T,V). Συνεπώς:

dV
V
UdT

T
UdU

TV







∂
∂

+






∂
∂

=

Όταν U= σταθ., δηλ. dU=0, έχοµε:
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dV
V
UdT

T
U

TV







∂
∂

−=






∂
∂

και υπό την προϋπόθεση αυτή ( δηλ. ότι dU=0), γράφεται :
( )
( )

( )
V

T

V

T

U C
V

U

T
U

V
U

V
T ∂

∂
−=

∂
∂

∂
∂

−=






∂
∂

Από την

P-    P-          
VTT T

PT
V
ST

V
UPdVTdSdU 







∂
∂

=






∂
∂

=






∂
∂

⇒−=
















∂
∂

−=














∂
∂

−=






∂
∂

VVVVU T
PT

CT
PT

CV
T P1P-1  

Η σχέση αυτή αποδεικνύεται επίσης από την χρήση της µαθηµατικής σχέσης της
κυκλικής εναλλαγής των µεταβλητών, δηλ.:

1−=






∂
∂








∂
∂








∂
∂

VTU T
U

U
V

V
T

TV

V

T

U V
U

C
T
U
V
U

V
T








∂
∂

−=







∂
∂








∂
∂

−=






∂
∂ 1

Ο λόγος (∂U/∂V)T υπολογίζεται, όπως προηγουµένως. Η λύση αυτή αναφέρεται στην
αντίστοιχη περίπτωση (1) της σελ.3.
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Ασκήσεις επί των αποδεικτικών σχέσεων

1) Ν’ αποδειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις και να γραφεί η µορφή τους στην
περίπτωση ιδανικού αερίου:

dVaTdT
Tκ

+= VCTdS   i)

aTVdPdT −= PCTdS   ii)

dV
aV
C

dP
a

PT +=
κ

VCTdS   iii)

2) Ν’ αποδειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις:









−







∂
∂

=






∂
∂ V

T
VT

CP
Ti

PPH

1   )









−







∂
∂

−=






∂
∂ P

T
PT

CV
Tii

VVU

1   )

aT
C

T
Viii VT

S

κ
−=







∂
∂   )

aTV
C

T
Piv P

S

=






∂
∂   )

3) Ν ’αποδειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις:

VT

V

T
PT

V
C

i 







∂
∂

=







∂
∂

2

2

   )

PT

P

T
VT

P
C

ii 







∂
∂

−=






∂
∂

2

2

   )

T
V

TVaC
κ

2

PC   iii) =−

PC
   iv) V

T

S C
=

κ
κ

4) Να ευρεθούν οι τιµές των µερικών παραγώγων:

TPVTPVTTP V
H

V
F

P
S

V
G

V
U

P
U

V
U

P
U

T
U








∂
∂








∂
∂








∂
∂








∂
∂








∂
∂








∂
∂








∂
∂








∂
∂








∂
∂ ,,,,,,,,

5) Ν’ αποδειχθεί ότι

  0
,

<






∂
∂

HP
S  και 0

,

>






∂
∂

UV
S

6) Ν’ αποδειχθεί ότι:

 )/(     &     
)/1(
)/(   ) 2T

H
T

TGH
T
TGi

PP

−=







∂
∂

=







∂
∂
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2

/     &     
/1
/   )

T
U

T
TFU

T
TFii

VV

−=







∂
∂

=






∂
∂

7) Ν’ αποδειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις:
dPaTPVdTaPVi )()(CdU   ) P −+−= Τκ

dPaTVdTii )1(CdH   ) P −+=
PVdPdTSaPV Tκ++−= )(dF  iii)

8) Ν’ αποδειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις:
( )
( ) γ−

=
∂

∂
∂

∂

1
1   )

P

S

T
V

T
V

i

VSU C
Pii =







∂
∂

−






∂
∂

V
T

V
T )

PHS C
Viii =







∂
∂

−






∂
∂

P
T

P
T )

9) Ν’ αποδειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις και να ευρεθούν οι τιµές τους στην
περίπτωση ιδανικού αερίου:

aPVC
T P

P

−=






∂
∂U   i)

aTVPV
P
Uii T

T

−=






∂
∂ κ   )

PTa
V
Uiii

T

−=






∂
∂

Τκ
   )

α
κΤ=







∂
∂

V
V

C
P
Uiv    )

P
aV
C

V
Uv P

P

−=






∂
∂   )

Τ

−=






∂
∂

κ
1   )

TV
Gvi

aT
C

P
Svii TV

V

κ
=







∂
∂   )

PT
P
Fviii

T
Τ=







∂
∂ κ   )

( )11   ) −=






∂
∂

Τ

aT
V
Hix

T κ

10) Να αποδειχθούν οι επόµενες σχέσεις:

1. 
PT

VP T
VP

V
UCC 







∂
∂









+







∂
∂

+=

2. 
VT

VP T
P

P
HVCC 







∂
∂
















∂
∂

−=−

3. 
PV

VP T
V

T
PTCC 







∂
∂








∂
∂

=−

4. JTP
T

C
P
H

µ−=






∂
∂

5. 














∂
∂

−=






∂
∂

VVU T
PTP

C
1

V
T

6. 
S

T

k
k

=γ

7. 
TP

ST P
S

S
V

V
1kk 







∂
∂








∂
∂

−=

8. 
T

C
P
S TV

V α
κ

=






∂
∂

9. S
V
T

T
CV

T
G

P

P

S

−






∂
∂

=






∂
∂

10. 
TT V

PV
V
G








∂
∂

=






∂
∂
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11. 
TT kV

S α
=







∂
∂

12. 














∂
∂

−=






∂
∂

VVV T
PTP

C
1

U
T

13. 







−−=







∂
∂ P

k
αT

C
1

V
T

TVU

14. 2

V

T
U

T
T
A

−=


















∂

∂
.

15. 
P

2

2

P T
µTc 







∂
∂

−=

16. 
S

P

T
G

T
CS 







∂
∂

−
α

=

17. dT
T
H

T
P

P
HdV

V
P

P
HdH

PVTTT















∂
∂

+






∂
∂








∂
∂

+






∂
∂








∂
∂

=

18. 
TTT P

VP
V
UV

P
H








∂
∂









+







∂
∂

+=






∂
∂

19. 
PT

V
P T

VP
V
UC

T
H








∂
∂









+







∂
∂

+=






∂
∂

20. 
TT

2

V

P
STV

P
H,

T
U

T
T
A








∂
∂

+=






∂
∂

−=


















∂

∂

11) Για ιδανικό αέριο να υπολογίσετε τις παραγώγους 
TV

F







∂
∂  και 

TP
G







∂
∂  και να

αποδείξετε ότι ισχύουν οι σχέσεις:

i) 0
P
U

T

=






∂
∂

ii) 0
P
H

T

=






∂
∂

iii) 0
V
H

T

=






∂
∂

iv) nRC
T
U

P
P

−=






∂
∂

v) 
1

2
VP T

TnRSS ln+∆=∆

vi) CP – CV = nR

vii) 1e
V
V

T
T

VC
S1

1

2

1

2 =







∆

−
−γ


