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Κεφάλαιο 2
Επιλογή (Selection)
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Το πρόβληµα της επιλογής

∆ίνεται µια ακολουθία S από n στοιχεία και ένας ακέραιος k, όπου 1 ≤ k ≤ n.

Να προσδιοριστεί το k µικρότερο στοιχείο στην S.

Υπόθεση: Η ανάπτυξη του παράλληλου αλγόριθµου ϑα γίνει για το SM SIMD

µοντέλο.

Ορισµός

Τα στοιχεία ενός συνόλου Α ικανοποιούν µια γραµµική διάταξη < τότε και µόνον

τότε αν

(i) για a, b ∈ A, a < b, a = b ή b < a και

(ii) για a, b, c ∈ A, αν a < b και b < c, τότε a < c

Παράδειγµα: Το σύνολο των ακεραίων αριθµών ικανοποιεί µια γραµµική

διάταξη.
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Το πρόβληµα της επιλογής

Βαθµός: Για µια ακολουθία S = {s1, s2, · · · , sn} της οποίας τα στοιχεία είναι

και στοιχεία ενός συνόλου µε γραµµική διάταξη, ο ϐαθµός ενός στοιχείου si του

S είναι το πλήθος των στοιχείων του S που προηγούνται του si συν 1.

Παράδειγµα
S = {9,−4, 3,−6, 7, 0} ο ϐαθµός του 0 είναι 3, γιατί τα µικρότερα στοιχεία από

το 0 είναι το -4 και το -6, δηλ. εχουµε πλήθος 2 και κατά συνέπεια ο ϐαθµός του

0 ειναι 2+1=3.

Αν si = sj τότε το si προηγείται του sj τότε και µόνον τότε αν i < j.

Επιλογή
∆ίνεται µία ακολουθία S = {s1, s2, · · · , sn}, της οποίας τα στοιχεία έχουν

παρθεί από ένα γραµµικά διατεταγµένο σύνολο, και ένας ακέραιος

k, {1 ≤ k ≤ n}. Ζητείται ο προσδιορισµός του στοιχείου της S µε ϐαθµό k. Το

στοιχείο µε ϐαθµό k ϑα συµβολίζεται µε s(k).
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Το πρόβληµα της επιλογής

Πολυπλοκότητα (κάτω όριο)
Αν τα στοιχεία του S ήταν ταξινοµηµένα, δηλαδή,

S = {s(1), s(2), . . . , s(n)}

τότε το s(k) λαµβάνεται σε ένα ϐήµα. Αυτό γιατί ϑα πρέπει να ϐρούµε το

µικρότερο, να σαρώσουµε όλη τη λίστα και κάθε ϕορά να παίρνουµε το

µικρότερο, οπότε ϑα έχουµε πολυπλοκότητα της τάξης του 1 σε κάθε ϐήµα.

Προφανώς δεν υποθέτουµε ότι έχουµε αυτή την περίπτωση ούτε και

επιθυµούµε να ταξινοµήσουµε τα στοιχεία του S.

Αν k = 1 ή k = n, τότε εξετάζοντας όλα τα στοιχεία της S διατηρώντας κάθε

ϕορά το µικρότερο (k = 1) (ή το µεγαλύτερο (k = n)) ϐρίσκεται το Ϲητούµενο

στοιχείο. Ωστόσο αυτός ο αλγοριθµος δεν µπορεί να εφαρµοστεί αν

1 < k < n. Στην καλύτερη περίπτωση λοιπόν, η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου

είναι Ω(n) (κάτω όριο).
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΄Ενας ακολουθιακός αλγόριθµος

Αναδροµικός αλγόριθµος

Προσέγγιση ¨διαίρε και ϐασίλευε¨ (divide and conquer)

απορρίπτει ένα πλήθος στοιχείων σε κάθε στάδιο
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΄Ενας ακολουθιακός αλγόριθµος

∆ιαδικασία 1: SEQUENTIAL SELECT (S, k)

� Βήµα 1
αν |S| < Q τότε

ταξινόµησε την S και επίστρεψε το kστο στοιχείο

αλλιώς
υποδιαίρεσε την S σε |S|/Q υποακολουθίες µε Q στοιχεία η κάθε µία

(µέχρι Q− 1 εναποµείναντα στοιχεία)

τέλος

� Βήµα 2
Ταξινόµησε κάθε υποακολουθία και υπολόγισε το µέσο της

� Βήµα 3
Κάλεσε την SEQUENTIAL SELECT αναδροµικά για τον υπολογισµό του m, το

µέσο των |S|/Q µέσων που ϐρέθηκαν στο ϐήµα 2
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΄Ενας ακολουθιακός αλγόριθµος

� Βήµα 4
∆ηµιούργησε τρεις υποακολουθίες S1, S2, και S3 µε στοιχεία της S

µικρότερα, ίσα και µεγαλύτερα από το m, αντίστοιχα

� Βήµα 5
αν |S1| ≥ k τότε

κάλεσε την SEQUENTIAL SELECT αναδροµικά για να ϐρείς το kστό

στοιχείο του S1

αλλιώς
αν |S1|+ |S2| ≥ k τότε

επίστρεψε m
{διότι το k στοιχείο ανήκει στο S2}

αλλιώς
κάλεσε την SEQUENTIAL SELECT αναδροµικά για να ϐρείς το

(k − |S1| − |S2|)στό στοιχείο του S3

{διότι το k στοιχείο ανήκει στο S3}

τέλος
τέλος

(Divide and conquer)
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΄Ενας ακολουθιακός αλγόριθµος

S1 S2 S3

m< <

Σχήµα: 1. Βήµα 5
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Παράδειγµα SEQUENTIAL SELECT (S,k)

∆ίνεται η ακολουθία

S = {1, 14, 3, 4, 2, 6, 7, 4, 5, 8, 2, 1, 5, 12, 4, 3, 2, 8, 9, 10, 5, 2, 12}

και ένας ακέραιος k, 1 < k < 23. Ζητείται να προσδιοριστεί το στοιχείο της

ακολουθίας µε ϐαθµό 19, δηλαδή k = 19.

Λύση: Επιλέγουµε το Q ώστε να πληρείται η σχέση
n
Q + 3n

4 < n ⇔ Q > 4.

΄Εστω Q = 5.

Βήµα 1: Επειδή |S| = 23 > 5 = Q, ϑα υποδιαιρέσουµε την S σε |S|/Q
υποακολουθίες, δηλαδή σε 4 υποακολουθίες µε 5 στοιχεία και σε 1

υποακολουθία µε 3 στοιχεία.

1 14 3 4 2 6 7 4 5 8 2 1 5 12 4 3 2 8 9 10 5 2 12
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Παράδειγµα SEQUENTIAL SELECT (S,k)

Βήµα 2: α) Ταξινόµηση κάθε υποακολουθίας ϐ) Βρίσκουµε το µέσο mi κάθε

υποακολουθίας

1 2 3 4 14 4 5 6 7 8 1 2 4 5 12 2 3 8 9 10 2 5 12

m1 = 3 m2 = 6 m3 = 4 m4 = 8
m5 = 5

Βήµα 3: Κλήση της Sequential Select για τον υπολογισµό του µέσου των µέσων.

Β1: 3 6 4 8 5 → Β2α: 3 4 5 6 8 → Β2β: m = 5
m1 m2 m3 m4 m5 Ταξινόµηση των mi Υπολογισµός µέσου

Βήµα 4: ∆ηµιουργία 3 υποακολουθιών S1, S2, S3 µε στοιχεία <,=, > 5,

αντίστοιχα.

1 3 4 2 1 2 1 4 3 2 2 5 5 5 14 6 7 8 12 8 9 10 12

S1 S2 S3

Παρατηρούµε ότι |S1| = 11, |S2| = 3, |S3| = 9.
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Παράδειγµα SEQUENTIAL SELECT (S,k)

Βήµα 5: Παρατηρούµε ότι k = 19 > |S1|+ |S2| = 14 οπότε καλούµε την

Sequential Select στην S3 για να ϐρούµε το

k
(1)
new = k − |S1| − |S2| = 19− 14 ⇒ k

(1)
new = 5, δηλαδή το 5o στοιχείο της

ακολουθίας S3.

Β1: Για Q = 5 είναι |S3| = 9 > 5 = Q οπότε |S3|/Q = 9/5 = 1.8 δηλαδή ϑα

υποδιαιρέσουµε την S3 σε 1 υποακολουθία µε 5 στοιχεία και σε 1

υποακολουθία µε 4 στοιχεία.

14 6 7 8 12 8 9 10 12

Β2: α)Ταξινόµηση κάθε υποακολουθίας ϐ)Εύρεση µέσου κάθε υποακολουθίας.

6 7 8 12 14 8 9 10 12

m′
1 = 8 m′

2 = 9

Β3: Το µέσο των 8,9 είναι το m′ = 8
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Παράδειγµα SEQUENTIAL SELECT (S,k)

Β4: ∆ηµιουργία 3 υποακολουθιών S′
1, S

′
2, S

′
3 µε στοιχεία <,=, > 8, αντίστοιχα.

6 7 8 8 14 12 9 10 12

S′
1 S′

2 S′
3

Β5: Παρατηρούµε ότι |S′
1| = 2, |S′

2| = 2, |S′
3| = 5. Παρατηρούµε ότι

k
(1)
new = 5 > |S′

1|+ |S′
2| = 4 οπότε καλούµε τη Sequential Select στην S′

3 για

να ϐρούµε το k
(2)
new = k

(1)
new − |S′

1| − |S′
2| = S − 4 ⇒ k

(2)
new = 1, δηλαδή το 1o

στοιχείο της ακολουθίας S′
3.
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Παράδειγµα SEQUENTIAL SELECT (S,k)

Β1΄: Είναι |S′
3| = 5 = Q οπότε ταξινοµούµε την S′

3 και επιστρέφουµε το 1o

στοιχείο. Είναι

14 12 9 10 12 9 10 12 12 14

S′
3 S′

3 ταξινοµηµένη

Το 1o στοιχείο της S′
3 µετά την ταξινόµησή της είναι το 9 και κατά συνέπεια αυτό

είναι το Ϲητούµενο στοιχείο.
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΄Ενας ακολουθιακός αλγόριθµος

μεσαίο
στοιχείο

μικρότερο
στοιχείο

μεγαλύτερο
στοιχείο

πλήθος υποακολουθιών

στοιχεία ανά υποακολουθία

S1 S2 Sm

Σχήµα: 2. Κύρια ιδέα της διαδικασίας SEQUENTIAL SELECT

Αφού το m είναι το µέσο των |S|/Q στοιχείων, υπάρχουν |S|/2Q στοιχεία

µεγαλύτερα ή ίσα από αυτό. Καθένα από τα |S|/Q στοιχεία είναι το µέσο ενός

συνόλου Q στοιχείων, το οποίο σηµαίνει ότι έχουµε Q/2 στοιχεία µεγαλύτερα ή

ίσα από αυτό. Εποµένως έχουµε (|S|/2Q)× (Q/2) = |S|/4 στοιχεία του S
που είναι εγγυηµένα µεγαλύτερα ή ίσα του m. Συνεπώς |S1| ≤ 3|S|/4. ΄Οµοια

|S3| ≤ 3|S|/4
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Ανάλυση Πολυπλοκότητας της SEQUENTIAL SELECT

Βήµα 1: Ταξινόµηση της S όταν |S| < Q απαιτεί σταθερό χρόνο O(1).
∆ιαφορετικά, υποδιαίρεση της S απαιτεί χρόνο c1n.

Βήµα 2: Η ταξινόµηση κάθε |S|/Q υποακολουθίας (έχει Q στοιχεία) απαιτεί

σταθερό χρόνο.

Για όλες τις υποακολουθίες απαιτείται χρόνος c2n.

Βήµα 3: t(n/Q), t(n) : χρόνος εκτέλεσης της SEQUENTIAL SELECT.
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Ανάλυση Πολυπλοκότητας της SEQUENTIAL SELECT

Βήµα 4: Απαιτείται χρόνος c3n.

Βήµα 5: (|S|/2Q)× (Q/2) = |S|/4 στοιχεία της S (ϐλέπε σχήµα (2)) είναι

µεγαλύτερα ή ίσα µε m. Συνεπώς, |S1| ≤ 3|S|/4. ΄Οµοια, |S3| ≤ 3|S|/4.

Συνεπώς µια αναδροµική κλήση της SEQUENCIAL SELECT απαιτεί t(3n/4) χρόνο.

Συνολικά:

t(n) = c4n+ t(n/Q) + t(3n/4)

όπου

c4 = c1 + c2 + c3
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Ανάλυση Πολυπλοκότητας της SEQUENTIAL SELECT

Καθορισµός του Q: Αν επιλεχθεί Q τέτοιο ώστε

n/Q+ 3n/4 < n

τότε οι δυο αναδροµικές κλήσεις στη διαδικασία εφαρµόζονται σε ϕθίνουσες

ακολουθίες. Οποιαδήποτε τιµή του Q ≥ 5 ικανοποιεί την ανωτέρω ανισότητα.

Για Q = 5 έχουµε:

t(n) = c4n+ t(n/5) + t(3n/4)
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Ανάλυση Πολυπλοκότητας της SEQUENTIAL SELECT

Υποθέτοντας:

t(n) ≤ c5n

έχουµε

t(n) ≤ c4n+ c5(19n/20)

και για c5 = 20c4:

t(n) ≤ c5(n/20) + c5(19n/20) = c5n

t(n) = O(n)

βέλτιστος χρόνος!
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∆ύο χρήσιµοι αλγόριθµοι

Στο EREW SM SIMD µοντέλο δεν είναι δυνατό να προσπελάσουν δύο

επεξεργαστές ταυτόχρονα την ίδια τοποθεσία µνήµης.

(i) Μετάδοση (broadcasting): ΄Ολοι οι επεξεργαστές χρειάζονται να

διαβάσουν ένα δεδοµένο από µια συγκεκριµένη τοποθεσία της κοινής

µνήµης.

(ii) Επικοινωνία (όλοι µε ένα): Κάθε επεξεργαστής πρέπει να κάνει

υπολογισµούς στα δεδοµένα τα οποία υπάρχουν στους άλλους

επεξεργαστές και συνεπώς χρειάζεται να λάβει αυτά τα δεδοµένα.

Οι δύο αυτές λειτουργίες δεν µπορούν να εκτελεστούν σε ένα ϐήµα στο EREW

µοντέλο και πρέπει να προσοµοιωθούν.
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BROADCAST

Υπόθεση

Ν επεξεργαστές P1, P2, · · · , PN είναι διαθέσιµοι σε ένα EREW SM SIMD

υπολογιστή.

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

1 2 3 4 5 6 7 8

Α5 5

5
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

1 2 3 4 5 6 7 8

Α5

5 5

5

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

1 2 3 4 5 6 7 8

Α5

5 5

5 5 5

5 5
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

1 2 3 4 5 6 7 8

Α5

5 5

5 5 5

5 5 5 5 5 5

5 5 5 5

(α) Βήμα 1 (β) Βήμα 2 (i = 0)

(γ) Βήμα 3 (i = 1) (δ) Βήμα 4 (i = 2)

Σχήµα: ∆ιαµοίραση δεδοµένου σε 8 επεξεργαστές µέσω της διαδικασίας BROADCAST
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BROADCAST

∆ιαδικασία 2: BROADCAST (D,N,A)

� Βήµα 1
Ο επεξεργαστής P1

(i) διαβάζει την τιµή από την D,

(ii) την αποθηκεύει στην µνήµη του, και

(iii) τη γράφει στην A(1).

� Βήµα 2
για i = 0 έως (logN − 1) κάνε

για j = 2i + 1 έως 2i+1 κάνε παράλληλα
Ο επεξεργαστής Pj

(i) διαβάζει την τιµή από την A(j − 2i),
(ii) την αποθηκεύει στην µνήµη του, και

(iii) τη γράφει στην A(j).
τέλος

τέλος
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BROADCAST

Πολυπλοκότητα: Στο τέλος ΟΛΟΙ οι επεξεργαστές έχουν αποθηκεύσει την τιµή

του D στην τοπική µνήµη τους για µετέπειτα χρήση. Αφού ο αριθµός των

επεξεργαστών που έχει διαβάσει το D διπλασιάζεται σε κάθε επανάληψη ϑα

έχουµε τερµατισµό της διαδικασίας σε O(log n) χρόνο.
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ALL SUMS

Υπολογισµός των αθροισµάτων:

Υπόθεση

Pi έχει το αi στην τοπική µνήµη.

Pi := α1 + α2 + · · ·+ αi

∆ιαδικασία 3: ALLSUMS (α1, α2, · · · , αN )

για j = 0 έως (logN − 1) κάνε
για i = 2j + 1 έως N κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi

(i) διαβάζει το αi−2j από το Pi−2j µέσω κοινής µνήµης, και

(ii) αντικαθιστά το αi, µε το αi−2j + αi.

τέλος
τέλος
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ALL SUMS

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

A11 A12 A23 A34 A45 A56 A67 A78

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

A11 A12 A13 A14 A25 A36 A47 A58

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

A11 A12 A23 A34 A45 A56 A67 A78

A11 A12 A13 A14 A15 A16 A17 A18

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

A11 A12 A13 A14 A25 A36 A47 A58

(α) j = 0

(β) j = 1

(γ) j = 2

Σχήµα: Υπολογισµός αθροίσµατος µε χρήση της ALLSUMS
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ALL SUMS

Η δουλειά της ALL SUMS ϕαίνεται στο προηγούµενο σχήµα για N = 8 µε το

Aij = ai + ai+1 + · · ·+ aj . ΄Οταν η συνάρτηση τερµατίζει, το ai αντικαθίσταται

µε το a1 + a2 + · · ·+ ai στην τοπική µνήµη του Pi, για 1 ≤ i ≤ n.

Η συνάρτηση απαιτεί O(logN) χρόνο αφού ο αριθµός των επεξεργαστών που

τελειώνουν έναν υπολογισµό διπλασιάζεται σε κάθε ϐήµα. Είναι σηµαντικό να

τονισθεί ότι η συνάρτηση ALL SUMS µπορεί να τροποποιηθεί για την επίλυση

προβληµάτων όπου αντί για πρόσθεση να κάνουµε οποιαδήποτε άλλη σχετική

δυαδική λειτουργία, όπως πολλαπλασιασµός, η εύρεση του µεγίστου ή του

ελάχιστου κάποιου αριθµού, κλπ., άλλες πράξεις όπως λογικές and, or, xor, κλπ.
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ALL SUMS

Ανάλυση πολυπλοκότητας: Παρατηρούµε ότι ο αριθµός των επεξεργαστών
διπλασιάζεται σε κάθε ϐήµα µε το 2ο for, οπότε

T (N) =

logN−1∑
j=0

N∑
i=2j+1

1

N
O(1)

=
1

N

logN−1∑
j=0

 N∑
i=0

O(1)−
2j∑
i=0

O(1)


=

1

N

logN−1∑
j=0

(
N − 2j

)

=
1

N
(N − 20) +

1

N

logN−1∑
j=1

N −
logN−1∑

j=1

2j


=

1

N
(N − 1) +

1

N

[
N(logN − 1)−

2logN−1+1 − 1

2− 1

]
= logN − 1 < logN

΄Αρα, T (N) = O(logN).
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

΄Εστω ότι έχουµε n πλήθος στοιχείων ακολουθίας και Ν πλήθος επεξεργαστών.

Υποθέσεις

1. S = {S1, S2, · · · , Sn}, k, 1 ≤ k ≤ n

2. P1, P2, · · · , PN επεξεργαστές

3. Κάθε επεξεργαστής έχει λάβει το n και έχει υπολογίσει το x από την

N = n1−x, όπου 0 < x < 1.

4. Κάθε ένας από τους n1−x επεξεργαστές µπορεί να αποθηκεύσει nx

στοιχεία στην τοπική µνήµη του

5. Κάθε επεξεργαστής µπορεί να εκτελέσει τις SEQUENTIAL SELECT,

BROADCAST και ALLSUMS.

6. Μ είναι ένας µονοδιάστατος πίνακας στην κοινή µνήµη µήκους Ν.
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

∆ιαδικασία 4: PARALLEL SELECT (S, k)

� Βήµα 1
αν |S| ≤ 4 τότε

ο P1 χρησιµοποιεί το πολύ πέντε συγκρίσεις για να επιστρέψει το kστο

στοιχείο

αλλιώς
(i) Η ακολουθία S υποδιαιρείται σε |S|1−x υποακολουθίες Si, µήκους

|S|x η κάθε µία, όπου 1 ≤ i ≤ |S|1−x.

(ii) Η υπακολουθία Si ανατίθεται στον επεξεργαστή Pi.

τέλος

� Βήµα 2
για i = 1 έως |S|1−x κάνε παράλληλα

(2.1) Ο Pi αποκτά το µέσο mi, δηλαδή το ⌈|Si|/2⌉-οστό στοιχείο της

υποακολουθίας του SEQUENTIAL SELECT (Si, ⌈|Si|/2⌉).
(2.2) Ο Pi αποθηκεύει το mi, στο M(i)

τέλος
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� Βήµα 3
{Το υποπρόγραµµα καλείται αναδροµικά για να αποκτηθεί το µέσο m του Μ}

PARALLEL SELECT (M, ⌈|M |/2⌉).

� Βήµα 4
Η ακολουθία S υποδιαιρείται σε τρεις υποακολουθίες:

L = {si ∈ S : si < m},

E = {si ∈ S : si = m}, και

G = {si ∈ S : si > m}.

� Βήµα 5
αν |L| ≥ k τότε

PARALLEL SELECT (L,k)

αλλιώς
αν |L|+ |E| ≥ k τότε

επίστρεψε m
αλλιώς

PARALLEL SELECT (G, k − |L| − |E|)
τέλος

τέλος
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

Ανάλυση της ∆ιαδικασίας PARALLEL SELECT

Βήµα 1: Για την εκτέλεση του ϐήµατος αυτού απαιτείται η διεύθυνση αρχής Α της

ακολουθίας S στην κοινή µνήµη, το µέγεθος |S| και η τιµή k. Οι τιµές αυτές

µεταδίδονται σε όλους τους επεξεργαστές µε την BROADCAST σε

O(logn1−x) χρόνο. Αν |S| ≤ 4, τότε ο P1 επιστρέφει το k - οστό στοιχείο σε

σταθερό χρόνο. ∆ιαφορετικά ο Pi υπολογίζει τη διεύθυνση του πρώτου και του

τελευταίου στοιχείου της Si από τους

A+ (i− 1)nx

και

A+ inx − 1

σε σταθερό χρόνο. Συνεπώς το ϐήµα 1 απαιτεί c1logn µονάδες χρόνου για

κάποια σταθερά c1.
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

Βήµα 2: Η SEQUENTIAL SELECT ϐρίσκει το µέσο µιας ακολουθίας µήκους nx σε

c2n
x µονάδες χρόνου για κάποια σταθερά c2.

Βήµα 3: Καλείται η PARALLEL SELECT για µια ακολουθία µήκους n1−x. Συνεπώς

το παρόν ϐήµα απαιτεί t(n1−x) χρόνο.
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

Βήµα 4: Η ακολουθία S χωρίζεται στις υποακολουθίες L,E και G ως εξής:

(i) Το m µεταδίδεται σε όλους τους επεξεργαστές σε O(logn1−x) χρόνο µε

τη χρήση της BROADCAST.

(ii) Κάθε επεξεργαστής Pi χωρίζει την Si σε τρείς υποακολουθίες Li, Ei και

Gi µε στοιχεία µικρότερα, ίσα και µεγαλύτερα από το m, αντίστοιχα. Αυτή

η εργασία µπορεί να γίνει σε χρόνο γραµµικό ως πρός το µέγεθος της Si,

δηλαδή σε O(nx) χρόνο.

(iii) Οι υποακολουθίες Li, Ei και Gi συγχωνεύονται για να σχηµατίσουν τις

L,E και G. Στη συνέχεια δείχνεται πως αυτή η εργασία µπορεί να γίνει για

την Li. ΄Οµοια και µε τον ίδιο χρόνο µπορεί να γίνει για τη συγχώνευση των

Ei και Gi, αντίστοιχα. Θέτοντας αi = |Li|, υπολογίζεται το άθροισµα

zi =

i∑
j=1

αj , 1 ≤ i ≤ n1−x
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

Τα αθροίσµατα αυτά υπολογίζονται σε O(logn1−x) χρόνο από τους n1−x

επεξεργαστές, χρησιµοποιώντας την ALLSUMS. ΄Ολοι οι επεξεργαστές

συγχωνεύουν τις Li υποακολουθίες τους για τον σχηµατισµό της L.

1 z1 z1 + 1 z2 z2 + 1 z1−xn

L1 L2 Lx−1
n

z1 = a1 = |L1|, z2 = a1 + a2 = |L1| + |L2|

Σχήµα: Σχηµατισµός της L

Ο επεξεργαστής Pi αντιγράφει την Li στην L ξεκινώντας από τη ϑέση

zi−1 +1, όπου z0 = 0. Η εργασία αυτή µπορεί να γίνει σε O(nx) χρόνο, γιατί ο

κάθε επεξεργαστής από τους n1−x µπορεί να αποθηκεύσει nx στοιχεία στην

τοπική µνήµη του. Συνεπώς ο χρόνος που απαιτείται για το παρόν ϐήµα είναι

c3n
x για κάποια σταθερά c3.
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

Βήµα 5: Το µέγεθος της L που χρειάζεται στο ϐήµα αυτό είναι z1−x
n .

Παροµοίως για τα µεγέθη των E και G.

Εν συνεχεία υπολογίζεται ο χρόνος που απαιτείται για κάθε µία από τις δύο

αναδροµικές κλήσεις της PARALLEL SELECT. Επειδή το m είναι το µέσο του M ,

έπεται ότι n1−x/2 στοιχεία είναι µεγαλύτερα από αυτό. Επίσης κάθε στοιχείο

του M είναι µικρότερο από nx/2 τουλάχιστον στοιχεία της S.

΄Αρα
n1−x

2 · nx

2 = n
4 της L είναι τουλάχιστον µεγαλύτερα ή ίσα του m. Συνεπώς

|L| ≤ 3n
4 . ΄Οµοια, |G| ≤ 3n

4 . Συνολικά το ϐήµα 5 απαιτεί το πολύ t(3n/4) χρόνο.
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

Η προηγούµενη ανάλυση έχει σαν αποτέλεσµα την ακόλουθη αναδροµική

εξίσωση για το συνολικό χρόνο:

t(n) = c1logn+ c2n
x + t(n1−x) + c3n

x + t(3n/4)

της οποίας η λύση είναι t(n) = O(nx) για n > 4. Επίσης

c(n) = p(n) · t(n) = n1−x ·O(nx) = O(n)

Το κόστος αυτό είναι ϐέλτιστο αφού Ω(n).
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

Παράδειγµα

S = {3, 14, 16, 20, 8, 31, 22, 12, 33, 1, 4, 9, 10, 5, 13, 7, 24, 2, 14,
26, 18, 34, 36, 25, 14, 27, 32, 35, 33}

n = 29, k = 21, N = 5

Συνεπώς,

|S|1−x = 5 ή 291−x = 5 ή 1− x = 0.47796
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)
3 14 16 20 8 31 22 12 33 1 4 9 10 5 13 7 24 2 14 26 18 34 36 25 14 27 32 35 33

3 14 16 20 8 31 22 12 33 1 4 9 10 5 13 7 24 2 14 26 18 34 36 25 14 27 32 35 33

14 9 7 25 32M

3 8 12 1 4 9 10 5 13 7 2 14 14 14 16 20 31 22 33 24 26 18 34 36 25 27 32 35 33

L E G

16 20 31 22 33 24 26 18 34 36 25 27 32 35 33

22 26 32M

16 20 22 24 18 25 26 31 33 34 36 27 32 35 33

L E G

(α)

(β)

(γ)

(δ)

(ε)

(στ)

(ζ)

Σχήµα: Επιλογή 21 στοιχείων µιας ακολουθίας µε τη διαδικασία PARALLEL SELECT
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΄Ενας αλγόριθµος για την παράλληλη επιλογή (EREW SM

SIMD)

Αφού |L| = 11, |E| = 3, |L|+ |E| < k αναδροµική κλήση µε S = G και

k = 21− (11 + 3) = 7.

Επειδή |G| = 15 χρησιµοποιούνται 151−x = 3.6485 δηλ. 3 επεξεργαστές

Επειδή |L| = 6, |E| = 1, |L|+ |E| = 7 = k άρα m = 26.

p(n) < n1/2, προσαρµοστικός

t(n) µικρό, προσαρµοστικό

c(n) = p(n)× t(n) ϐέλτιστο κόστος όταν c(n) = Ω(n) του ακολουθιακού

αλγόριθµου
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