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Κεφάλαιο 3

Συγχώνευση (Merging)
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΄Εστω

A = {α1, α2, · · · , αr} B = {b1, b2, · · · , bs}

ταξινοµηµένες ακολουθίες αριθµών σε µη ϕθίνουσα σειρά. Να σχηµατισθεί η

ακολουθία

C = {c1, c2, · · · , cr+s}

ταξινοµηµένη σε µη ϕθίνουσα σειρά. Αν r = s = n (χειρότερη περίπτωση),

τότε ο ακολουθιακός αλγόριθµος έχει πολυπλοκότητα O(n), η οποία είναι

ϐέλτιστη (Ω(n)).

Θα µελετηθεί το πρόβληµα της συγχώνευσης σε µια ποικιλία παράλληλων

υπολογιστικών µοντέλων. Με ϐάση το κάτω όριο απαιτείται Ω(n/N) χρόνος για

οποιοδήποτε παράλληλο αλγόριθµο συγχώνευσης που χρησιµοποιεί Ν

επεξεργαστές.
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΄Ενα δίκτυο για συγχώνευση

(r, s) δίκτυο συγχώνευσης: ειδικού σκοπού παράλληλη αρχιτεκτονική.

όλοι οι επεξεργαστές είναι ίδιοι, απλοί και επικοινωνούν µε ένα ειδικού

σκοπού δίκτυο (συγκριτές - comparators).

μικρότερο

των X και Y

μεγαλύτερο

των X και Y

X

Y

Σχήµα: Συγκριτής (περίπτωση n = 1)
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΄Ενα δίκτυο για συγχώνευση

Χρησιµοποιώντας τους συγκριτές µπορούµε να ϕτιάξουµε ένα δίκτυο που να

έχει σαν είσοδο δυο ταξινοµηµένες ακολουθίες A = {a1, a2, . . . , ar} και

B = {b1, b2, . . . , bs} και να παράγει σαν έξοδο µια απλή ταξινοµηµένη

ακολουθία C = {c1, x2, . . . , cr+s}. Η παρουσίαση απλοποιείται από δυο

υποθέσεις.

Υποθέσεις

1. r = s = n ≥ 1

2. n = 2k

Με τη χρήση των συγκριτών ϑα κατασκευαστεί ένα δίκτυο.

Για n = 1: Αρκεί ένας συγκριτής (γιατί παράγει σαν έξοδο τις 2 εισόδους του

ταξινοµηµένες ανάλογα).

Για n = 2: A = {α1, α2} και B = {b1, b2}.
Για n = 4: A = {3, 5, 7, 9} και B = {2, 4, 6, 8}.

Μ. Λουκά ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΙ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ 17 Μαρτίου 2026 5 / 46



΄Ενα δίκτυο για συγχώνευση

P1

P2

a1

a2

b1

b2

P3

c2

c3

c1

c4

Σχήµα: Περίπτωση n = 2 - Συγχώνευση δύο ακολουθιών µε τέσσερα στοιχεία η καθεµία

Ο επεξεργαστής P1 συγκρίνει τα min(A),min(B). Η πάνω έξοδος του P1

είναι το min(C) = c1. ΄Οµοια, η κάτω έξοδος του P2 είναι max(C) = c4. Μια

επιπλέον απλή σύγκριση επιτρέπει στον P3 να παράγει τα δυο ενδιάµεσα

στοιχεία της C .
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΄Ενα δίκτυο για συγχώνευση

P1

P2

3

5

7

9

P5

P3

P4

2

4

6

8

P6

P7

P8

P9

2

3

4

7

8

9

5

6

2

3

6

7

4

5

8

9

3

6

5

9

Σχήµα: Περίπτωση n = 3
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΄Ενα δίκτυο για συγχώνευση

Γενικά ένα (n, n) δίκτυο συγχώνευσης σχηµατίζεται από δύο (n/2, n/2) άλλα

δίκτυα. Τα στοιχεία στις περιττές ϑέσεις των Α και Β, δηλαδή

{α1, α3, α5, · · · , αn−1} και {b1, b3, b5, · · · , bn−1} συγχωνεύονται στο ένα

(n/2, n/2) δίκτυο συγχώνευσης, δηµιουργώντας την

{d1, d2, d3, · · · , dn.}

Ταυτόχρονα για τα στοιχεία στις άρτιες ϑέσεις σχηµατίζεται η

{e1, e2, · · · , en}

µε τη χρήση του άλλου (n/2, n/2) δικτύου. Η τελική ακολουθία

{c1, c2, · · · , cn} λαµβάνεται από odd-even merging

c1 = d1, c2n = en, c2i = min(di+1, ei)

και

c2i+1 = max(di+1, ei), i = 1, 2, · · · , n− 1
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΄Ενα δίκτυο για συγχώνευση

Στην {d1, d2, · · · , dn} :

i στοιχεία ≤ di+1 −→ 2i στοιχεία των Α και Β ≤ di+1

ή

c2i ≤ di+1

όµοια

c2i ≤ ei

Επίσης

di+1 ≤ c2i+1

και

ei ≤ c2i+1

Επειδή

c2i ≤ c2i+1

συνεπάγεται

c2i = min(di+1, ei), c2i+1 = max(di+1, ei)
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΄Ενα δίκτυο για συγχώνευση

Παράδειγµα: ΄Εστω D = {d1, d2, d3, d4} = {1, 2, 7, 10}, οπότε A1 = {1, 7}
και B1 = {2, 10} και E = {e1, e2, e3, e4} = {3, 4, 8, 9}, οπότε

A2 = {3, 8}, B2 = {4, 9}. Τότε

d1 = 1, e4 = 9

και για i = 1 έχουµε

di+1 = d2 = 2, ei = e1 = 3→ min = 2, max = 3

γιατί c2i = min{di+1, ei} = 2, c2i+1 = max{di+1, ei} = 3.

Για i = 2 έχουµε

di+1 = d3 = 7, ei = e2 = 4→ min = 4, max = 7.

Για i = 3 έχουµε

di+1 = d4 = 10, ei = e3 = 8→ min = 8, max = 10.

Αρα, C = {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}
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Παράλληλη συγχώνευση

d1
d2
d3

di+1

dn

(n/2, n/2) -
Δίκτυο

συγχώνευσης

(n/2, n/2) -
Δίκτυο

συγχώνευσης

...

...

e1
e2

ei

en

a1
a2
a3
a4

a2i−1

a2i

an

b1
b2
b3
b4

b2i−1

b2i

bn

...

...

...

...

...

...

c1
c2
c3

c4
c5

c2i
c2i+1

c2n

...

...

Σχήµα: Συγχώνευση odd-even
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SEQUENTIAL MERGE

∆ιαδικασία 1: SEQUENTIAL MERGE (A,B,C)

� Βήµα 1

(1.1) i← 1
(1.2) j ← 1, ar+1 ←∞, bs+1 ←∞

� Βήµα 2

για k = 1 έως r + s κάνε

αν ai < bj τότε
(i) ck ← ai
(ii) i← i+ 1

αλλιώς

(i) ck ← bj
(ii) j ← j + 1

τέλος

τέλος
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SEQUENTIAL MERGE

Η συνάρτηση παίρνει σαν είσοδο τις ακολουθίες Α και Β και επιστρέφει την

ακολουθία C στην έξοδο. Αφού κάθε σύγκριση οδηγεί στον ορισµό ενός

στοιχείου της C , υπάρχουν ακριβώς r + s τέτοιες συγκρίσεις, και στη χειρότερη

περίπτωση όταν r = s = n ο αλγόριθµος τρέχει σε O(n) χρόνο. Αφού το

Ω(n) είναι το κάτω όριο συγχώνευσης, η SEQUENTIAL MERGE είναι ϐέλτιστη !
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Παράλληλη συγχώνευση

Υποθέτουµε ότι έχουµε στη διάθεσή µας P1, P2, · · · , PN επεξεργαστές,

N ≤ r ≤ s και στη χειρότερη περίπτωση όπου r = s = n ο αλγόριθµος τρέχει

σε O((n/N) + log n) χρόνο. Εποµένως ο αλγόριθµος είναι ϐέλτιστου κόστους

για N ≤ n/ log n. Επίσης κάθε επεξεργαστής είναι σε ϑέση να εκτελεί τις

εξής ακολουθιακές διαδικασίες:

1. Τη διαδικασία SEQUENTIAL MERGE

2. Τη διαδικασία BINARY SEARCH
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BINARY SEARCH

∆ιαδικασία 2: BINARY SEARCH (S,x,k)

� Βήµα 1

(1.1) i← 1
(1.2) h← n
(1.3) k ← 0

� Βήµα 2

όσο i ≤ h κάνε

(2.1) m← ⌊(i+ h)/2⌋
(2.2) αν x = sm τότε

(i) k ← m
(ii) i← h+ 1

αλλιώς

αν x < sm τότε

h← m− 1
αλλιώς

i← m+ 1
τέλος

τέλος

τέλος

Πολυπλοκότητα: O(logn)
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

∆ιαδικασία 3: CREW MERGE (A,B,C)

� Βήµα 1

{Επίλεξε N − 1 στοιχεία της A που υποδιαιρούν την ακολουθία αυτή σε N
υποακολουθίες του ιδίου περίπου µεγέθους. Ονόµασε την υποακολουθία

που δηµιουργήθηκε από αυτά τα N − 1 στοιχεία A′. ∆ηµιούργησε µια

υποακολουθία B′ από N − 1 στοιχεία της B µε τον ίδιο τρόπο. Η εκτέλεση

του ϐήµατος αυτού είναι η ακόλουθη}:

για i = 1 έως N − 1 κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi υπολογίζει το a′i και b′i από

(1.1) a′i ← ai⌈r/N⌉
(1.2) b′i ← bi⌈s/N⌉

τέλος
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

� Βήµα 2

{Συγχώνευσε τις A′ και B′ σε µια ακολουθία τριάδων

V = {v1, v2, · · · , v2N−2}, όπου κάθε τριάδα αποτελείται από ένα στοιχείο

της A′ ή B′, ακολουθούµενο από τη ϑέση του στην A′ ή B′,
ακολουθούµενο από το όνοµα της αρχικής ακολουθίας, δηλαδή, της A ή

B. Αυτό γίνεται µε τον ακόλουθο τρόπο:}
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

(2.1) για i = 1 έως N − 1 κάνε παράλληλα

(i) Ο επεξεργαστής Pi χρησιµοποιεί την BINARY SEARCH στη B′ για να

ϐρεί το µικρότερο j έτσι ώστε a′i < b′j
(ii) αν υπάρχει j τότε

vi+j−1 ← (a′i, i, A)
αλλιώς

vi+N−1 ← (a′i, i, A)
τέλος

τέλος

(2.2) για i = 1 έως N − 1 κάνε παράλληλα

(i) Ο επεξεργαστής Pi χρησιµοποιεί την BINARY SEARCH στην A′ για να

ϐρεί το µικρότερο j έτσι ώστε b′i < a′j
(ii) αν υπάρχει j τότε

vi+j−1 ← (b′i, i, B)
αλλιώς

vi+N−1 ← (b′i, i, B)
τέλος

τέλος
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

� Βήµα 3

{Κάθε επεξεργαστής συγχωνεύει και εισάγει στην C τα στοιχεία δύο

υποακολουθιών, ένα από την A και ένα από την B. Οι δείκτες των δύο

στοιχείων (ένα από την A και ένα από την B) από όπου κάθε

επεξεργαστής πρόκειται να αρχίσει τη συγχώνευση, υπολογίζονται πρώτα

και αποθηκεύονται σε έναν πίνακα Q από ταξινοµηµένα Ϲεύγη. Το ϐήµα

αυτό εκτελείται ως εξής}:
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

(3.1) Q(1)← (1, 1)
(3.2) για i = 2 έως N κάνε παράλληλα

αν v2i−2 = (a′k, k, A) τότε
ο επεξεργαστής Pi

(i) χρησιµοποιεί την BINARY SEARCH στο Β για να ϐρεί το µικρότερο j
τέτοιο ώστε bj > a′k

(ii) Q(i)← (k⌈r/N⌉, j)
αλλιώς

ο επεξεργαστής Pi

(i) χρησιµοποιεί την BINARY SEARCH στο Α για να ϐρεί το µικρότερο

j τέτοιο ώστε aj > b′k
(ii) Q(i)← (j, k⌈s/N⌉)

τέλος

τέλος

Μ. Λουκά ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΙ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ 17 Μαρτίου 2026 20 / 46



Συγχώνευση CREW SM SIMD

(3.3) για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi χρησιµοποιεί την SEQUENTIAL MERGE και τον

Q(i) = (x, y) για να συγχωνεύσει δύο υποακολουθίες, η µία

ξεκινώντας από το ax και η άλλη από το by και τοποθετεί τα

αποτελέσµατα της συγχώνευσης στον πίνακα C αρχίζοντας στη ϑέση

x+ y − 1. Η συγχώνευση συνεχίζεται µέχρις ότου

(i) ϐρεθεί ένα στοιχείο µεγαλύτερο ή ίσο µε το πρώτο στοιχείο του v2i,
σε κάθε µία από τις A και B (όταν i ≤ N − 1)

(ii) δεν υπάρχει κανένα στοιχείο στην A ή B (όταν i = N )

τέλος
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

Πειραµατική ερµηνεία υπολογισµού των Q:

Από το V χρησιµοποιούµε µόνο τις Ϲυγές (ϑέσεις) παρενθέσεις. ΄Οταν

έχω Β στο V ψάχνω να ϐρω µεγαλύτερο στοιχείο από αυτό που έχω στο Α,

οπότε Q(ϑέση, k ∗ s/N)

΄Οταν έχω Α στο V ψάχνω να ϐρω µεγαλύτερο στοιχείο από αυτό που έχω

στο Β, οπότε Q(k ∗ r/N, ϑέση), όπου k είναι το i στα vi, δηλ. στο (7,1,Β)

είναι k = 1, στο (12,2,Α) είναι k = 2 και στο (18,3,Β) είναι k = 3.
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

Ανάλυση

Βήµα 1: Κάθε επεξεργαστής υπολογίζει δύο δείκτες. Συνεπώς το ϐήµα αυτό

απαιτεί σταθερό χρόνο O(1).

Βήµα 2: Το ϐήµα αυτό αποτελείται από δύο εφαρµογές της BINARY SEARCH σε

µία ακολουθία µε N − 1 στοιχεία. Κάθε εφαρµογή της BINARY SEARCH

ακολουθείται από µία εντολή καταχώρησης. Συνεπώς απαιτείται O(logN)
χρόνος.
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

Βήµα 3:

Το ϐήµα (3.1) αποτελείται από µία καταχώρηση σταθερού χρόνου

το ϐήµα (3.2) απαιτεί το πολύ O(logs) χρόνο (µε (r ≤ s))

Για το ϐήµα (3.3) παρατηρούµε ότι η V περιέχει 2N − 2 στοιχεία τα οποία

διαιρούν τη C σε 2N − 1 υποακολουθίες µε µέγιστο µέγεθος ίσο µε

⌈r/N⌉+ ⌈s/N⌉
▶ Το µέγιστο µέγεθος αυτό προκύπτει αν, για παράδειγµα, ένα στοιχείο a′ της

A′ είναι ίσο µε ένα στοιχείο b′ της B′

▶ Τότε τα ⌈r/N⌉ στοιχεία µικρότερα ή ίσα του a′i (και µεγαλύτερα ή ίσα του

a′i−1) είναι επίσης µικρότερα ή ίσα του b′j
▶ ΄Οµοια, τα ⌈s/N⌉ στοιχεία µικρότερα ή ίσα του b′j (και µεγαλύτερα του b′j−1)

είναι επίσης µικρότερα ή ίσα του a′i
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

Στο ϐήµα αυτό κάθε επεξεργαστής δηµιουργεί δύο τέτοιες υποακολουθίες της

C των οποίων το ολικό µέγεθος δεν είναι µεγαλύτερο από 2(⌈r/N⌉+ ⌈s/N⌉),
εκτός του PN , ο οποίος δηµιουργεί µόνο µία υποακολουθία της C . Συνεπώς η

SEQUENTIAL MERGE απαιτεί το πολύ O((r + s)/N) χρόνο.

Στην χειρότερη περίπτωση r = s = n και επειδή n ≥ N , ο χρόνος εκτέλεσης

του αλγορίθµου ταυτίζεται µε το χρόνο εκτέλεσης του ϐήµατος 3. Συνεπώς

t(2n) = O((n/N) + logn)

Επειδή p(2n) = N, c(2n) = p(2n) · t(2n) = O(n+Nlogn).
Ο αλγόριθµος έχει ϐέλτιστο κόστος αν και µόνο αν

N ≤ n/logn

.
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

Παράδειγµα

΄Εστω N = 4, A = {2, 3, 4 , 6, 11, 12 , 13, 15, 16 , 20, 22, 24}
B = {1, 5, 7 , 8, 9, 10 , 14, 17, 18 , 19, 21, 23}, δηλαδή r = s = 12

Βήµα 1: A′ = {4, 12, 16}, B′ = {7, 10, 18} µε ⌈r/N⌉ = ⌈s/N⌉ = 3

Βήµα 2: Συγχώνευση των A′, B′ και δηµιουργία της

V = {(4, 1, A), (7, 1, B), (10, 2, B), (12, 2, A), (16, 3, A), (18, 3, B)}

Βήµα 3: Q(1) = (1, 1), Q(2) = (5, 3), Q(3) = (6, 7), Q(4) = (10, 9)
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Συγχώνευση CREW SM SIMD

Βήµα 3.3: Ο επεξεργαστής P1 αρχίζει από τα στοιχεία a1 = 2 και b1 = 1 και

συγχωνεύει όλα τα στοιχεία των Α και Β µικρότερα του 7, δηµιουργώντας την

υποακολουθία {1,2,3,4,5,6} της C .

Οµοίως ο επεξεργαστής P2 αρχίζει από τα στοιχεία a5 = 11 και b3 = 7 και

συγχωνεύει όλα τα στοιχεία µικρότερα του 12, δηµιουργώντας την {7,8,9,10,11}.

Ο επεξεργαστής P3 αρχίζει από τα στοιχεία a6 = 12 και b7 = 14 και δηµιουργεί

την {12,13,14,15,16,17}.

Τέλος, ο P4 αρχίζει από τα a10 = 20 και b9 = 18 και δηµιουργεί την

{18, 19, 20, 21, 22, 23, 24}. Η τελική ακολουθία C είναι συνεπώς η

C = {1, 2, 3, 4 , 5, 6, 7 , 8, 9, 10 , 11, 12 , 13, 14, 15, 16 , 17, 18 , 19, 20,

21, 22, 23, 24}
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

Ο αλγόριθµος συγχωνεύει δύο ακολουθίες

A = {α1, α2, · · · , αr}, B = {b1, b2, · · · , bs}

σε µία ακολουθία

C = {c1, c2, · · · , cr+s}

χρησιµοποιώντας N επεξεργαστές

P1, P2, · · · , PN , 1 ≤ N ≤ r + s
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

Εύρεση του µέσου δύο ταξινοµηµένων ακολουθιών

∆εδοµένων δύο ταξινοµηµένων ακολουθιών A = {α1, α2, · · · , αr} και

B = {b1, b2, · · · , bs} όπου r, s ≥ 1 συµβολίζουµε µε A ·B την ακολουθία

µήκους m = r + s που προκύπτει από τη συγχώνευση των Α και Β.

Ζητείται να ϐρεθεί το µέσο, δηλαδή το ⌈m/2⌉ στοιχείο της A ·B χωρίς να

σχηµατιστεί (ϐρεθεί) η A ·B.
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

Ο αλγόριθµος επιστρέφει ένα Ϲεύγος (αx, by) που ικανοποιεί τις ιδιότητες:

1. ΄Ενα από τα αx ή by είναι το µέσον της A ·B δηλαδή το αx ή το by είναι

µεγαλύτερο από ⌈m/2⌉ − 1 στοιχεία και µικρότερο από ⌊m/2⌋ στοιχεία.

2. Αν το αx είναι το µέσο τότε το by είτε είναι

(i) το µεγαλύτερο στοιχείο του Β µικρότερο ή ίσο του αx ή

(ii) το µικρότερο στοιχείο του Β µεγαλύτερο ή ίσο του αx

∆ιαφορετικά αν το by είναι το µέσον, τότε αx είναι είτε :

(i) το µεγαλύτερο στοιχείο της Α και µικρότερο ή ίσο του by ή

(ii) το µικρότερο στοιχείο της Α µεγαλύτερο ή ίσο του by .

3. Αν περισσότερα του ενός Ϲεύγη ικανοποιούν τα 1 και 2, τότε ο αλγόριθµος

επιστρέφει το Ϲεύγος για το οποίο το x+ y είναι το µικρότερο.
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

axΑ Β

ή

ax ΑΒ

Σχήµα: Εύρεση µέσου

Το (αx, by) λέγεται µεσαίο Ϲεύγος της A ·B συνεπώς x και y είναι οι δείκτες

του µεσαίου Ϲεύγους. Ας σηµειωθεί ότι αx είναι το µέσον της A ·B αν

(i) αx > by και x+ y − 1 = ⌈m/2⌉ − 1 ή

(ii) αx < by και m− (x+ y − 1) = ⌊m/2⌉
∆ιαφορετικά το by είναι το µέσον της A ·B.
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

∆ιαδικασία 4: TWO-SEQUENCE MEDIAN (A,B, x, y)

� Βήµα 1

(1.1) χαµηλόB ← 1
(1.2) χαµηλόB ← 1
(1.3) ψηλόA ← r
(1.4) ψηλόB ← s
(1.5) nA ← r
(1.6) nB ← s
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

� Βήµα 2

όσο nA > 1 και nB > 1 κάνε

(2.1) u← χαµηλόA + ⌈(ψηλόA − χαµηλόA − 1)/2⌉
(2.2) v ← χαµηλόB + ⌈(ψηλόB − χαµηλόB − 1)/2⌉
(2.3) w ← min(⌊nA/2⌋, ⌊nB/2⌋)
(2.4) nA ← nA − w
(2.5) nB ← nB − w
(2.6) αν au ≥ bν τότε

(i) ψηλόA ← ψηλόA − w
(ii) χαµηλόB ← χαµηλόB + w

αλλιώς

(i) χαµηλόA ← χαµηλόA + w
(ii) ψηλόB ← ψηλόB − w

τέλος

τέλος

� Βήµα 3 Επίστρεψε σαν x και y τους δείκτες του Ϲεύγους από

{au−1, au, au+1}× {bν−1, bν, bν+1} που ικανοποιούν τις ιδιότητες 1-3 ενός

µεσαίου Ϲεύγους.
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

Η TWO-SEQUENCE MEDIAN επιστρέφει τους δείκτες του Ϲεύγους µέσων

(α, by) και όχι το ίδιο το Ϲεύγος.

Παράδειγµα

A = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}

B = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 19, 20, 21, 22}

lowA = lowB = 1, highA = nA = 9, highB = nB = 10
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

Βήµα 2

1η επανάληψη

u = v = 5, w = min(4, 5) = 4, nA = 5, nB = 6

Επειδή α5 > b5, highA = lowB = 5

2η επανάληψη

u = 3, v = 7, w = min(2, 3) = 2, nA = 3, nB = 4

Επειδή α3 < b7, lowA = 3 και highB = 8
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

3η επανάληψη

u = 4, v = 6, w = min(1, 2) = 1 nA = 2, nB = 3

Επειδή α4 > b6, highA = 4 lowB = 6

4η επανάληψη

u = 3, v = 7, w = min(1, 1) = 1 nA = 1, nB = 2

Επειδή α3 < b7, lowA = 4 και highB = 7
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΄Ενας καλύτερος αλγόριθµος για το EREW µοντέλο

Βήµα 3

΄Εχουµε 9 Ϲεύγη {11, 12, 13} × {8, 19, 20}
Αυτά που ικανοποιούν τις δύο πρώτες ιδιότητες είναι τα εξής δύο:

(α4, b6) = (13, 8) και (α4, b7) = (13, 19)

οπότε επιστρέφεται το (4, 6).
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Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

∆εδοµένων δύο ταξινοµηµένων ακολουθιών A = {α1, α2, · · · , αr} και

B = {b1, b2, · · · , bs} υποθέτουµε την ύπαρξη Ν επεξεργαστών

P1, P2, · · · , PN , όπου Ν είναι µια δύναµη του 2 και 1 ≤ N ≤ r + s. Ο

αλγόριθµος που ϑα αναπτυχθεί στη συνέχεια συγχωνεύει τις Α και Β σε µία

ταξινοµηµένη ακολουθία C = {c1, c2, · · · , cr+s} σε δυο ϕάσεις ως εξής:

Φάση 1: Κάθε µια από τις δύο ακολουθίες Α και Β χωρίζονται σε Ν (πιθανές

κενές) υποακολουθίες A1, A2, · · · , AN και B1, B2, · · · , BN τέτοιες ώστε

(i) |Ai|+ |Bi| = (r + s)/N για 1 ≤ i ≤ N

(ii) όλα τα στοιχεία στην Ai ·Bi είναι µικρότερα ή ίσα από όλα τα στοιχεία

στην Ai+1 ·Bi+1 για 1 ≤ i ≤ N
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Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

(I) Περίπτωση όπου

▶ αx είναι το µεσαίο στοιχείο

▶ αx ≤ by

e x f g y h

p1 p2q1 q2

Σχήµα: αx ≤ by

Παρατήρηση

- Οι υποακολουθίες µε τα µικρότερα στοιχεία στέλνονται σε ένα

επεξεργαστή P2i−1, ενώ οι άλλες µε τα µεγαλύτερα στοιχεία στέλνονται

στον επεξεργαστή P2i

- Το by συµπεριλαµβάνεται στην υπακολουθία µε τα µεγαλύτερα στοιχεία
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Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

(II) Περίπτωση όπου

▶ αx είναι το µεσαίο στοιχείο

▶ by ≤ αx

e x fg y h

p1p2 q1q2

Σχήµα: by ≤ αx
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Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

∆ιαδικασία 5: EREW MERGE (A,B,C)

� Βήµα 1

(1.1) Ο επεξεργαστής P1 λαµβάνει την τετράδα (1, r, 1, s)
(1.2) για j = 1 έως logN κάνε

για i = 1 έως 2j−1
κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi έχοντας λάβει την τετράδα (e, f, g, h)
(1.2.1) {Βρίσκει το µεσαίο Ϲεύγος των δύο ακολουθιών

TWO-SEQUENCE MEDIAN (A[e, f ], B[g, h], x, y)}
(1.2.2) {Υπολογίζει τέσσερις δείκτες p1, p2, q1 και q2 ως εξής}

αν αx είναι το µεσαίο τότε

(i) p1 ← x
(ii) q1 ← x+ 1
(iii) αν by ≤ αx τότε

(a) p2 ← y
(b) q2 ← y + 1

αλλιώς

(a) p2 ← y − 1
(b) q2 ← y

τέλος

αλλιώς

τέλος

(i) p2 ← y
(ii) q2 ← y + 1
(iii) αν αx ≤ by τότε

(a) p1 ← x
(b) q1 ← x+ 1

αλλιώς

(a) p1 ← x− 1
(b) q1 ← x

τέλος

(1.2.3) Μεταδίδει τις τετράδες (e, p1, g, p2) στον P2i−1

(1.2.4) Μεταδίδει τις τετράδες (q1, f, q2, h) στον P2i

τέλος

τέλος

Μ. Λουκά ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΙ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ 17 Μαρτίου 2026 41 / 46



Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

� Βήµα 2

για i = 1 έως N κάνε παράλληλα

Ο επεξεργαστής Pi έχοντας λάβει την τετράδα (a, b, c, d)
(2.1) w ← 1 + (i− 1)⌈(r + s)/N⌉
(2.2) z ← min{i⌈(r + s)/N⌉, (r + s)}
(2.3) SEQUENTIAL MERGE (A[a, b], B[c, d], C[w, z])

τέλος

΄Ολα τα Ϲεύγη Ai και Bi, 1 ≤ i ≤ N συγχωνεύονται ταυτόχρονα και

τοποθετούνται στην C .
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Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

Παράδειγµα

A = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18},

B = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 19, 20, 21, 22}, N = 4

r = 9, s = 10

Βήµα 1.1: Ο P1 λαµβάνει (1,9,1,10).

Βήµα 1.2: Ο P1 προσδιορίζει το µεσαίο Ϲεύγος των Α και Β που είναι το (4, 6).
∆ιατηρεί το (1, 4, 1, 6) και µεταδίδει το (5, 9, 7, 10) στον P2. Στη δεύτερη

επανάληψη, ο P1 υπολογίζει τους δείκτες του µεσαίου Ϲεύγους των

A[1, 4] = {10, 11, 12, 13} και B[1, 6] = {3, 4, 5, 6, 7, 8} που είναι το (1,5).

Ταυτόχρονα ο P2 κάνει το ίδιο µε τις A[5, 9] = {14, 15, 16, 17, 18} και

B[7, 10] = {19, 20, 21, 22} και λαµβάνει το Ϲεύγος (9, 7). Ο P1 κρατά το

(1, 0, 1, 5) και µεταδίδει το (1, 4, 6, 6) στον P2. ΄Οµοια ο P2 µεταδίδει το

(5, 9, 7, 6) στον P3 και το (10, 9, 7, 10) στον P4.
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Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

Βήµα 2: Οι P1, P2, P3 και P4 δηµιουργούν ταυτόχρονα την C[1, 19] ως εξής:

Η τελευταία τετράδα που έλαβε ο P1 είναι η (1, 0, 1, 5) και ο P1 υπολογίζει

w = 1, z = 5 και αντιγράφει την B[1, 5] = {3, 4, 5, 6, 7} στην C[1, 5].

΄Οµοια ο P2, έχοντας λάβει τελευταία την (1, 4, 6, 6), υπολογίζει w = 6 και

z = 10 και συγχωνεύει τις A[1, 4] και B[6, 6] για το σχηµατισµό της

C[6, 10] = {8, 10, 11, 12, 13}.
Ο P3 έχοντας λάβει την τελευταία (5, 9, 7, 6) υπολογίζει w = 11 και

z = 15 και αντιγράφει την A[5, 9] = {14, 15, 16, 17, 18} στην C[11, 15].
Τέλος ο P4 έχοντας λάβει στο τέλος την (10, 9, 7, 10) υπολογίζει

w = 16, z = 19 και αντιγράφει την B[7, 10] = {19, 20, 21, 22} στην

C[16, 19].
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Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

Ανάλυση

Βήµα 1.1: Ο P1 διαβάζει από τη µνήµη σε σταθερό χρόνο.

Βήµα 1.2: Κατά τη διάρκεια της j− ιοστής επανάληψης κάθε επεξεργαστής

υπολογίζει το µεσαίο Ϲεύγος από (r + s)/2j−1 στοιχεία, µέσω της

TWO-SEQUENCE MEDIAN, σε O(log[(r + s)/2j−1]) χρόνο, ή O(log(r + s)).
Τα άλλα δύο ϐήµατα στο ϐήµα 1.2 απαιτούν σταθερό χρόνο.

Επειδή εκτελούνται logN επαναλήψεις του ϐήµατος 1.2 το Βήµα 1 απαιτεί

O(logN · log(r + s)) χρόνο.

Στο ϐήµα 2 κάθε επεξεργαστής συγχωνεύει το πολύ (r + s)/N στοιχεία. Η

εργασία αυτή γίνεται µε την SEQUENTIAL MERGE και απαιτεί O((r + s)/N)
χρόνο.
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Συγχώνευση στο µοντέλο EREW

Συνολικά

O((r + s)/N) + logN · log(r + s)

Στη χειρότερη περίπτωση r = s = n και

t(2n) = O(n/N + log2n)

µε κόστος

c(2n) = O(n+Nlog2n)

Επειδή Ω(n) είναι το κάτω ϕράγµα του αριθµού των πράξεων για συγχώνευση

το ανωτέρω κόστος είναι ϐέλτιστο όταν N ≤ n/log2n.

Σηµείωση: Η log2 n είναι αύξουσα συνάρτηση σχεδόν flat δηλ. έχουµε ϐέλτιστο

κόστος για µεγάλο πλήθος επεξεργατών. Ο αλγόριθµος αυτός αποτελεί σπάνια

περίπτωση ϐέλτιστου κόστους µε µεγάλο πλήθος επεξεργαστών.
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