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1 Εισαγωγή

Η επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος µπορεί να γίνει είτε µε άµεσες είτε µε επα-

ναληπτικές µεθόδους. ΄Οταν όµως το γραµµικό σύστηµα είναι µεγάλο και αραιό, οι ε-

παναληπτικές µέθοδοι γίνονται ιδιαίτερα ελκυστικές, επειδή απαιτούν λιγότερη µνήµη

και λιγότερες αριθµητικές πράξεις από τις αµέσους µεθόδους. Μια µεγάλη κατηγορία

τέτοιων συστηµάτων προκύπτει από τη διακριτοποίηση Ελλειπτικών Μερικών ∆ιαφορικών

Εξισώσεων. Στη συνέχεια παρουσιάζεται το ελάχιστο προκαταρκτικό υλικό που αναφέρεται

κυρίως στις χαρακτηριστικές ιδιότητες του συστήµατος

Au = b, (1)

που προκύπτει από τη διακριτοποίηση µιας Μ∆Ε. Στο παραπάνω σύστηµα ο πίνακας των

συντελεστών των αγνώστων είναι δικυκλικός. Οι κυριότερες αναφορές για το ακολουθού-

µενο υλικό υπήρξαν τα διαχρονικά ϐιβλία του Young [Young] και του Varga [Var1].

1.1 Αδιάσπαστοι, ∆ιαγώνια υπέρτεροι, p-κυκλικοί πίνακες και γρα-

ϕήµατα

Μια ειδική κατηγορία πινάκων είναι αυτή των p­κυκλικών [Var1]. Υπάρχουν πολλές

εφαρµογές, οι οποίες καταλήγουν στην επίλυση γραµµικών συστηµάτων των οποίων ο πί-

νακας συντελεστών των αγνώστων είναι p­κυκλικός. Για παράδειγµα, η διακριτοποίηση

των δεύτερης τάξης ελλειπτικών ή παραβολικών Μ∆Ε είτε µε τη µέθοδο των πεπερασµένων

διαφορών είτε µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων καταλήγει στην επίλυση ενός

συστήµατος, όπου ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων είναι p−κυκλικός µε p = 2
[Var1]. ΄Οµοια, µεγάλης τάξης προβλήµατα ελαχίστων τετραγώνων καταλήγουν σε συστή-

µατα όπου ο πίνακας συντελεστών των αγνώστων είναι p−κυκλικός µε p = 3. Επίσης, η

µελέτη των Μαρκοβιανών αλυσίδων (Markov chains) [Stewart94] κατά την προσοµοίωση

των δικτύων ουρών (queuing network) [BonDaSte91] καταλήγει σε συστήµατα όπου ο πί-

νακας συντελεστών των αγνώστων είναι p-κυκλικός µε p ≥ 2.

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται διάφοροι ορισµοί και ϑεωρήµατα χωρίς αποδείξεις,

από τη ϑεωρία πινάκων τα οποία αποτελούν ϐασικές γνώσεις απαραίτητες για τη µελέτη

των επαναληπτικών µεθόδων. Μια ϐιβλιογραφία σχετική µε την γενική ϑεωρία πινάκων

είναι η ακόλουθη [Bellman70], [BirkMacl98], [DonAd08], [HornJohnson], [Faddeev63].

Μια σηµαντική κατηγορία πινάκων που προκύπτει από την διακριτοποίηση των Μ∆Ε είναι

οι αδιάσπαστοι και οι ασθενά διαγώνιοι υπέρτεροι. Ο όρος ¨αδιάσπαστος¨ πρωτοεισήχθη

από τον Frobenius το 1912 [F12]. Αν κάποιος πίνακας ανήκει σε αυτές τις δύο κατηγορίες

τότε είναι µη ιδιάζων (ϐλ. Θεώρηµα 1.8, σελ. 23 [Var1], Θεώρηµα 5.3, σελ. 40 [Young]),

πράγµα που εξασφαλίζει τη µοναδικότητα λύσης του συστήµατος, αποφεύγοντας έτσι το

κριτήριο της ορίζουσας.

1.1.1 Αδιάσπαστοι πίνακες

Ορισµός 1.1. Για n ≥ 2, ο A ∈ Cn×n λέγεται διασπάσιµος (reducible) αν υπάρχει ένας

n× n µεταθετικός πίνακας Ρ τέτοιος ώστε

PAP T =

[

A11 A12

O A22

]

(2)
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όπου A11 είναι ένας r × r υποπίνακας και A22 είναι ένας (n − r) × (n − r) υποπίνακας,

µε 1 ≤ r < n. Αν δεν υπάρχει τέτοιος µεταθετικός πίνακας τότε ο Α λέγεται αδιάσπαστος

( irreducible).

΄Ενας εναλλακτικός ορισµός για αδιάσπαστους πίνακες, ο οποίος δόθηκε το 1949 από τον

Geiringer [Geiringer49] και αναφέρεται επίσης από τον Young [Young] είναι ο ακόλουθος.

Ορισµός 1.2. ΄Ενας πίνακας A τάξης n είναι αδιάσπαστος ( irreducible) αν n = 1 ή αν

n > 1 και για οποιαδήποτε δεδοµένα µη κενά και ξένα µεταξύ τους υποσύνολα S και T του

συνόλου W των πρώτων n ϑετικών ακεραίων αριθµών τέτοια ώστε S ∪ T = W , υπάρχει

i ∈ S και j ∈ T τέτοια ώστε aij 6= 0.

Η έννοια της διάσπασης είναι ιδιαίτερα σηµαντική καθώς το αρχικό σύστηµα µπορεί να

µετασχηµατιστεί στο Au = k, όπου A = PAP T είναι της µορφής (2). Στην περίπτωση

αυτή έχουµε
A11u1 + A12u2 = k1

A22u2 = k2
(3)

οπότε το αρχικό σύστηµα υποβιβάζεται σε δύο µικρότερης τάξης συστήµατα, τα οποία δια-

τηρούν µεταξύ τους τη σχέση των εξισώσεων µε τους αγνώστους και µπορούν να επιλυθούν

ανεξάρτητα από το αρχικό σύστηµα.

΄Ενας εναλλακτικός και εύκολος τρόπος για να ελέγξουµε αν ένας πίνακας είναι αδιά-

σπαστος δίνεται µε τη ϐοήθεια της ϑεωρίας των γραφηµάτων [König50], [Berge58]. Η

γραφοθεωρητική ερµηνεία της έννοιας της αδιασπασιµότητας είναι η ακόλουθη. Για έναν

πίνακα A ∈ Cn×n, ϑεωρούµε τα διακεκριµµένα σηµεία P1, P2, . . . , Pn του επιπέδου που

λέγονται κόµβοι, και κατασκευάζουµε το κατευθυνόµενο γράφηµα του Α, σχεδιάζοντας

ένα τόξο από το Pi προς το Pj για κάθε aij 6= 0. Αν aii 6= 0, τότε απλά σχεδιάζουµε ένα

κυκλικό τόξο που περιέχει το Pi. Αυτός ο τρόπος σύνδεσης των κόµβων δηλώνει την ύπαρ-

ξη ενός µονοπατιού Pi → Pj από τον κόµβο Pi στον κόµβο Pj. Εργαζόµενοι µε αυτόν τον

τρόπο, κάθε πίνακας Α τάξης n µπορεί να συσχετισθεί µε ένα πεπερασµένο κατευθυνόµενο

γράφηµα G(A).

Για παράδειγµα, ο πίνακας

B =
1

4









0 0 1 1
0 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 0









(4)

έχει το κατευθυνόµενο γράφηµα του σχήµατος 1

P1
P3

P2P4

G(B)

Σχήµα 1: Ισχυρά συνεκτικό γράφηµα του πίνακα Β της (4).
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ενώ ο πίνακας

A =

(

1 1
0 3

)

(5)

έχει το κατευθυνόµενο γράφηµα του σχήµατος 2

G(A)

P1 P2

Σχήµα 2: Μη ισχυρά συνεκτικό γράφηµα του πίνακα Α της (5).

Ορισµός 1.3. ΄Ενα κατευθυνόµενο γράφηµα είναι ισχυρά συνεκτικό αν για κάθε Ϲεύγος

κόµβων (Pi, Pj), υπάρχει ένα µονοπάτι από τον Pi στον Pj και από τον Pj στον Pi. ∆ηλαδή,

οι κόµβοι Pi και Pj ϐρίσκονται πάνω σε ένα κύκλο.

Το µήκος ενός µονοπατιού είναι ίσο µε το πλήθος των ακµών του. Για παράδειγµα το

γράφηµα του σχήµατος 1 είναι ισχυρά συνεκτικό, γιατί για κάθε Ϲεύγος κόµβων υπάρχει

ένα µονοπάτι, ενώ το γράφηµα του σχήµατος 2 δεν είναι ισχυρά συνεκτικό διότι δεν

υπάρχει µονοπάτι από τον κόµβο P2 προς τον κόµβο P1.

Θα λέµε ότι ένας πίνακας είναι αδιάσπαστος στην πράξη όταν ισχύει το ακόλουθο ϑεώρηµα

Θεώρηµα 1.1. [Var1] ΄Ενας µιγαδικός πίνακας Α τάξης n είναι αδιάσπαστος αν και µόνο

αν το κατευθυνόµενο γράφηµα του G(A) είναι ισχυρά συνεκτικό.

Να σηµειωθεί ότι όταν ένας πίνακας είναι αδιάσπαστος, όλα τα εκτός της διαγωνίου του

στοιχεία σε κάθε γραµµή ή στήλη του πίνακα δεν είναι µηδενικά.

1.1.2 ∆ιαγώνια υπέρτεροι πίνακες

Μια άλλη σηµαντική κλάση πινάκων που είναι εξίσου χρήσιµη περιλαµβάνει εκείνους

τους πίνακες που είναι διαγώνια υπέρτεροι.

Ορισµός 1.4. ΄Ενας n× n µιγαδικός πίνακας A = (aij) καλείται διαγώνια υπέρτερος αν

|aii| ≥
n
∑

j=1
j 6=i

|aij| (6)

για όλα τα 1 ≤ i ≤ n. Επιπλέον, ο πίνακας Α καλείται αυστηρά διαγώνια υπέρτερος αν

|aii| >
n
∑

j=1
j 6=i

|aij| (7)
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για όλα τα 1 ≤ i ≤ n.

Ο πίνακας Α καλείται ασθενά διαγώνια υπέρτερος αν ο Α είναι διαγώνια υπέρτερος µε την

(7) να ισχύει για ένα τουλάχιστον i. ΄Οµοια, ο πίνακας Α καλείται αδιάσπαστα διαγώνια

υπέρτερος αν ο Α είναι αδιάσπαστος και διαγώνια υπέρτερος µε την (7) να ισχύει για ένα

τουλάχιστον i, δηλαδή αν είναι αδιάσπαστος και ασθενά διαγώνια υπέρτερος.

Επειδή είναι αρκετά δύσκολο να διαπιστωθεί αν detA 6= 0 προκειµένου να αποδείξουµε

ότι ο Α είναι µη ιδιάζων, γι΄ αυτό συνήθως καταφεύγουµε στο κριτήριο που δίνεται από το

ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 1.2. [Var1] ΄Εστω A = (aij) ∈ Cn×n ένας αυστηρά ή αδιάσπαστα διαγώνια υπέρ-

τερος µιγαδικός πίνακας. Τότε ο πίνακας Α είναι µη ιδιάζων. Αν όλα τα διαγώνια στοιχεία

του Α είναι επίσης και ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί, τότε οι ιδιοτιµές λi του Α ικανοποιούν την

Reλi > 0, 1 ≤ i ≤ n.

Να σηµειωθεί ότι το πρώτο µέρος του ανωτέρω ϑεωρήµατος αναφέρεται και από τον Young

ενώ έχει αποδειχθεί ανεξάρτητα από πολλούς ερευνητές. Το δεύτερο µέρος, το οποίο

δηλώνει ότι όλα τα πραγµατικά µέρη των ιδιοτιµών του Α είναι ϑετικά, έχει αποδειχθεί

το 1949 από τον Taussky [T49]. Στην περίπτωση του αδιάσπαστα διαγώνια υπέρτερου

πίνακα ισχύει επίσης ότι και όλα τα διαγώνια στοιχεία του Α είναι διάφορα του µηδενός

[Young]. ∆εδοµένου ότι ένας Ερµιτιανός πίνακας έχει πραγµατικές ιδιοτιµές προκύπτει

εύκολα, σαν άµεσο συµπέρασµα του ανωτέρω ϑεωρήµατος, η ακόλουθη ικανή συνθήκη

για να είναι ένας πίνακας ϑετικά ορισµένος.

Πόρισµα 1.1. [Var1], [Young] Αν ο A = (aij) ∈ Cn×n είναι ένας Ερµιτιανός αυστηρά

διαγώνια υπέρτερος ή αδιάσπαστα διαγώνια υπέρτερος πίνακας µε ϑετικά και πραγµατικά

διαγώνια στοιχεία, τότε ο Α είναι ϑετικά ορισµένος.

1.1.3 p-κυκλικοί πίνακες

Στην περίπτωση των µη αρνητικών και αδιάσπαστων τετραγωνικών πινάκων και όταν υ-

πάρχουν ιδιοτιµές του πίνακα A ίσες µε ρ(A) προκύπτουν ενδιαφέροντα αποτελέσµατα

που οφείλονται στον Frobenius [F12].

Ορισµός 1.5. ΄Εστω A ≥ 0 ένας αδιάσπαστος n×n πίνακας και k το πλήθος των ιδιοτιµών

του Α µε µέτρο ρ(A). Αν k = 1, τότε ο Α λέγεται πρωτεύων. Αν k > 1, τότε ο Α λέγεται

κυκλικός µε δείκτη k.

Ορισµός 1.6. ΄Ενας πίνακας A ∈ Cn×n είναι ασθενά κυκλικός µε δείκτη k (> 1) αν

υπάρχει ένας µεταθετικός n× n πίνακας Ρ τέτοιος ώστε ο PAP T να είναι της µορφής

PAP T =















0 0 ... 0 A1,k

A2,1 0 ... 0 0
0 A3,2 ... 0 0
...

. . .
...

0 0 ... Ak,k−1 0















(8)

όπου οι µηδενικοί διαγώνιοι υποπίνακες είναι τετραγωνικοί.
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Η (8) είναι η κανονική µορφή ενός n×n πίνακα A ≥ 0, ο οποίος είναι κυκλικός µε δείκτη

k(> 1).
΄Οπως και στα προηγούµενα, τα γραφήµατα αποτελούν ένα χρήσιµο εργαλείο για την

αναπαράσταση της έννοιας ενός κυκλικού πίνακα µε δείκτη k. Το ακόλουθο ϑεώρηµα

παρουσιάζει µια απλή γραφική µέθοδο για τον προσδιορισµό της κυκλικότητας ενός µη

αρνητικού και αδιάσπαστου πίνακα.

Θεώρηµα 1.3. ΄Εστω A = (aij) ≥ 0 ένας αδιάσπαστος n × n πίνακας και G(A) το κατευ-

ϑυνόµενο γράφηµά του. Για κάθε κόµβο Pi του G(A), ϑεωρούµε όλα τα κλειστά µονοπάτια

(κύκλους) που συνδέουν το Pi µε τον εαυτό του. Αν Si είναι το σύνολο όλων των µηκών mi

αυτών των κλειστών µονοπατιών και ki είναι ο Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (ΜΚ∆) των µηκών,

δηλαδή

ki = ΜΚ∆mi∈Si
{mi}, 1 ≤ i ≤ n,

τότε ο πίνακας Α είναι πρωτεύων αν k1 = k2 = · · · = kn = k όπου k = 1 και είναι κυκλικός

µε δείκτη k όταν k > 1.

Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε τον µη αρνητικό πίνακα

B1 =









0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0









(9)

ο οποίος έχει κατευθυνόµενο γράφηµα (ϐλ. σχήµα 3)

G(B1) :

P1 P2

P3
P4

Σχήµα 3: Το κατευθυνόµενο γράφηµα του πίνακαB1 της (9). Ο B1 είναι κυκλικός πίνακας

µε δείκτη 4

ενώ ο πίνακας

B2 =









0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0









(10)

έχει κατευθυνόµενο γράφηµα (ϐλ. σχήµα 4).

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 1.3, παρατηρούµε ότι για το γράφηµα G(B1) ισχύει ότι

k1 = ΜΚ∆{4, 8, 12, . . . } = 4,

οπότε ο πίνακας B1 είναι κυκλικός µε δείκτη 4, ενώ το γράφηµα G(B2) είναι µη συνεκτικό

διότι δεν υπάρχει µονοπάτι που να συνδέει τους κόµβους P1, P3 µε τους κόµβους P2, P4
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P1 P2

P3P4

G(B2) :

Σχήµα 4: Το κατευθυνόµενο γράφηµα του πίνακα B2 της (10). Ο B2 είναι µη κυκλικός

πίνακας

και αντίστροφα, µε αποτέλεσµα ο πίνακας B2 να είναι µη κυκλικός.

Με ϐάση το ϑεώρηµα 1.3, έχουµε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 1.7. Αν G είναι ένα ισχυρά συνεκτικό και πεπερασµένο κατευθυνόµενο γράφηµα,

τότε το G είναι ένα κυκλικό γράφηµα µε δείκτη k > 1, ή ένα πρωτεύων γράφηµα αν ο

Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης όλων των µηκών των κύκλων του είναι, αντίστοιχα, k > 1 ή

k = 1.

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα (1), όπου ο A ∈ Cn×n, n ≥ 2, ο οποίος έχει διαµερισθεί στην

ακόλουθη µορφή

A =











A1,1 A1,2 ... A1,N

A2,1 A2,2 ... A2,N
...

...
...

AN,1 AN,2 ... AN,N











, (11)

όπου κάθε διαγώνιος υποπίνακας Ai,i (1 ≤ i ≤ N) είναι τετραγωνικός. Θεωρούµε ότι ο

πίνακας των συντελεστών Α αναλύεται ως ακολούθως

A = D − CL − CU , (12)

όπου D είναι ένας διαγώνιος πίνακας του οποίου τα στοιχεία είναι τα ίδια µε τα διαγώνια

στοιχεία του Α και οι πίνακες −CL,−CU είναι τα αυστηρά κάτω και άνω τριγωνικά µέρη

του Α, αντίστοιχα. Αν υποθέσουµε ότι όλοι οι διαγώνιοι υποπίνακες Ai,i, 1 ≤ i ≤ N είναι

µη ιδιάζοντες έτσι ώστε ο D να είναι µη ιδιάζων, όπου D = diag(A1,1, A2,2, . . . , AN,N), τότε

υπάρχει ο D−1 και ο n× n πίνακας Β, ο οποίος ορίζεται από τη σχέση

B = I −D−1A (13)

και είναι ο κατά οµάδες Jacobi πίνακας του Α που αντιστοιχεί στη διαµέριση (11) του Α.

Καθώς όλοι οι κατά οµάδες διαγώνιοι υποπίνακες του Β είναι εξ΄ ορισµού µηδενικοί, µια

ισοδύναµη µορφή του κατά οµάδες πίνακα Jacobi είναι η

B = L+ U (14)
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όπου L = D−1CL και U = D−1CU .

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ακόλουθοι πίνακες

A1 =















A1,1 0 ... 0 A1,p

A2,1 A2,2 ... 0 0

0
. . .

. . . 0 0

0 0
. . .

. . . 0
0 0 ... Ap,p−1 Ap,p















, p ≥ 2 (15)

και

A2 =















A1,1 A1,2 0
A2,1 A2,2 A2.3

. . .
. . .

. . .

. . .
. . . AN−1,N

0 AN,N−1 AN,N















. (16)

Ο A2 είναι ένας κατά οµάδες τριδιαγώνιος πίνακας. Οι διαµερισµένοι πίνακες Jacobi που

αντιστοιχούν στις διαµερίσεις των A1 και A2 έχουν, αντίστοιχα, τη µορφή

B1 =















0 0 ... 0 B1,p

B2,1 0 ... 0 0

0 B3,2
. . . 0 0

0 0
. . .

. . . 0
0 0 ... Bp,p−1 0















(17)

και

B2 =















0 B1,2 0
B2,1 0 B2,3

. . .
. . .

. . .

. . .
. . . BN−1,N

0 BN,N−1 0















, (18)

όπου η διαµέριση των πινάκων B1 και B2 σχετίζεται κατ΄ αντιστοιχία µε τη διαµέριση των

πινάκων A1 και A2. Οι πίνακες B1 και B2 έχουν ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Σύµφωνα µε

τον Ορισµό 1.6, ο πίνακας B1 είναι ασθενά κυκλικός µε δείκτη p. Επίσης και ο B2 µε

κατάλληλη µετάθεση των οµάδων του είναι ασθενά κυκλικός µε δείκτη p = 2. Τα ανωτέρω

οδηγούν στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 1.8. Αν ο κατά οµάδες πίνακας Jacobi Β της (13) του πίνακα Α της (11) είναι

ασθενά κυκλικός µε δείκτη p (≥ 2), τότε ο Α είναι p−κυκλικός, σε σχέση µε τη διαµέριση

(11).

Ας σηµειωθεί ότι αν οι διαγώνιοι υποπίνακες Ai,i της (11) είναι 1×1 πίνακες, τότε ο πίνακας

Jacobi είναι ασθενά δικυκλικός και κατά συνέπεια, λόγω του ορισµού 1.8 προκύπτει ότι

ο πίνακας Α είναι δικυκλικός. Ισοδύναµα, ϑα λέµε ότι ο πίνακας Α έχει την ιδιότητα A.

[Young].

Το γράφηµα ενός πίνακα µε την ιδιότητα A αναπαρίσταται µε ένα διµερές (bipartite)

γράφηµα (ϐλ. σχήµα 5) [Saad]. Σε ένα τέτοιο γράφηµα οι κορυφές του χωρίζονται σε
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S1 S2

Σχήµα 5: Η ιδιότητα A παριστάνεται µε ένα διµερές γράφηµα.

δύο σύνολα µε τέτοιο τρόπο ώστε αν αυτές ανήκουν στο ίδιο σύνολο να µην υπάρχει ακµή

που να τις συνδέει µεταξύ τους. Στο γράφηµα αυτό δεν αποτυπώνονται οι ακµές που

αντιστοιχούν στα διαγώνια στοιχεία του πίνακα. Εύκολα αποδεικνύεται ότι ένας πίνακας

µε την ιδιότητα A µπορεί να µετατραπεί σε ένα δικυκλικό πίνακα της µορφής

(

D1 −F
−E D2

)

(19)

όπου D1, D2 είναι διαγώνιοι πίνακες. Η ανωτέρω δοµή του πίνακα προκύπτει αν τοπο-

ϑετηθούν όλοι οι άγνωστοι από το 1 ως το n1,όπου n1 = |S1|, έτσι ώστε να ανήκουν στο

σύνολο S1 και οι υπόλοιποι από το n1 + 1 ως το n να ανήκουν στο σύνολο S2. Επίσης, το

ότι ο πίνακας Α της (11) είναι δικυκλικός χωρίς περιορισµούς στη διάταξη των διαγωνίων

υποπινάκων Ai,i προκύπτει από την ιδιότητα Aπ των Arms, Gates και Zondek [Young].

Αξίζει να σηµειωθεί ότι επιλέγοντας το Ν=2 στην (11), ο πίνακας Β της (13) είναι της µορφής

B =

[

0 B1,2

B2,1 0

]

, (20)

δηλαδή είναι ένας ασθενά κυκλικός πίνακας µε δείκτη 2. Με άλλα λόγια, οποιαδήποτε

διαµέριση του πίνακα Α της (11) µε Ν=2, για την οποία οι διαγώνιοι υποπίνακες είναι µη

ιδιάζοντες, είναι τέτοια ώστε ο πίνακας Α να είναι δικυκλικός. Παρατηρούµε ότι ο πίνακας

B της (20) έχει την ίδια δοµή µε τον πίνακα Α της (19) µε τη διαφορά ότι οι διαγώνιοι υπο-

πίνακες D1, D2 έχουν αντικατασταθεί από µηδενικούς υποπίνακες [Saad]. Στη συνέχεια

περιγράφεται µια χρήσιµη µέθοδος για να διαπιστωθεί αν ένας πίνακας Α της µορφής (11)

είναι p-κυκλικός ή αν ένας πίνακας Β της µορφής (13) είναι ασθενά κυκλικός µε δείκτη p
µε τη ϐοήθεια της ϑεωρίας των γραφηµάτων.

Ο τρόπος σχεδίασης του κατά οµάδες κατευθυνόµενου γραφήµατος Gπ(B) ενός n× n πί-

νακα Β είναι ο ίδιος µε αυτόν που αναφέρθηκε πρωτύτερα µε τη διαφορά ότι τώρα αντί να

έχουµε n κόµβους, έχουµε Ν κόµβους Pπ(1), Pπ(2), . . . , Pπ(N), όπου Ν είναι ο αριθµός των

διαγώνιων υποπινάκων του διαµερισµένου πίνακα της (11). Εποµένως, αν ο υποπίνακας

Bij του διαµερισµένου πίνακα Β έχει τουλάχιστον ένα µη µηδενικό στοιχείο, τότε συνδέ-

ουµε τον κόµβο Pπ(i) µε τον κόµβο Pπ(j) δηµιουργώντας ένα κατευθυνόµενο µονοπάτι από

τον Pπ(i) στον Pπ(j). Για παράδειγµα, το κατά οµάδες κατευθυνόµενο γράφηµα Gπ(B1)
του πίνακα B1 της (17) για p = 5 δίνεται από το σχήµα 6.
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Gπ(B1) :

P
π(2)

P
π(3)

P
π(4)

P
π(5)P

π(1)

Σχήµα 6: Κυκλικό κατευθυνόµενο γράφηµα µε δείκτη p = 5 του πίνακα B1.

΄Οµοια, το κατά οµάδες κατευθυνόµενο γράφηµα του πίνακα B2 της (18) είναι το Gπ(B2)
για p = 2 (ϐλ. σχήµα 7)

Gπ(B2) :

P
π(1) P

π(2) P
π(3) P

π(4)
P

π(5)

Σχήµα 7: Κυκλικό κατευθυνόµενο γράφηµα µε δείκτη p = 2 του πίνακα B2.

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι για όλα τα παραπάνω ισχύει η υπόθεση ότι όλοι οι υποπίνακες

Bi,j των (17) και (18) έχουν ένα τουλάχιστον µη µηδενικό στοιχείο. Είναι εύκολο να απο-

δειχθεί ότι ο Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης των µηκών των κύκλων του πρώτου κατά οµάδες

κατευθυνόµενου γραφήµατος είναι p = 5 και κατά συνέπεια, σύµφωνα µε τον ορισµό 1.7

το πρώτο κατά οµάδες κατευθυνόµενο γράφηµα είναι ένα κυκλικό γράφηµα µε δείκτη 5.

΄Οµοια, το δεύτερο κατά οµάδες κατευθυνόµενο γράφηµα, είναι ένα κυκλικό γράφηµα µε

δείκτη 2. Η ανωτέρω χρήση των κατά οµάδες κατευθυνόµενων γραφηµάτων µας επιτρέ-

πει να περιγράψουµε τους p-κυκλικούς πίνακες µε γεωµετρικούς όρους. Μια χρήσιµη

µέθοδος για να διαπιστωθεί αν ένας πίνακας είναι p-κυκλικός δίνεται από το ακόλουθο

ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 1.4. ΄Εστω ότι το κατά οµάδες (block) κατευθυνόµενο γράφηµα του διαµερισµέ-

νου πίνακα Jacobi Β της (13) είναι ισχυρά συνεκτικό. Τότε ο πίνακας Α της (11) είναι

p-κυκλικός αν το κατά οµάδες (block) κατευθυνόµενο γράφηµα του πίνακα Β είναι ένα

κυκλικό γράφηµα µε δείκτη p.

Το ανωτέρω ϑεώρηµα στο οποίο συσχετίζονται τα κατά οµάδες κατευθυνόµενα γραφήµα-

τα µε τους p-κυκλικούς πίνακες είναι ιδιαίτερα χρήσιµο για τη διάγνωση της ιδιότητας

του συνεπώς διατεταγµένου στους πίνακες που προκύπτουν από τη διακριτοποίηση των

Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων.

Ορισµός 1.9. Αν ο πίνακας Α της (11) είναι p−κυκλικός, τότε ο Α είναι συνεπώς διατεταγ-

µένος (consistently ordered) αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα

B(a) = aL+ a−(p−1)U (21)
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που προκύπτει από τον κατά οµάδες πίνακα Jacobi Β της (14) είναι ανεξάρτητες του α, για

a 6= 0. Κατά συνέπεια και ο πίνακας Β είναι συνεπώς διατεταγµένος. Σε οποιαδήποτε άλλη

περίπτωση οι πίνακες Α και Β είναι µη συνεπώς διατεταγµένοι.

Για το παράδειγµα του πίνακα A1 της (15), έχουµε σύµφωνα µε την (21), ότι

B1(a) =















0 0 ... 0 a−(p−1)B1,p

aB2,1 0 ... 0 0
0 aB3,2 ... 0 0
...

. . .
...

0 0 ... aBp,p−1 0















(22)

και µε απλούς πολλαπλασιασµούς πινάκων έχουµε ότι Bp
1(a) = Bp

1 για όλα τα a 6= 0,

δηλαδή, οι ιδιοτιµές του B1(a) είναι ανεξάρτητες του α. Εποµένως, καταλήγουµε στο

συµπέρασµα ότι ο πίνακας A1 είναι συνεπώς διατεταγµένος.

Για το παράδειγµα του πίνακα A2 της (16) έχουµε, ϑεωρώντας τη διαµέριση του x, σε

σχέση µε τη διαµέριση (18), ότι

B2(a)x = λx (23)

όπου x 6= 0. Η (23) λόγω της (18) είναι ισοδύναµη µε το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων

aBj,j−1Xj−1 +
1

a
Bj,j+1Xj+1 = λXj , 1 ≤ j ≤ N (24)

όπου B1,0 και BN,N+1 είναι µηδενικοί πίνακες. Για Zj = 1
aj−1Xj , 1 ≤ j ≤ N , η (24)

λαµβάνει τη µορφή

Bj,j−1Zj−1 +Bj,j+1Zj+1 = λZj, 1 ≤ j ≤ N. (25)

Συνεπώς, κάθε ιδιοτιµή λ του B2(a) είναι για a 6= 0, ιδιοτιµή και του B2 αποδεικνύοντας

έτσι ότι ο πίνακας A2 είναι ένας δικυκλικός και συνεπώς διατεταγµένος πίνακας. Εποµέ-

νως, καταλήγουµε στο ακόλουθο.

Συµπέρασµα: Κάθε κατά οµάδες τριδιαγώνιος πίνακας της µορφής (16), µε µη ιδιάζοντες

διαγώνιους υποπίνακες, είναι ένας δικυκλικός και συνεπώς διατεταγµένος πίνακας.

∆εδοµένου ότι όλοι οι p-κυκλικοί πίνακες Α δεν είναι συνεπώς διατεταγµένοι, δεν είναι

δύσκολο να ϐρεθεί ένας n × n µεταθετικός πίνακας P ο οποίος να µεταθέτει τα στοιχεία

του Α κατά οµάδες έτσι ώστε ο PAP T να είναι p-κυκλικός και συνεπώς διατεταγµένος. Γε-

νικά, από τον ορισµό 1.6, προκύπτει ότι υπάρχει ένας µεταθετικός πίνακας P ο οποίος να

µεταθέτει τα κατά οµάδες στοιχεία του πίνακα Jacobi έτσι ώστε ο PBP T να είναι ασθενά

κυκλικός µε δείκτη p και της µορφής (17) και άρα να είναι συνεπώς διατεταγµένος. Να

σηµειωθεί ότι οι µεταθετικοί πίνακες P , οι οποίοι οδηγούν σε διάταξη µε συνέπεια, δεν

είναι µοναδικοί.

Αξίζει να τονιστεί ότι η γνώση των ιδιοτήτων του p−κυκλικού και του συνεπώς διατεταγ-

µένου πίνακα διευκολύνει ιδιαίτερα στη ϑεωρητική ανάλυση της SOR επαναληπτικής

µεθόδου.

Μια γραφοθεωρητική ερµηνεία της έννοιας των συνεπώς διατεταγµένων κυκλικών πινά-

κων µε δείκτη 2, είναι η ακόλουθη. Αν δοθεί ο πίνακας B = (bij), τότε κατασκευάζεται

το κατευθυνόµενο γράφηµα Ĝ(B) τύπου 2 του Β µε τέτοιο τρόπο ώστε αν bij 6= 0, τότε το

µονοπάτι από τον κόµβο Pi προς τον κόµβο Pj να συµβολίζεται µε ένα διπλής κατεύθυνσης
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τόξο (ϐλ. σχήµα 8) µόνο αν j > i και λέγεται ¨µείζον¨ µονοπάτι, διαφορετικά να συµβο-

λίζεται µε ένα µονής κατεύθυνσης τόξο και λέγεται ¨ελάσσον¨ µονοπάτι. Ο πίνακας Β ϑα

λέγεται συνεπώς διατεταγµένος αν και µόνο αν κάθε κύκλος του κατευθυνόµενου γραφή-

µατός του έχει ίσο πλήθος από ¨µείζονα¨ και ¨ελάσσονα¨ µονοπάτια. Για παράδειγµα, στο

σχήµα 8 ο πίνακας Β είναι συνεπώς διατεταγµένος διότι το κατευθυνόµενο γράφηµα του

τύπου 2 έχει κύκλους µε ίσο πλήθος από µείζονα και ελάσσονα µονοπάτια. Αν µετατεθούν

B = 1

4









0 0 1 1
0 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 0









P1
P3

P2P4

Ĝ(B) :

Σχήµα 8: Γράφηµα συνεπώς διατεταγµένου πίνακα

οι δείκτες 2 και 3, συµβολίζουµε τον πίνακα µε Bφ. ΄Οπως ϐλέπουµε στο γράφηµα του Bφ,

υπάρχει ένα κλειστό µονοπάτι του κύκλου του µε άνισο αριθµό µειζόνων και ελασσόνων

µονοπατιών. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα ο πίνακας Bφ να είναι µη συνεπώς διατεταγµένος.

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι όλη η γραφοθεωρητική αναπαράσταση των συνεπώς διατεταγ-

P1

P3

P2

P4

Bφ = 1

4









0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0









Ĝ(Bφ) :

Σχήµα 9: Γράφηµα µη συνεπώς διατεταγµένου πίνακα

µένων πινάκων είναι ιδιαίτερα χρήσιµη καθώς µε αυτή µπορούµε να παράγουµε εξισώσεις

διαφορών από διαφορικές εξισώσεις.

Σύµφωνα µε τον Young µπορεί να αποδειχθεί ότι ένας πίνακας είναι συνεπώς διατεταγ-

µένος χωρίς να αποτελεί προϋπόθεση η γνώση των ιδιοτιµών του αλλά ϐρίσκοντας τα

διατεταγµένα διανύσµατα τα οποία χρησιµεύουν στην κατασκευή t διακριτών υποσυνόλων

Sk του W [Young].

΄Οπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή των p−κυκλικών πινάκων, η διακριτοποίηση των

δεύτερης τάξης ελλειπτικών ή παραβολικών Μ∆Ε είτε µε τη µέθοδο των πεπερασµένων

διαφορών είτε µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων καταλήγει στην επίλυση ενός

συστήµατος, όπου ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων είναι p−κυκλικός µε p = 2
[Var1]. Στο πλέγµα Ν σηµείων (ϐλ. §1.1.2), διατεταγµένων µε κάποια αρίθµηση 1,2,...,

Ν, µπορεί να προσδιοριστεί µε τη ϐοήθεια των γραφηµάτων, αν ο πίνακας που προκύπτει
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από τη διακριτοποίηση χρησιµοποιώντας το µόριο των 5 σηµείων, είναι συνεπώς διατεταγ-

µένος. Για να κατασκευαστεί το γράφηµα, σχεδιάζονται τόξα που συνδέουν κάθε Ϲεύγος

σηµείων του πλέγµατος µε κατεύθυνση από τον κόµβο µε τη µικρότερη αρίθµηση προς τον

κόµβο µε τη µεγαλύτερη αρίθµηση. Για κάθε κύκλο, που αποτελείται από τα ευθύγραµ-

µα τµήµατα που συνδέουν τους κόµβους του πλέγµατος, αν το πλήθος των τόξων µε ϕορά

ίδια µε αυτή των δεικτών του ϱολογιού ισούται µε το πλήθος των τόξων µε ϕορά αντίθετη

αυτής των δεικτών του ϱολογιού, τότε ο αντίστοιχος πίνακας είναι συνεπώς διατεταγµένος

[Young]. Για παράδειγµα, για ένα σύνολο 4 σηµείων του πλέγµατος διατεταγµένων σε τε-

τράγωνο, είναι αρκετό να έχουµε δύο τόξα µε ϕορά ίδια µε αυτή των δεικτών του ϱολογιού

και δύο τόξα µε ϕορά αντίθετη µε αυτή των δεικτών του ϱολογιού. Πράγµατι, παρατηρεί-

1 2

3 4

Σχήµα 10: Πλέγµα τεσσάρων σηµείων

ται ότι ακολουθώντας τη ϕορά 1 → 3 → 4 → 2 → 1 (ϐλ. σχήµα 10) έχουµε δύο τόξα µε

ϕορά ίδια µε αυτή των δεικτών του ϱολογιού και δύο τόξα µε ϕορά αντίθετη µε αυτή των

δεικτών του ϱολογιού. Εποµένως ο πίνακας του συστήµατος που προκύπτει από αυτά τα

4 σηµεία του πλέγµατος, είναι συνεπώς διατεταγµένος. Στο σχήµα 11 παρατηρείται ότι

ο πίνακας που προκύπτει από την ϕυσική διάταξη, την κόκκινη µαύρη διάταξη και την

κατά διαγωνίους διάταξη των σηµείων του πλέγµατος είναι επίσης συνεπώς διατεταγµένος.

1 6 2

7 3 8

4 9 5

1

6

2

7

3

8

4

9

5

1
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9
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(a) (b) (c)

Σχήµα 11: (a) Φυσική διάταξη (b) Κόκκινη µαύρη διάταξη (c) Κατά διαγωνίους διάταξη

Τα γραφήµατα αποτελούν επίσης ένα ιδιαίτερα χρήσιµο ϐοήθηµα στην εύρεση του εκθέτη

k στις συναρτησιακές σχέσεις που συνδέουν τις ιδιοτιµές του επαναληπτικού πίνακα µιας

επαναληπτικής µεθόδου µε τις ιδιοτιµές του αντίστοιχου πίνακα Jacobi, όταν ο πίνακας

Α της (11) είναι p-κυκλικός. Για παράδειγµα, η συναρτησιακή σχέση ιδιοτιµών της µη
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συµµετρικής SSOR (USSOR) µεθόδου [LiVar] για p-κυκλικούς πίνακες δίνεται από την

[ν − (1− ω)(1− ω̂)]p = νk[νω + ω̂ − ωω̂]|ζL|−k[νω̂ + ω − ωω̂]|ζU |−k · (ω + ω̂ − ωω̂)2kµp

όπου µε |ζL|, |ζU | συµβολίζεται το πλήθος των µη µηδενικών κατά οµάδες υποπινάκων του

Β που ϐρίσκονται στους πίνακες L, U , αντίστοιχα και

k =

{

|ηL|+ |ηU |, αν p > 2

1, αν p = 2
, 1 ≤ k ≤ [p/2], (26)

όπου µε [x] συµβολίζεται το ακέραιο µέρος ενός πραγµατικού αριθµού x και µε |ηL|, |ηU |
συµβολίζεται το πλήθος των µη µηδενικών κατά οµάδες υποπινάκων που ϐρίσκονται στο

κάτω και άνω τριγωνικό µέρος του πίνακα LU . Ισχύει επίσης ότι |ζL| ≥ k και |ζU | ≥ k.

Παρουσιάζεται στη συνέχεια η γραφοθεωρητική ερµηνεία του ϑετικού ακεραίου k της

(26). ΄Εστω ότι µε Gπ[B] συµβολίζεται το κατευθυνόµενο γράφηµα τύπου 2 του κατά

οµάδες πίνακα Β της (13). Αν δοθεί ο πίνακας B, τότε κατασκευάζεται το κατευθυνόµενο

γράφηµα Gπ[B] τύπου 2 του Β, µε p κορυφές V1, V2, . . . , Vp, µε τέτοιο τρόπο ώστε αν

Bij 6= 0, τότε το µονοπάτι από την κορυφή Vi προς την κορυφή Vj να συµβολίζεται µε

ένα διπλής κατεύθυνσης τόξο µόνο αν j > i, διαφορετικά συµβολίζεται µε ένα µονής

κατεύθυνσης τόξο. Τότε, για κάθε κύκλο µήκους p, ο οποίος αποτελείται από µονής

και/ή διπλής κατεύθυνσης τόξα, ο ϑετικός ακέραιος k της (26) είναι το πλήθος των ϕορών

(κινούµενων στο κλειστό µονοπάτι) που ένα διπλής κατεύθυνσης τόξο ακολουθεί ένα µονής

κατεύθυνσης τόξο. Για να γίνει αυτό καλύτερα κατανοητό, παραθέτουµε τα ακόλουθα

παραδείγµατα.

Παράδειγµα 1: ΄Εστω ο πίνακας Jacobi της (17). Το κατευθυνόµενο γράφηµα του Gπ(B1)
δίνεται από το σχήµα 12. Παρατηρούµε ότι υπάρχει µόνο ένα διπλής κατεύθυνσης τόξο

που ακολουθεί ένα µονής κατεύθυνσης και κατά συνέπεια είναι k = 1.

V1

V6

V5

V4

V3

V2

Σχήµα 12: Γράφηµα του Gπ(B1)

Παράδειγµα 2: Για τον πίνακα

B2 =















0 B1,2 . . . 0
0 0 B2,3 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . Bp−1,p

Bp,1 0 0 . . . 0















.
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το κατευθυνόµενο γράφηµά του είναι αυτό που ϕαίνεται στο σχήµα 13.

V1

V6

V5

V4

V3

V2

Σχήµα 13: Γράφηµα του Gπ(B2)

Παρατηρούµε ότι υπάρχει µόνο ένα διπλής κατεύθυνσης τόξο που ακολουθεί ένα µονής

κατεύθυνσης και κατά συνέπεια είναι k = 1.

Παράδειγµα 3: Για τον πίνακα

B3 =









0 0 B1,3 0
0 0 0 B2,4

0 B3,2 0 0
B4,1 0 0 0









.

το κατευθυνόµενο γράφηµα του είναι αυτό που ϕαίνεται στο σχήµα 14

V1

V4
V3

V2

Σχήµα 14: Γράφηµα του Gπ(B3)

Παρατηρούµε ότι υπάρχουν δύο διπλής κατεύθυνσης τόξα που ακολουθούν δύο µονής

κατεύθυνσης και κατά συνέπεια είναι k = 2.

∆ύο µεγάλες κατηγορίες εφαρµογών, οι οποίες καταλήγουν στην επίλυση γραµµικών συ-

στηµάτων όπου ο πίνακας συντελεστών των αγνώστων είναι δικυκλικός και συνεπώς διατε-

ταγµένος, είναι η αριθµητική επίλυση Μ∆Ε µε την κόκκινη µαύρη διάταξη [AdamJor85],

[AdamOrt82] η οποία είναι κατάλληλη για παράλληλη επεξεργασία και η ανάλυση Μαρκο-

ϐιανών αλυσίδων κατά την προσοµοίωση των δικτύων ουρών [BonDaSte91], [Stewart94].

Στις επόµενες παραγράφους ϑα αναλύσουµε διεξοδικότερα αυτές τις δύο κατηγορίες.
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1.1.4 Η Κόκκινη-Μαύρη ∆ιάταξη

Οι ανάγκες για την επίλυση προβληµάτων µεγάλης κλίµακας που εµφανίζονται σε επι-

στηµονικές εφαρµογές του ϕυσικού κόσµου οδήγησαν στην αναζήτηση λύσεων χαµηλού

υπολογιστικού κόστους και στη στροφή των υπολογισµών προς την παράλληλη επεξεργα-

σία [Akl89], [CosTry95], [Evans82], [FrePhil92], [Foster94], [Jaja92], [KuGraGuKa94].

Για παράδειγµα, ένα κλασικό πρόβληµα είναι η πρόβλεψη του καιρού. Το πρόβληµα

αυτό απαιτεί τη χρήση αριθµητικών µεθόδων για την επίλυση συστηµάτων Μ∆Ε. Η διακρι-

τοποίηση οδηγεί στην κατασκευή ενός πλέγµατος και χρησιµοποιώντας µια διάταξη των

σηµείων το πρόβληµα ανάγεται στην επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος (ϐλ. §1.2.1).

Με την κόκκινη µαύρη (ΚΜ) διάταξη (ϐλ. σχήµα 15) υπολογίζονται πρώτα τα κόκκινα

(περιττά) και µετά τα µαύρα (άρτια) σηµεία [OrtVoi85], [Ortega87], επιτυγχάνοντας κατά

αυτόν τον τρόπο ανεξαρτησία υπολογισµού των κόκκινων από τα µαύρα σηµεία και αντι-

στρόφως. Η κόκκινη µαύρη διάταξη των σηµείων αποτέλεσε µια από τις πιο σηµαντικές

ιδέες στην οποία ϐασίστηκαν πάρα πολλές ερευνητικές εργασίες για την εισαγωγή της πα-

ϱαλληλίας στις επαναληπτικές µεθόδους [Adams82], [XieAd99]. Προκειµένου να εισαχθεί

η παραλληλία όταν υπάρχουν µικτές µερικές παράγωγοι ( ∂2u
∂x∂y

) χρησιµοποιήθηκαν και

άλλα χρώµατα, όπως 4-χρώµατα [AdamJor85], [Adams82], [OrtVoi85], [Ortega87], [?].

Σε αυτή τη διάταξη, σε αντίθεση µε τη ϕυσική διάταξη που περιγράψαµε στην παράγραφο

1 6 2

7 3 8

4 9 5

Σχήµα 15: Αρίθµηση σηµείων του πλέγµατος µε κόκκινη-µαύρη διάταξη.

1.2.1, χρωµατίζονται µε κόκκινο και µαύρο τα σηµεία του πλέγµατος, έτσι ώστε

• Αν i+ j άρτιος, τότε το σηµείο ui,j έχει κόκκινο χρώµα

• Αν i+ j περιττός, τότε το σηµείο ui,j έχει µαύρο χρώµα

΄Ετσι, τα κόκκινα σηµεία µπορούν να ενηµερωθούν ανεξάρτητα από τα µαύρα σηµεία και

τα µαύρα σηµεία µπορούν να ενηµερωθούν ανεξάρτητα από τα κόκκινα σηµεία για το

µόριο των 5 σηµείων όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 16. ΄Οπως η ϕυσική διάταξη έτσι και η

κόκκινη µαύρη διάταξη παράγει γραµµικά συστήµατα των οποίων οι πίνακες συντελεστών

είναι δικυκλικοί συνεπώς διατεταγµένοι, µε αποτέλεσµα η ταχύτητα σύγκλισης της SOR

µεθόδου να είναι η ίδια µε εκείνη της ϕυσικής διάταξης. Εποµένως, συγκρίνοντας τις

διάφορες SOR επαναληπτικές µεθόδους απαιτείται το ίδιο πλήθος επαναλήψεων για τη

σύγκλισή τους τόσο για τη ϕυσική όσο και και για την κόκκινη µαύρη διάταξη. Στην

περίπτωση που χρησιµοποιείται η κόκκινη µαύρη διάταξη, ο πίνακας Α έχει τη µορφή
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Σχήµα 16: Μόριο 5 σηµείων για τους κόκκινους και τους µαύρους κόµβους

[Young]

A =

[

DR H
K DB

]

(27)

όπου Η είναι ένας m×r υποπίνακας, K = HT και DR, DB είναι m×m και r×r διαγώνιοι

και µη ιδιάζοντες υποπίνακες, αντίστοιχα µε m + r = N . Ο πίνακας αυτός έχει τη δοµή

του (20) δηλαδή είναι ένας δικυκλικός συνεπώς διατεταγµένος πίνακας.

1.1.5 Μαρκοβιανές Αλυσίδες

Συνήθως, η συµπεριφορά ενός συστήµατος είναι δυνατόν να περιγραφεί από το σύνολο

των διαφορετικών καταστάσεων που µπορεί να περιέλθει το σύστηµα δηλώνοντας και τον

τρόπο µε τον οποίο µπορεί να µεταβάλλεται από µια κατάσταση σε µια άλλη κατάσταση.

Αν ο χρόνος που απαιτείται για τη µετάβαση του ϕυσικού συστήµατος από µια κατάσταση

σε µια άλλη κατάσταση ακολουθεί την εκθετική κατανοµή, τότε το σύστηµα µπορεί να

περιγραφεί µε µια Μαρκοβιανή διαδικασία.

Η πιο χαρακτηριστική ιδιότητα ενός Μαρκοβιανού µοντέλου είναι η Μαρκοβιανή Ιδιότη-

τα. Η εξέλιξη δηλαδή του συστήµατος, εξαρτάται µόνο από την παρούσα κατάσταση του

συστήµατος και όχι από προηγούµενες καταστάσεις. Μια πιο ακριβής διατύπωση της

Μαρκοβιανής Ιδιότητας είναι ότι όλη η πληροφορία για τον καθορισµό της αµέσως επό-

µενης κίνησης του µοντέλου υπάρχει στην τρέχουσα κατάσταση του συστήµατος και δεν

απαιτείται η γνώση της ιστορίας του συστήµατος. Το σύνολο όλων των καταστάσεων του

συστήµατος, αποτελεί το χώρο καταστάσεων της διαδικασίας, ο οποίος είναι είτε διακριτός,

είτε συνεχής.

Παραδείγµατα συνεχούς χώρου καταστάσεων είναι το επίπεδο του νερού σε µια δεξαµενή

ή η ϑερµοκρασία σε ένα πυρηνικό αντιδραστήρα, ενώ παράδειγµα διακριτού χώρου κατα-

στάσεων είναι το πλήθος των πελατών που περιµένουν να εξυπηρετηθούν, σε σχέση µε τον

ϱυθµό εξυπηρέτησής τους.

Αν ο χώρος καταστάσεων µιας Μαρκοβιανής διαδικασίας είναι διακριτός, τότε λέγεται

«Μαρκοβιανή Αλυσίδα». Υπάρχουν δύο κατηγορίες σε αυτή την περίπτωση. Οι Μαρκο-

ϐιανές Αλυσίδες διακριτού χρόνου και οι Μαρκοβιανές Αλυσίδες συνεχούς χρόνου. Επι-

πρόσθετα, οι Μαρκοβιανές Αλυσίδες κάποιες ϕορές έχουν την ιδιότητα ότι αν ο ελάχιστος

αριθµός µεταβολών που ϑα συµβεί, από τη στιγµή που ένα σύστηµα αφήνει µια κατά-

σταση µέχρι να ξαναγυρίσει σε αυτή από οποιοδήποτε µονοπάτι, είναι πολλαπλάσιος ενός

ακεραίου αριθµού p > 1, τότε αυτές λέγονται περιοδικές µε περίοδο p ή p−κυκλικές µε
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περίοδο p. Οι Bouhoure, Dallery και Stewart [BonDaSte91] έδειξαν ότι οι Μαρκοβιανές

Αλυσίδες που προκύπτουν από µοντέλα δικτύων ουρών συχνά έχουν αυτή την ιδιότητα.

Στη διακριτή περίπτωση το πρόβληµα που πρέπει να επιλυθεί είναι το

πTP = πT , ||π||1 = 1 (28)

ή ισοδύναµα,

(I − P T )πT = 0, ||π||1 = 1,

όπου το στοιχείο πi είναι η πιθανότητα του να ϐρίσκεται το σύστηµα στην κατάσταση i,
όταν αυτό είναι σε κατάσταση ισορροπίας. Θέτοντας A ≡ I − P T και δεδοµένου ότι ο

P είναι ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης µε ανάστροφο της µορφής (17), το αντίστοιχο

οµογενές σύστηµα έχει ένα πίνακα της µορφής (15) και ο αντίστοιχος πίνακας Jacobi

είναι ο B1 = P T [BerPle79], [CouSem86]. Εποµένως, όλα τα αποτελέσµατα της παρούσας

διατριβής για δικυκλικούς πίνακες µπορούν να εφαρµοστούν σε δικυκλικές Μαρκοβιανές

Αλυσίδες, απλά αντικαθιστώντας τον πίνακα Jacobi µε τον P T , [Leary92], [KonPleSte91],

[HadjPleTR92], [HadjPle92].

2 Επαναληπτικές Μέθοδοι

Στην ακόλουθη παράγραφο παρουσιάζεται η ϐασική επαναληπτική µέθοδος Succes­

sive Overrelaxation (SOR) για την αριθµητική επίλυση µεγάλων γραµµικών συστηµάτων.

Επίσης, παρατίθενται ορισµοί και ϑεωρήµατα για την εύρεση της συναρτησιακής σχέσης

της SOR µεθόδου, για την σύγκλιση της και για τον προσδιορισµό των ϐέλτιστων παραµέ-

τρων της.

2.1 Γενικά

Η χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών ή εκείνη των πεπερασµένων στοι-

χείων για τη διακριτοποίηση Μ∆Ε, οδηγεί στη λύση ενός µεγάλου, αραιού, γραµµικού

συστήµατος της µορφής

Au = b, (29)

όπου ο Α είναι ένας πραγµατικός n×n πίνακας και u, b είναι διανύσµατα n τάξης. Γενικά,

οι επαναληπτικές µέθοδοι απαιτούν λιγότερη µνήµη και αριθµητικές πράξεις από τις

αµέσους µεθόδους για µεγάλα συστήµατα. Η γενική µορφή των µεθόδων αυτών είναι

[For53]

u(k+1) = Gu(k) + c, k = 0, 1, 2, . . . (30)

όπου G είναι ο επαναληπτικός πίνακας και c ένα σταθερό διάνυσµα. Επίσης, η επαναλη-

πτική µέθοδος (30) ϑα πρέπει να ικανοποιεί τις ακόλουθες απαιτήσεις :

1. Αν σε κάποια επανάληψη ϐρεθεί η λύση του (29), τότε οι επόµενες επαναλήψεις να

παραµείνουν αµετάβλητες (συµβατότητα).

2. Αν η ακολουθία των διανυσµάτων που ορίζεται απο την (30) συγκλίνει, τότε συγκλίνει

στη λύση του (29) (αµοιβαία συµβατότητα).
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2.2 Η SOR επαναληπτική µέθοδος

Μια τεχνική ιδιαίτερα αποτελεσµατική στην τυποποίηση, ανάπτυξη και ϐελτίωση της α-

ποδοτικότητας των επαναληπτικών µεθόδων είναι η τεχνική της προσυνθήκης (preconditioning).

Ο όρος ¨προσυνθήκη¨ εισήχθη από τον Turing το 1948 και δήλωνε τη µετατροπή του αρχι-

κού γραµµικού συστήµατος σε ένα άλλο µε την ίδια λύση, το οποίο όµως ήταν ευκολότερο

να επιλυθεί. Το πρώτο ϐήµα για την εφαρµογή της τεχνικής αυτής είναι η εύρεση του

κατάλληλου πίνακα προσυνθήκης R (preconditioned matrix). Για να εφαρµόσουµε την

τεχνική αυτή, πολλαπλασιάζουµε αρχικά το σύστηµα (29) από αριστερά µε τον πίνακα

A−1, οπότε έχουµε

u = A−1b, (31)

η οποία είναι η ακριβής λύση του συστήµατος. ΄Οµως η εύρεση του αντιστρόφου ενός

πίνακα δεν είναι δυνατή για πίνακες µεγάλης τάξης, για το λόγο αυτό προσπαθούµε να

δηµιουργήσουµε έναν πίνακα R που να προσεγγίζει τον Α, να είναι µη ιδιάζων και ο

αντίστροφός του να υπολογίζεται εύκολα.

Αναβάλλοντας προσωρινά την επιλογή του R, πολλαπλασιάζουµε από αριστερά την (29)

µε τον R−1, οπότε έχουµε

R−1Au = R−1b. (32)

Από την (32) µπορούµε να ορίσουµε την επαναληπτική µέθοδο

u(k+1) = u(k) + τR−1(b−Au(k)), k = 0, 1, 2, ... (33)

όπου τ 6= 0 είναι µια πραγµατική παράµετρος [Mis78], [MisEv1], u = (u1, u2) και b =
(b1, b2)

T , όπου u1, b1 είναι n1 × 1 διανύσµατα και u2, b2 είναι n2 × 1 διανύσµατα. Ο ϱόλος

της παραµέτρου τ είναι η ελαχιστοποίηση της ϕασµατικής ακτίνας, δηλαδή της µέγιστης

κατά µέτρο ιδιοτιµής του επαναληπτικού πίνακα της (33). Η παράµετρος αυτή καλείται

επιταχυντική παράµετρος. Να σηµειωθεί ότι όσο ο R προσεγγίζει καλύτερα τον Α, τόσο η

ταχύτητα σύγκλισης της (33) ϑα αυξάνεται (αν R = A, τότε λαµβάνουµε τη λύση αµέσως).

Η (33) γράφεται υπό τη µορφή

u(k+1) = Gτu
(k) + cτ , (34)

µε

Gτ = I − τR−1A και cτ = τR−1b, (35)

όπου ο Gτ είναι ο επαναληπτικός πίνακας της µεθόδου. Υποθέτουµε λοιπόν ότι ο πίνακας

Α έχει τη µορφή

A = D − CL − CU (36)

όπου ο D είναι ένας διαγώνιος πίνακας του οποίου τα στοιχεία είναι τα ίδια µε τα διαγώνια

στοιχεία του A και οι πίνακες −CL, −CU είναι τα αυστηρά κάτω και άνω τριγωνικά µέρη

του Α, αντίστοιχα. ΄Εστω ότι

R = D − ωCL (37)

στην (33), όπου ω είναι ένας πραγµατικός αριθµός του οποίου ο ϱόλος στη ϕάση αυτή

είναι να διαταράξει τον R έτσι ώστε να προσεγγίζει καλύτερα τον Α. Γι΄ αυτή τη µορφή του

R η (33), λόγω της (37), γίνεται

u(k+1) = u(k) + τ(I − ωL)−1D−1(b−Au(k)), k = 0, 1, 2, ... (38)
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η οποία είναι γνωστή σαν Extrapolated SOR (ESOR) µέθοδος. Αν ϑέσουµε τ = ω στην

ESOR µέθοδο λαµβάνουµε τη δηµοφιλή SOR µέθοδο, η οποία δίνεται διαδοχικά από τους

τύπους

u(k+1) = u(k) + ω(I − ωL)−1D−1(b− Au(k)), k = 0, 1, 2, ... (39)

ή

u(k+1) = Lωu
(k) + ω(I − ωL)−1c, k = 0, 1, 2, ... (40)

όπου

Lω = I − ω(I − ωL)−1D−1A (41)

ή

Lω = (I − ωL)−1[(I − ωL)I + ωU ] (42)

είναι ο επαναληπτικός πίνακας της SOR µεθόδου.

2.2.1 Η συναρτησιακή σχέση - Σύγκλιση

Απαραίτητη υπόθεση για τη µελέτη σύγκλισης της SOR µεθόδου είναι η εύρεση της συ-

ναρτησιακής σχέσης που συνδέει τις ιδιοτιµές του επαναληπτικού πίνακα Lω της SOR

µεθόδου µε τις ιδιοτιµές του επαναληπτικού πίνακα B της µεθόδου Jacobi. Η µεγάλη

σηµασία για την εύρεση της συναρτησιακής σχέσης έγκειται, σύµφωνα µε τον [Young], στο

γεγονός ότι η ύπαρξή της αποτελεί τη ϐάση για τον ακριβή προσδιορισµό της αξίας του ω
το οποίο ελαχιστοποιεί την ϕασµατική ακτίνα ρ(Lω).
Στη συνέχεια παρουσιάζουµε κάποια ϑεωρήµατα, συχνά χωρίς απόδειξη, χρήσιµα για τη

συνέχεια.

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει, η (8) είναι η κανονική µορφή ενός n× n πίνακα A ≥ 0, ο ο-

ποίος είναι κυκλικός µε δείκτη k(> 1). Σύµφωνα µε το [Var1] έχουµε ότι αν λ είναι µια µη

µηδενική ιδιοτιµή του A, τότε όλες οι ϱίζες του tk − λk είναι επίσης ιδιοτιµές του A. Χρη-

σιµοποιώντας την κανονική µορφή στη γενική περίπτωση των ασθενά κυκλικών πινάκων,

προκύπτει το ακόλουθο ϑεώρηµα το οποίο διατυπώθηκε το 1936 από τον Romanovsky

[R36].

Θεώρηµα 2.1. ΄Εστω A = (aij) ένας n × n ασθενά κυκλικός πίνακας µε δείκτη k > 1.

Τότε

φ(t) = det(tI − A) = tm
r
∏

i=1

(tk − σk
i ). (43)

Συµβολίζουµε µε σi µια µη µηδενική ιδιοτιµή του A.

΄Ενα ακόµα πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα για τη σύγκλιση της SOR µεθόδου, το οποίο

διατυπώθηκε από τον Kahan (1958), είναι το ακόλουθο

Θεώρηµα 2.2. ΄Εστω B ένας n× n µιγαδικός πίνακας µε µηδενικά διαγώνια στοιχεία τον

οποίο γράφουµε στη µορφή (14). Αν ο επαναληπτικός πίνακας της SOR µεθόδου, δίνεται

από την (42) τότε για όλα τα ω ∈ R, ισχύει

ρ(Lω) ≥ |ω − 1|, (44)

όπου η ισότητα ισχύει µόνο αν όλες οι ιδιοτιµές του Lω είναι κατά µέτρο ίσες µε |ω − 1|.

22



Απόδειξη. ΄Εστω φ(λ) = det(λI − Lω) το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Lω. Αφού

ο L είναι ένας αυστηρά κάτω τριγωνικός πίνακας, ο I − ωL είναι µη ιδιάζων και καθώς

det(I − ωL) = 1, ϑα ισχύει ότι

0 = φ(λ)

= det(I − ωL) det(λI −Lω)

= det{(λ+ ω − 1)I − ωλL− ωU}. (45)

Ο σταθερός όρος σ του φ(λ), δηλ. το γινόµενο των ιδιοτιµών του Lω, λαµβάνεται ϑέτοντας

λ = 0 στην (45). Εποµένως,

σ =
n
∏

i=1

(−λi(ω)) = det{(ω − 1)I − ωU} = (ω − 1)n. (46)

Κατά συνέπεια,

ρ(Lω) = max
i

|λi(ω)| ≥ |ω − 1|, (47)

όπου η ισότητα ισχύει ίσως µόνο αν όλες οι ιδιοτιµές της ρ(Lω) είναι κατά µέτρο ίσες µε

|ω − 1|, γεγονός το οποίο συµπληρώνει την απόδειξη.

Αν στην γενική περίπτωση ο στόχος µας είναι να προσδιορίσουµε την πραγµατική τιµή του

ω η οποία ελαχιστοποιεί τη ρ(Lω), τότε το παραπάνω αποτέλεσµα του Kahan µας δείχνει

ότι αρκεί να ϑεωρήσουµε το ανοιχτό διάστηµα 0 < ω < 2 δηλ. να ϑεωρήσουµε τέτοιες

τιµές του ω ώστε ο Lω να συγκλίνει. Το αποτέλεσµα αυτό για την SOR µέθοδο το ϐλέπουµε

και στο ακόλουθο ϑεώρηµα του Young

Θεώρηµα 2.3. Αν ο A είναι ένας συνεπώς διατεταγµένος πίνακας µε µη µηδενικά διαγώνια

στοιχεία τέτοια ώστε ο B = I − (diagA)−1A να έχει πραγµατικές ιδιοτιµές, τότε ρ(Lω) =
ρ̃(Lω) < 1 αν και µόνο αν

0 < ω < 2 (48)

και

ρ(B) < 1. (49)

Στη συνέχεια του ορισµού 1.9 της προηγούµενης ενότητας, παρουσιάζουµε το ακόλου-

ϑο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.4. ΄Εστω B = L+ U ένας συνεπώς διατεταγµένος πίνακας, ασθενά κυκλικός

µε δείκτη p. Τότε, για κάθε µιγαδική σταθερά α, β, και γ,

det{γI − αL− βU} = det{γI − (αp−1β)1/p(L+ U)}. (50)

Απόδειξη. Η απόδειξη του συγκεκριµένου ϑεωρήµατος είναι σχεδόν άµεση απόδειξη

του ορισµού 1.9. Για κάθε µιγαδική σταθερά α, β, και γ ισχύει ότι

det{γI − (αL+ βU)} =

n
∏

i=1

(γ − σi)

ή (51)

det{γI − (αp−1β)1/p(L+ U)} =
n
∏

i=1

(γ − τi)
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όπου τα σi και τi είναι αντίστοιχα, ιδιοτιµές των πινάκων αL+ βU και (αp−1β)1/p(L+U).
Στη συνέχεια, αποδεικνύουµε ότι τα σύνολα {σi}ni=1 και {τi}ni=1 ταυτίζονται.

Πράγµατι, αν το α είτε το β είναι µηδέν, τότε ο πίνακας αL+βU είναι αυστηρά τριγωνικός,

το οποίο σηµαίνει ότι κάθε σi είναι µηδέν. Για αυτή την περίπτωση, αποδεικνύεται επίσης

εύκολα, ότι και κάθε τi είναι µηδέν. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα οι δύο ορίζουσες της (51)

να είναι ίσες.

Αν, τα α και β είναι και τα δύο διαφορετικά από το µηδέν, τότε ϑέτουµε

(α/β)1/p ≡ ν.

Εποµένως µπορούµε να γράψουµε ότι

αL+ βU = (αp−1β)1/p{νL+ ν−(p−1)U}. (52)

Υπό την προϋπόθεση ότι ο πίνακας B = L+ U είναι ένας συνεπώς διατεταγµένος ασθενά

κυκλικός πίνακας µε δείκτη p, µπορούµε να ϑέσουµε ν = 1, και έτσι καταλήγουµε στο

συµπέρασµα ότι τα σύνολα ιδιοτιµών {σi}ni=1 και {τi}ni=1 ξανά ταυτίζονται, γεγονός το

οποίο αποδεικνύει ότι οι ορίζουσες της (51) είναι ξανά ίσες. Εποµένως, η απόδειξη µας

έχει ολοκληρωθεί.

Τέλος, προκειµένου να προσδιορίσουµε τη συναρτησιακή σχέση για την SOR µέθοδο,

παρουσιάζουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.5. ΄Εστω ότι ο πίνακας A της (11) είναι ένας p-κυκλικός πίνακας συνεπώς

διατεταγµένος µε µη ιδιάζοντες διαγώνιους υποπίνακες Ai,i, 1 ≤ i ≤ N . Αν ω 6= 0, λ είναι

µια µη µηδενική ιδιοτιµή του πίνακα Lω της (42) και αν ο µ ικανοποιεί την

(λ+ ω − 1)p = λp−1ωpµp, (53)

τότε η µ είναι µια ιδιοτιµή του κατά οµάδες πίνακα Jacobi B της (13). Αντίστροφα, αν µ
είναι µια ιδιοτιµή του B και το λ ικανοποιεί την (53), τότε το λ είναι µια ιδιοτιµή του Lω.

Απόδειξη. Οι ιδιοτιµές του Lω είναι οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

det{λI − Lω} = 0, (54)

αλλά καθώς ο I − ωL είναι µη ιδιάζων, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 2.2, καταλήγουµε στο

συµπέρασµα ότι η εξίσωση (54) είναι ισοδύναµη µε

det{(λ+ ω − 1)I − λωL− ωU} = 0. (55)

΄Εστω

φ(λ) ≡ det{(λ+ ω − 1)I − λωL− ωU}. (56)

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.4 και από την (56), έχουµε ότι

φ(λ) = det{(λ+ ω − 1)I − λ(p−1)/pωB}. (57)

Αφού, από την υπόθεσή µας, έχουµε ότι ο πίνακας A είναι p-κυκλικός, ϑα ισχύει ότι και

ο πίνακας B και κατά συνέπεια και ο λ(p−1)/pωB, είναι ασθενά κυκλικός µε δείκτη p.

Εποµένως εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.1 του Romanovsky προκύπτει ότι

φ(λ) = (λ+ ω − 1)m
r
∏

i=1

{(λ+ ω − 1)p − λp−1ωpµp
i }. (58)
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όπου τα µi είναι µη µηδενικά αν r > 1.

Για να αποδείξουµε το αντίστροφο του ϑεωρήµατος, ϑεωρούµε ότι µ είναι µια ιδιοτιµή

του κατά οµάδες πίνακα Jacobi B και ότι η λ ικανοποιεί την (53). Τότε, αποδεικνύεται

εύκολα ότι ένας από τους παράγοντες της φ(λ) της (58) µηδενίζεται, αποδεικνύοντας έτσι

ότι η λ είναι µια ιδιοτιµή του Lω. Αποδεικνέται έτσι το αντίστροφο του ϑεωρήµατος. Για

να αποδείξουµε το ευθύ του ϑεωρήµατος, ϑεωρούµε ότι ω 6= 0 και ότι λ µια ιδιοτιµή του

Lω, τέτοια ώστε τουλάχιστον ένας παράγοντας της (58) να µηδενίζεται. Αν µ 6= 0 και η µ
ικανοποιεί την (53), τότε (λ+ ω − 1) 6= 0. Εποµένως, προκύπτει ότι

(λ+ ω − 1)p = λp−1ωpµp
i , (59)

για κάποια i, 1 ≤ i ≤ r, όπου το µi δεν είναι µηδέν. Συνδυάζοντας την (59) µε την (53),

έχουµε ότι

λp−1ωp(µp − µp
i ) = 0 (60)

και επειδή τα λ και ω είναι µη µηδενικά, τότε µp = µp
i . Λαµβάνοντας p-οστές ϱίζες,

προκύπτει ότι

µ = µi exp
2πir/p (61)

όπου r είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος που ικανοποιεί την 0 ≤ r < p. ΄Οµως, λόγω

του ότι ο πίνακας B είναι ασθενά κυκλικός, αποδεικνύεται εύκολα από το ϑεώρηµα 2.1

του Romanovsky ότι η µ είναι επίσης µια ιδιοτιµή του B. Αποδεικνύεται έτσι το ευθύ του

ϑεωρήµατος.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη έχουµε ότι, αν ω 6= 0, τότε το λ είναι µια µη µηδενική

ιδιοτιµή του Lω και το µ = 0 ικανοποιεί την (53), τότε αρκεί να δείξουµε ότι η µ = 0
αποτελεί µια ιδιοτιµή του B. Με αυτή όµως την υπόθεση αποδεικνύεται εύκολα από την

(57) ότι φ(λ) = detB = 0, αποδεικνύοντας ότι το µ = 0 είναι µια ιδιοτιµή του B, γεγονός

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε, χωρίς απόδειξη, ένα Λήµµα από τον Young [Young] για τον

υπολογισµό των διαστηµάτων σύγκλισης µιας επαναληπτικής µεθόδου, όταν γνωρίζουµε

τη συναρτησιακή σχέση της µεθόδου αυτής.

Λήµµα 2.1. Αν b και c είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε και οι δύο ϱίζες του τριωνύµου

x2 − bx+ c = 0 (62)

είναι κατά µέτρο µικρότερες από το 1, αν και µόνο αν

|c| < 1, |b| < 1 + c. (63)

2.2.2 Προσδιορισµός ϐέλτιστων παραµέτρων

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε ένα απλό γεωµετρικό τρόπο λύσης του προβλήµατος

προσδιορισµού της ϐέλτιστης παραµέτρου ωb για την SOR µέθοδο, η οποία µεγιστοποιεί

την ασυµπτωτική ταχύτητα σύγκλισης R∞(Lω), ή ισοδύναµα

min
ω

ρ(Lω) = ρ(Lωb
). (64)

Ειδικότερα, αν οι ιδιοτιµές του Bp είναι πραγµατικές και µη αρνητικές, είναι γνωστό ότι

η ωb για την οποία ισχύει η (64) είναι µοναδική και για την ακρίβεια είναι η µοναδική

ϑετική πραγµατική ϱίζα (µικρότερη από p/(p− 1)) της εξίσωσης

(ρ(B)ωb)
p = [pp(p− 1)1−p] · (ωb − 1), (65)

όπου η ρ(B) είναι η ϕασµατική ακτίνα του αντίστοιχου κατά οµάδες πίνακα Jacobi.
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Θεώρηµα 2.6. ΄Εστω ο πίνακας A της (11) είναι ένας συνεπώς διατεταγµένος p-κυκλικός

πίνακας µε µη ιδιάζοντες διαγώνιους υποπίνακες A(i,i), 1 ≤ i ≤ N . Αν όλες οι ιδιοτιµές p-

τάξης του κατά οµάδες πίνακα Jacobi B είναι πραγµατικές, µη αρνητικές και 0 ≤ ρ(B) < 1,

τότε όταν το ωb ορίζεται από την (65), έχουµε

1. ρ(Lωb
) = (ωb − 1)(p− 1)

(66)

2. ρ(Lω) > ρ(Lωb
), για κάθε ω 6= ωb.

Επίσης, ο κατά οµάδες επαναληπτικός πίνακας Lω της SOR µεθόδου συγκλίνει για κάθε ω
που ϐρίσκεται στο διάστηµα (0, p/p− 1).

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος για την ειδική περίπτωση όπου

p = 2.

Απόδειξη. Για p = 2, η ωb µπορεί να εκφραστεί ισοδύναµα σαν

ωb =
2

1 +
√

1− ρ2(B)
= 1 +

(

ρ(B)

1 +
√

1− ρ2(B)

)2

. (67)

Για λόγους απλότητας, ϑα επαληθεύσουµε ότι η παράµετρος ωb της (67) δίνει πραγµατικά

τη λύση της (64) για την ειδική περίπτωση όπου p = 2.

Αν οι ιδιοτιµές του B2 είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί τότε γνωρίζουµε από

τον ορισµό 1.8 ότι οι µη µηδενικές ιδιοτιµές µi του B λαµβάνονται σε ± Ϲεύγη, δηλαδή αν

µi είναι µια µη µηδενική ιδιοτιµή του B, τότε ϑα είναι και η −µi. Εποµένως ισχύει ότι

−ρ(B) ≤ µi ≤ ρ(B) < 1 (68)

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 2.5, οι ιδιοτιµές λ του κατά οµάδες SOR πίνακα και οι ιδιοτιµές

µ του κατά οµάδες πίνακα Jacobi σχετίζονται µε την

(λ+ ω − 1)2 = λω2µ2, (69)

οπότε από τη στιγµή που γνωρίζουµε τη συναρτησιακή σχέση µπορούµε να προσδιορίσου-

µε τη ϐέλτιστη παράµετρο ωb. Παίρνοντας τετραγωνικές ϱίζες στην (69), λαµβάνουµε για

ω 6= 0 ότι
λ+ ω − 1

ω
= ±λ1/2µ. (70)

Στη συνέχεια ορίζουµε τις συναρτήσεις

gω(λ) =
λ+ ω − 1

ω
, ω 6= 0, (71)

και

m(λ) = λ1/2µ, 0 ≤ µ ≤ ρ(B) < 1, (72)

όπου η gω(λ) είναι µια ευθεία γραµµή που διέρχεται από το σηµείο (1,1) και της οποίας

η κλίση ϕθίνει όσο αυξάνει το ω. Ο λόγος για τον οποίο η κλίση ϕθίνει όσο αυξάνει το ω
οφείλεται στο γεγονός ότι αφού για τη γωνία θ που σχηµατίζεται µεταξύ της ευθείας και

του άξονα Oλ έχουµε ότι tan θ = 1/ω ϑα ισχύει ότι όσο το ω ϑα µεγαλώνει, η γωνία θ ϑα

µικραίνει. Μπορούµε επίσης να παρατηρήσουµε εύκολα ότι η (70) µπορεί να αναπαρα-

σταθεί γεωµετρικά σαν το σηµείο τοµής των καµπύλων gω(λ) και ±m(λ), όπως ϕαίνεται
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(1,1)

gω(λ)

m(λ)

−m(λ)

λ

gω̃(λ)

y

λ̃

θ

Σχήµα 17: Γραφική παράσταση των gω(λ), gω̃(λ) και m(λ) στην περίπτωση που οι ϱίζες

της (69) είναι πραγµατικές.

στο σχήµα 16. Αποδεικνύεται επίσης εύκολα ότι η µεγαλύτερη τετµηµένη δηλαδή η ϕα-

σµατική ακτίνα που είναι η µεγαλύτερη κατ΄ απόλυτη τιµή ιδιοτιµή των δύο σηµείων τοµής

ϕθίνει όσο αυξάνει το ω µέχρι η ευθεία gω(λ) να εφάπτεται στην παραβολή m(λ). Αυτό

είναι λογικό να συµβαίνει γιατί αφού µικραίνει η γωνία κλίσης µικραίνει και η µεγαλύτερη

τετµηµένη όσο αυξάνει το ω. Αυτό συµβαίνει όταν

ω̃ =
2

1 +
√

1− µ2
(73)

και η τετµηµένη λ̃ = ω̃ − 1, όπου τα ω̃ και λ̃, προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος

της παραβολής και της εφαπτοµένης της παραβολής (ϐλ. παράρτηµα).

Για ω > ω̃, το οποίο συµβαίνει όταν η διακρίνουσα της (69) είναι αρνητική, έχουµε ότι

η (69) έχει µιγαδικές συζυγείς ϱίζες µε µέτρο ω − 1, το οποίο αυξάνει κατά µέτρο όσο

αυξάνει το ω. Με άλλα λόγια µπορούµε να πούµε ότι η ϕασµατική ακτίνα είναι µια

αύξουσα συνάρτηση ως προς ω σε αυτό το διάστηµα. Εποµένως, για µια σταθερή τιµή µ
του B, η τιµή του ω που ελαχιστοποιεί τη ϱίζα της µεγαλύτερης κατά µέτρο ιδιοτιµής είναι

η ω̃, γιατί τη στιγµή που η ϕασµατική ακτίνα είναι µια ϕθίνουσα συνάρτηση ως προς ω
για 0 < ω < ω̃ και αύξουσα όταν ω̃ < ω < 2 ϑα ισχύει ότι ϑα παίρνει την ελάχιστη τιµή

της όταν ω = ω̃.

Συνεχίζοντας παρατηρούµε ότι η καµπύλη ±m(λ) = ±λ1/2ρ(B) είναι ένας ϕάκελος για

όλες τις ευθείες ±λ1/2µ, 0 ≤ µ ≤ ρ(B) και δεδοµένου ότι ισχύει η

ρ(Lωb
) = max

µ
{min

ω
(Lω)}, (74)

συµπεραίνουµε ότι

ρ(Lωb
) = ωb − 1, (75)
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όπου το ωb δίνεται από την (67).

Παράρτηµα

Η εξίσωση εφαπτοµένης της παραβολής δίνεται από την

y − y0 = m′(λ0)(λ− λ0) (76)

όπου

m′(λ0) = ± µ

2
√
λ0

(77)

Αφού η gω(λ) διέρχεται από το (1,1), το σηµείο αυτό ϑα επαληθεύει την (76), οπότε από

τις (76) και (77) προκύπτει ότι

1− y0 = ± µ

2
√
λ0

(1− λ0). (78)

Ισχύει επίσης ότι

y0 =
λ0 + ω − 1

ω
(79)

αφού η gω(λ) περιστρέφεται µέχρις ότου να περάσει από το σηµείο επαφής. Λύνοντας το

σύστηµα των (78) και (79) ϐρίσκουµε το σηµείο επαφής

(λ0, y0) =

(

ω2µ2

4
,
ω2µ2 + 4ω − 4

4ω

)

. (80)

Το σηµείο αυτό ϑα επαληθεύει την παραβολή, οπότε από την (70) έχουµε ότι y0 = ±
√
λ0µ

και λόγω της (80) προκύπτει

ω̃ =
2

1 +
√

1− µ2
και ω̂ =

2

1−
√

1− µ2
(81)

Παρατηρούµε ότι

ω̃ < ω̂, (82)

όπου 0 < ω̃ < 2 < ω̂. Επίσης επειδή η λ0, όπως δίνεται από την (80), είναι µια αύξουσα

συνάρτηση ως προς ω, ϑα ισχύει λόγω της (82) ότι λ0(ω̃) < λ0(ω̂), δηλαδή λ̃0 = λ0(ω̃) =
ω̃ − 1.

3 Ιστορική αναδροµή και Πρόσφατη έρευνα

Οι πρώτες επαναληπτικές µέθοδοι που ανακαλύφθηκαν είναι η µέθοδος του Jacobi

(1824) και αργότερα η µέθοδος των Gauss­Seidel (1848). Μετά από περίπου 100 χρόνια

ανακαλύφθηκε η δηµοφιλής Successive Overrelaxation (SOR) που αναφέραµε παραπάνω

και 10 χρόνια αργότερα η συµµετρική εκδοχή της Symmetric Successive Overrelaxation

(SSOR). Οι µέθοδοι αυτές εισάγουν µια παράµετρο ω της οποίας ο ϱόλος είναι η ελαχι-

στοποίηση της ϕασµατικής ακτίνας, της µεγαλύτερης κατά µέτρο ιδιοτιµής, του επαναλη-

πτικού πίνακα. Το σηµαντικό αποτέλεσµα της ανάλυσης της σύγκλισης της SOR ήταν η

εύρεση της ϐέλτιστης τιµής της παραµέτρου ω για την οποία η ϕασµατική ακτίνα γίνεται

ελάχιστη και κατά συνέπεια η ταχύτητα σύγκλισης της επαναληπτικής µεθόδου γίνεται

µέγιστη και καλύτερη κατά µία τάξη µεγέθους από την GS µέθοδο. Το αποτέλεσµα αυτό
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ϐρέθηκε από τον [Young] (1952) και παρουσιάστηκε για πρώτη ϕορά στη διατριβή του. Η

όλη ϑεωρία αναπτύχθηκε για συστήµατα των οποίων ο πίνακας συντελεστών των αγνώστων

είναι δικυκλικός. ΄Ηδη, λοιπόν, από το 1952 ήταν γνωστό ότι η εισαγωγή παραµέτρων

στις επαναληπτικές µεθόδους έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της ταχύτητας σύγκλισής

τους. Ωστόσο, η έρευνα κατευθύνθηκε προς την ανάπτυξη άλλων επαναληπτικών µεθόδων

που ϐασίζονταν στην ορθογωνιότητα διανυσµάτων για την επίλυση γενικότερων γραµµικών

συστηµάτων. ΄Ενας εκπρόσωπος των µεθόδων αυτών είναι η µέθοδος Conjugate Gradient

(CG).

Στην [LM1] µελετάται αρχικά η Preconditioned Simultaneous Displacement (PSD) µέθο-

δος, η οποία προτάθηκε το 1980 και αποτελεί γενίκευση της SSOR για την αριθµητική

επίλυση γραµµικών συστηµάτων των οποίων ο πίνακας συντελεστών των αγνώστων είναι

δικυκλικός. Για τη µελέτη της σύγκλισης της PSD µεθόδου ήταν απαραίτητη η εύρεση

της συναρτησιακής σχέσης που συνδέει τις ιδιοτιµές του πίνακα προσυνθήκης της PSD

µεθόδου µε αυτές του επαναληπτικού πίνακα Jacobi. Ειδικότερα, προσδιορίστηκαν οι

συνθήκες σύγκλισης και οι ϐέλτιστες τιµές των παραµέτρων ώστε να επιτυγχάνεται η ϐέλ-

τιστη ταχύτητα σύγκλισής της, στην περίπτωση όπου ο επαναληπτικός πίνακας Jacobi

είναι ασθενώς κυκλικός και οι ιδιοτιµές του είναι είτε όλες πραγµατικές ¨πραγµατική πε-

ϱίπτωση¨ είτε όλες ϕανταστικές ¨φανταστική περίπτωση¨. Από τη µελέτη της σύγκλισης

της PSD µεθόδου αποδεικνύεται ότι η ταχύτητα σύγκλισής της είναι µεγαλύτερη από εκεί-

νη της SSOR µεθόδου. Ειδικά στη ¨φανταστική περίπτωση¨ η σύγκλισή της ϐελτιώνεται

κατά µια τάξη µεγέθους. Αυτό το αποτέλεσµα είναι αρκετά ενθαρρυντικό για τη µελέτη

της µεθόδου στην περίπτωση που ο πίνακας Jacobi έχει µιγαδικές ιδιοτιµές (¨µιγαδική

περίπτωση¨). Σε µια προσπάθεια περαιτέρω αύξησης της ταχύτητας σύγκλισης της PSD

µεθόδου, εισήχθησαν περισσότερες παράµετροι. Η νέα µέθοδος που δηµιουργήθηκε ονο-

µάστηκε Modified PSD (MPSD). Κάτω από τις ίδιες υποθέσεις µελετήθηκε η σύγκλιση της

MPSD µεθόδου [LM2].

Το κύριο αποτέλεσµα της ανάλυσης αυτής είναι ότι η MPSD µέθοδος καθίσταται ισοδύ-

ναµη µε την Modified SOR (MSOR) µέθοδο για τις ϐέλτιστες τιµές των παραµέτρων τους.

Σε σύγκριση µε την αντίστοιχή της Modified SSOR αποδεικνύεται ότι συγκλίνει πολύ πιο

γρήγορα. Επίσης, συγκρινόµενη µε την κλασική SOR µέθοδο επιτυγχάνει µεγαλύτερη

ταχύτητα σύγκλισης. Μάλιστα, στην περίπτωση που η µικρότερη κατά µέτρο ιδιοτιµή του

πίνακα του Jacobi αυξάνεται, η ταχύτητα σύγκλισης της MPSD αυξάνεται ενώ της SOR

παραµένει σταθερή.

Τα τελευταία χρόνια, πολλοί ερευνητές έχουν ασχοληθεί µε το πρόβληµα του σαγµατι-

κού σηµείου το οποίο καταλήγει στην επίλυση ενός επαυξηµένου γραµµικού συστήµατος.

Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα προβλήµατα αυτά εµφανίζονται σε πολλές επιστηµο-

νικές εφαρµογές. Για παράδειγµα, προβλήµατα δυναµικής των ϱευστών, προβλήµατα

ϐελτιστοποίησης µε περιορισµούς, προβλήµατα ανακατασκευής εικόνας, προσεγγιστικά

προβλήµατα πεπερασµένων στοιχείων ελλειπτικών Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων κ.α.

Οι πιο παλιές και γνωστές επαναληπτικές µέθοδοι που έχουν µελετηθεί για την αριθµητι-

κή επίλυση ενός επαυξηµένου γραµµικού συστήµατος είναι οι Uzawa και Preconditioned

Uzawa µέθοδοι οι οποίες είναι ειδικές περιπτώσεις της SOR­like µεθόδου. Το 2005, µε-

λετήθηκε η Generalized SOR (GSOR) µέθοδος, η οποία ϐελτίωσε την ταχύτητα σύγκλισης

της SOR­like µεθόδου εισάγοντας µια επιπλέον παράµετρο.

Στην [LM3] µελετάται η ανάλυση σύγκλισης των Generalized Modified Extrapolated SOR

(GMESOR) και Generalized Modified Preconditioned Simultaneous Displacement (GMPSD)

µεθόδων για την αριθµητική επίλυση επαυξηµένων γραµµικών συστηµάτων. Για τη µε-
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λέτη σύγκλισης των µεθόδων αυτών ήταν απαραίτητη η εύρεση συναρτησιακών σχέσεων

που συνδέουν τις ιδιοτιµές των επαναληπτικών πινάκων των µεθόδων αυτών µε αυτές του

ειδικού πίνακα J . Για την µελέτη τους έγινε η υπόθεση ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα J είναι

πραγµατικές και ϑετικές και ϐρέθηκαν ικανές συνθήκες σύγκλισης των δύο µεθόδων. Ε-

πιπλέον, παρουσιάζεται µια γεωµετρική προσέγγιση για τον προσδιορισµό των ϐέλτιστων

τιµών των παραµέτρων τους, η οποία στηρίζεται στην ανάλυση του [Var1] που αναφέραµε

στην προηγούµενη παράγραφο, έτσι ώστε οι µέθοδοι αυτές να αποκτούν τη ϐέλτιστη ταχύ-

τητα σύγκλισης. Το κύριο αποτέλεσµα της ανάλυσης αυτής είναι ότι όλες αυτές οι µέθοδοι

έχουν την ίδια ταχύτητα σύγκλισης και µικρότερη πολυπλοκότητα από την Preconditioned

Conjugate Gradient (PCG) µέθοδο. Το τελευταίο αυτό αποτέλεσµα είναι σηµαντικό διότι

αποδεικνύει ότι η εισαγωγή παραµέτρων σε µια επαναληπτική µέθοδο επιφέρει την ίδια

αύξηση της ταχύτητας σύγκλισης µε την Conjugate Gradient (CG) µέθοδο.
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