
ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ

Νιφάδες του Von Koch



ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ

Εργαλείο ορισµού ενός τύπου
Αλγοριθµική µέθοδος
Τεχνική προγραµµατισµού

• πιο αισθητική
• πιο φυσική
• πιο ισχυρή



Divide And Conquer

• ∆ιαίρεση του προβλήµατος σε µικρότερα 
προβλήµατα 

• Επίλυση των µικροτέρων προβληµάτων

• Συνδυασµός λύσεων για την εύρεση της αρχικής 
λύσης



Merge Sort

• Divide: πίνακας µε n στοιχεία 2 
υποπίνακες µε και στοιχεία

• Conquer: ταξινόµησε τους δυο υποπίνακες
αναδροµικά µε Merge Sort

• Combine: Merge τους δυο ταξινοµηµένους 
πίνακες

/ 2n / 2n



Merge Sort (*****)

• MergeSort (A,l,r)
If l<r then q =

MergeSort (A,l,q)
MergeSort (A,q+1,r)
Merge (A,l,q,r) 

end if
Παράδειγµα: Α 6 9 2 7 4 5 8

( ) / 2l r+



Α: 61 92 23 74 45 56 87

MergeSort(1,7)

(1,4)                                (5,7)

(1,2)                  (3,4)                      (5,6)                 (7,7)

(1,1)        (2,2)         (3,3)        (4,4)         (5,5)  (6,6)

2 6 7 9 || 4 5 8
2 6 7 9 || 8 5 4   2 4 5 6 7 8 9



Merge 2 ταξ/νες ακολουθίες
Merge (A,l,q,r)

όρισε πίνακες a[1..q-l+2] και b[1..r-q+1]
for i=1 to q-l+1 do a[i]=A[l+i-1]
for j=1 to r-q do b[j]=A[q+j]
a[q-l+2]= ; b[r-q+1]=
i=1; j=1;
for k=l to r do

if a[i] <= b[j] then A[k]=a[i]; i=i+1
else A[k]=b[j]; j=j+1

Παράδειγµα: A: 2 6 7 9 4 5 8 (είσοδος), a: 2 6 7 9
b: 4 5 8

A: 2 4 5 6 7 8 9 (έξοδος)
Πολυπλοκότητα: Ο(n)

∞

∞

∞

∞



Πολυπλοκότητα MergeSort

• T(n)= Θ(1) if n=1

• T(n)=2T(n/2)+Θ(n) if n>1

• Θ(n log n)



Γενική περίπτωση

MergeSort: a = b= 2, d(n) = Θ(n)

1 αν n=1
T(n) = 

aT(n/b) + d(n) 

(n=bk , αν όχι τότε upper bound της 
T(n))



Επίλυση της Γενικής περίπτωσης ( Substitution method )

Γενική µορφή στο i βήµα: T(n/bi) = a T(n/bi+1) + d(n/bi)

T(n) = aT(n/b) + d(n)

= a[aT(n/b2) + d(n/b)] + d(n) 

= a2T(n/b2) + ad(n/b) + d(n)

= a2[aT(n/b3) +d(n/b2)] +ad(n/b) +d(n)

= a3T(n/b3) + a2d(n/b2) + ad(n/b) + d(n)
= …………………………..

i-1

= aiT(n/bi) +  Σajd(n/bj)
j=0



i-1

T(n) =  aiT(n/bi)  +    Σajd(n/bj)
j=0

Αν υποθέσουµε n=bk ⇒T(n/bk) = T(1) =1. Για i=k 
έχουµε:

k-1

T(n) = ak + Σajd(bk-j)
j=0

Επίσης k=logbn και εποµένως ak=alogbn=nlogba

(constant power)

Επίλυση της Γενικής περίπτωσης ( Substitution method )



Ειδική περίπτωση: Mergesort

k-1 k-1

T(n) = ak +   Σajd(bk-j) = nlogba + Σajd(bk-j)
j=0 j=0

d(n) = (n-1), a=b=2 :

k-1                                     k-1

T(n) = n +   Σ2j(2k-j-1) = n + Σ2k-2j = n + 2k k-(2k-1)/(2-1)
j=0 j=0

= n+nlogn –n +1
= nlogn + 1



• 3 στύλοι: 1, 2, 3
• n δίσκοι στο στύλο 1, σχηµατίζοντες κώνο

Να µεταφερθούν όλοι από τον 1 στον 3
µόνο ένα δίσκο κάθε φορά
να µην είναι ποτέ ένας µικρός κάτω από ένα 
µεγαλύτερο

Οι πύργοι του Hanoi



• Αν n ≤1→ok
• Εστω το πρόβληµα έχει λυθεί για n-1 δίσκους, από

i στο j
Λύση για n δίσκους (από i → j)

1. Μεταφέρουµε τους n-1 δίσκους από τον i στον
κ = 6-(i+j)

2. Παίρνουµε το µεγάλο δίσκο από τον i και τον
τοποθετούµε στον j

3. Μεταφέρουµε τους n-1 δίσκους από τον κ στον j

Οι πύργοι του Hanoi: Αλγόριθµος 



Hanoi(n-1,i,6-(i+j)

1                         2                        3

1                          2                        3

Από i→j



1                         2                        3

Hanoi(n-1,6-(i+j),j)

1                    2                          3



Hanoi(n:integer; i, j:integer);

if n >0 then
Hanoi(n-1,i,6-(i+j))
Μετέφερε 1 δίσκο απο τον i στον j
Hanoi(n-1, 6-(i+j), j)

endif
***

Οι πύργοι του Hanoi: Αλγόριθµος



Πύργοι του Hanoi
Πολυπλοκότητα:

Τn=2Tn-1+1    (n ≥1)
Τ0=0

Τn=2Tn-1+1     (×20)
Τn-1=2Tn-2+1     (×21)
Τn-2=2Tn-3+1     (×22)
….
Τ2=2T1+1    (×2n-2)
Τ1=2T0+1    (×2n-1)
Tn=2nT0+(1+…+2n-1)              µέθοδος των αθροιζοµένων
Tn=2n×0+(2n -1)/(2-1)⇒ Τn=2n –1, n ≥0 παραγόντων



a(n)Tn=b(n) Tn-1+c(n)

T0 σταθερά και
a, b, c συναρτήσεις του n

Γενική περίπτωση Αναδροµής



Ασκηση:
T (n)=Τ(n-1) + 2, T(1)=1

T(n)=2+T(n-1)
=2+2+T(n-2)

…………..
…………..

=2+…+2+T(1)
n-1 φορές

Τ(n)=(n-1)2+1≤2n

T(n) = Θ(n)


