
Πότε εφαρµόζεται;
Σε προβλήµατα µε:
• Βέλτιστη υπο-δοµή: η βέλτιστη λύση του 
προβλήµατος συνίσταται από βέλτιστες λύσεις 
υπο-προβληµάτων
«Κάθε υπο-πολιτική µιας βέλτιστης πολιτικής 
είναι η ίδια βέλτιστη»

• Επικαλυπτόµενα υποπροβλήµατα: λίγα 
συνολικά υπο-προβλήµατα, πολλά αναδροµικά 
στιγµιότυπα του καθενός 

∆υναµικός Προγραµµατισµός



Πως;
• Ορισµός υπο-προβληµάτων
• Σύνδεση της βέλτιστης λύσης µε τις βέλτιστες 
λύσεις µέσω µιας αναδροµικής σχέσης

• Κατασκευή ενός πίνακα από λυµένα υπο-
προβλήµατα που χρησιµοποιούνται για την
επίλυση των µεγαλύτερων

• Εύρεση της τιµής της λύσης από τα κάτω προς τα
πάνω

• Κατασκευή της δοµής της λύσης από πάνω προς
τα κάτω

Βασική προσέγγιση



Παράδειγµα χωρίς κύκλο - dag
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Παράδειγµα χωρίς κύκλο
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Συντοµότερα µονοπάτια σε DAGs - υποπροβλήµατα
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Τοπολογική ταξινόµηση: Sorted[i],Layer[i]
Initialization V to ∞; Initialization P to 
0; 
V[s] := 0; P[s] := 0;
for all successors of s

V[x] := Wsx

for i := 1 to N
---
---

endfor

Αλγόριθµος Bellman για DAGs



for i := 1 to N
x := Sorted[i]
if Layer[x] > Layer[s] then
for each successor y of x such that 

V[x]+W(x,y)<V[y]
V[y] := V[x] + W(x,y)
P[y] := x

endfor
endif

endfor

Αλγόριθµος Bellman για DAGs



• Κωδικοποίηση: Λίστες γειτνίασης
• Topological Sort: Ο(m)
• Συνολική πολυπλοκότητα: Ο(m)

– Τροποποίηση για εύρεση µέγιστου µονοπατιού 
σε DAGs

– Εφαρµογές στο Χρονοπρογραµµατισµό
(Scheduling)

Πολυπλοκότητα Bellman για DAGs



Scheduling και µέγιστα µονοπάτια

Ένα σύνολο Χ από Ν εργασίες µε γνωστή διάρκεια Pi (i =1, …, N)
που ορίζουν ένα Project που πρόκειται να εκτελεσθεί κάτω από 
περιορισµούς προτεραιότητας, θέλουµε να αποπερατωθεί στον 
ελάχιστο χρόνο.

→ Γράφος σταθµισµένος G = (X, A, P)
→ X οι εργασίες

→ (i, j) ∈ Α ενώνει την εργασία i µε την εργασία j αν h i πρέπει
να τελειώσει πριν αρχίσει η εργασία j.

→ βάρος(i, j) = Pi = ελάχιστη διάρκεια που χωρίζει τους χρόνους
έναρξης των δύο εργασιών.



Scheduling και µέγιστα µονοπάτια 
(παράδειγµα)
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• G χωρίς κύκλο → διαίρεση σε επίπεδα σε Ο(m) µε m = |A|

• ti = ελάχιστος χρόνος έναρξης της εργασίας i



Scheduling και µέγιστα µονοπάτια

• Πρόσθεση δύο πλασµατικών εργασιών a και w διάρκειας 0

• Προσθέτουµε τόξα µε βάρη µηδέν:

• Προσθέτουµε τόξα µε βάρη Pi:

∅=Γ∀ − )(|),,( 1 ιiia

∅=Γ∀ )(|),,( ιiwi

Το πρόβληµα ανάγεται στην 
ελαχιστοποίηση του tw



Scheduling και µέγιστα µονοπάτια

→ Μια εργασία ∆ΕΝ µπορεί να αρχίσει παρά µόνο αν όλες οι 
προηγούµενές της έχουν τελειώσει.

1

2

4

3 7

5 10

6 8 9

7

7

7

3

8

8

8

15 1 3

16 19

2

1

157 10

2

21

1

1

1

150
w

0 1
a

0 22

→ Εύρεση µονοπατιού µέγιστης διάρκειας από a προς i.   
(Critical Path)



Αλγόριθµος (Critical Path)
Init V µε -∞
V[a] := 0
P[a] := a
for i := 1 to N

x := Sorted[i]
for all successors y of x such that V[x]+W[x,y]>V[y]

V[y] := V[x] + W(x, y)
P[y] := x

endfor
endfor

⇒ Πολυπλοκότητα Ο(m)




