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Εισαγωγή

Η έννοια του αλγορίθµου είναι ϑεµελιώδης στον χώρο της επιστήµης των

υπολογιστών.

Wirth: ∆οµές ∆εδοµένων + Αλγόριθµοι = Προγράµµατα

Προβλήµατα

Η αποκωδικοποίηση του ανθρωπίνου DNA

Στο διαδίκτυο, του οποίου το ολοένα και αυξανόµενο µέγεθος δηµιουργεί

προβλήµατα στον εντοπισµό της χρήσιµης πληροφορίας.

Στο ηλεκτρονικό εµπόριο και γενικότερα στην επικοινωνία µέσω διαδικτύου.

Στον εµπορικό κόσµο, η επιλογή στρατηγικών αποτελεί ένα περίπλοκο

πρόβληµα.

α. δροµολόγησης σε µια αεροπορική εταιρεία,

ϐ. του σχεδιασµού οδικών αξόνων,
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Εισαγωγή

Τι είναι όµως ένας αλγόριθµος;

Πως ξεχωρίζουµε έναν καλό από έναν κακό αλγόριθµο;

Πότε µπορούµε να κρίνουµε ότι ένας αλγόριθµος είναι ικανοποιητικός;

Πως κατασκευάζονται αποδοτικοί αλγόριθµοι ;

Πως µπορούµε να εφαρµόζουµε έξυπνες αλγοριθµικές ιδέες στα

προβλήµατα που αντιµετωπίζουµε;
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Ανάλυση Αλγορίθµων

΄Ενας αλγόριθµος είναι µια υπολογιστική διαδικασία που παίρνει µία ή

περισσότερες τιµές σαν είσοδο και παράγει µία ή περισσότερες τιµές σαν

έξοδο. ΄Ετσι ένας αλγόριθµος είναι µία ακολουθία υπολογιστικών ϐηµάτων που

µετασχηµατίζει την είσοδο σε έξοδο.

1 Να είναι πεπερασµένος.

2 Να είναι επακριβώς ορισµένος.

3 Να είναι ορθός.

Μία διαδικασία που έχει όλα τα χαρακτηριστικά που αναπτύξαµε αλλά δεν είναι

σίγουρο αν είναι πεπερασµένη, ονοµάζεται υπολογιστική µέθοδος.
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Ανάλυση Αλγορίθµων

Επιπρόσθετα δεν σηµαίνει ότι κάθε αλγόριθµος µπορεί να

προγραµµατιστεί, δηλαδή µια καλά ορισµένη αλγοριθµική διαδικασία δεν

είναι απαραίτητο ότι είναι προγραµµατίσιµη.

Χάριν απλότητας ϑα εννοήσουµε ταυτόσηµες τις έννοιες αλγόριθµος και

πρόγραµµα.

΄Ενα πρόγραµµα ϑα είναι χρήσιµο, αν εκτελείται σε

’λογικό’ χρόνο

δεσµεύει ’λογικό’ χώρο µνήµης

Πολυπλοκότητα χρόνου

Πολυπλοκότητα χώρου
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Ανάλυση Αλγορίθµων

Η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθµου εκφράζεται σαν συνάρτηση της διάστασης

του υπό µελέτη προβλήµατος. Η διάσταση του προβλήµατος είναι το πλήθος των

ατοµικών δεδοµένων για επεξεργασία.

παράδειγµα

το πλήθος των στοιχείων µιας ακολουθίας

το πλήθος των στοιχείων ενός πίνακα

το πλήθος των bits ενός αριθµού
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Το πρόβληµα της Αναζήτησης

∆ίνεται µια ακολουθία n στοιχείων S = (a1,a2, . . . ,an) και ένα στοιχείο x. Είναι

το x µέλος του S και αν ναι σε ποια ϑέση;

Σειριακή Αναζήτηση (S, x)
1. i = 1

2. while i 6= n + 1 and ai 6= x do

3. i = i + 1

4. end while

5. if i > n

6. return −1

7. else

8. return i

9. end if

Σχήµα: Αλγόριθµος αναζήτησης ενός στοιχείου x σε µονοδιάστατο πίνακα S.
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Το πρόβληµα της Αναζήτησης

Αν το x είναι το πρώτο στοιχείο της ακολουθίας, τότε ϑα κάνει 3 συγκρίσεις

και µία καταχώρηση

Αν το x είναι το δεύτερο στοιχείο της ακολουθίας, τότε ϑα κάνει 5

συγκρίσεις και 3 καταχωρήσεις

Αν είναι το i-οστό στοιχείο ϑα κάνει 2i + 1 συγκρίσεις και i + 1

καταχωρήσεις.
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Το πρόβληµα της Αναζήτησης

Αν Dn το σύνολο των διαφορετικών εισόδων στο πρόβληµα και d ∈ Dn µια

είσοδό του

Πολυπλοκότητα στην ϐέλτιστη περίπτωση:

Cβπ(n) = min{κόστος(d), d ∈ Dn}

Πολυπλοκότητα στην χείριστη περίπτωση:

Cχπ(n) = max{κόστος(d), d ∈ Dn}

Πολυπλοκότητα κατά µέσο όρο:

Cµo(n) =
∑

d∈Dn
p(d) κόστος(d)

Για κάθε δυνατή είσοδο d ∈ Dn που δίνεται µε πιθανότητα p(d)
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Το πρόβληµα της Αναζήτησης

Παράδειγµα

∆ίνεται η ταξινοµηµένη ακολουθία 1, . . . , n και σαν στοιχείο προς εξερεύνηση

µας δίνεται ισοπίθανα ένα από τα {1, 2, . . . , 2n}.

Cµo(n) =
1

2n
3 +

1

2n
5 + . . . +

1

2n
(2n + 1) +

n

2n
(2n + 3)

=
1

2n

n
∑

i=1

(2i + 1) +
2n + 3

2
=

3n + 5

2

Τότε όσον αφορά τις συγκρίσεις είναι στοιχειώδης πράξη,

ο αλγόριθµος έχει 3 στην ϐέλτιστη

2n + 3 στην χείριστη

και περίπου 1.5n κατά µέσο όρο.
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Εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων

΄Εστω a = (ai),b = (bi) διανύσµατα του Rn. Ζητείται το εσωτερικό γινόµενο

αυτών.

Εσωτερικό Γινόµενο (a,b)
1. sp = 0

2. for i = 1 to n do

3. sp = sp + aibi

4. end for

5. return sp

Σχήµα: Υπολογισµός του εσωτερικού γινοµένου δύο ίσης διάστασης διανυσµάτων a και

b.
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Εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων

Ανεξάρτητα από τους αριθµούς των ακολουθιών διανυσµάτων

Cβπ(n) = Cχπ(n) = Cµo(n) = n

∆εν απαιτείται η καταµέτρηση όλων των διαφορετικών τύπων πράξεων

Αρκεί η υπολογιστικά ϐαρύτερη πράξη
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Ασυµπτωτική Πολυπλοκότητα

΄Εστω ένα πρόβληµα µε διάσταση n (π.χ. η αναζήτηση σε µια ακολουθία) και

έστω και δύο αλγόριθµοι που το λύνουν, ο A µε πολυπλοκότητα 100n και ο B µε

πολυπλοκότητα n2. Θεωρώντας σαν καλύτερο αυτόν που κάνει λιγότερες

πράξεις για την ίδια είσοδο µπορούµε να διακρίνουµε τρεις περιπτώσεις

ανάλογα µε το n

n :











= 100 Οι Α,Β έχουν ίδια πολυπλοκότητα

< 100 Ο Β είναι αποδοτικότερος από τον Α

> 100 Ο Α είναι αποδοτικότερός από τον Β
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Ασυµπτωτική Πολυπλοκότητα

Παρατηρήσεις

Παρατηρούµε ότι µετά από ένα κατώφλι, όσο το n γίνεται µεγαλύτερο τόσο

ο αλγόριθµος A γίνεται καλύτερος του B.

ο ϱυθµός µε τον οποίο γίνεται ο A καλύτερος του B αυξάνει γραµµικά σε

σχέση µε το n

Για n = 1000 ο αλγόριθµος A εκτελείται σε 100n× 10−6 = 0.1

δευτερόλεπτα και ο B σε n2 × 10−6 = 1 δευτερόλεπτο, δηλαδή είναι 10

ϕορές πιο αργός. Για n = 10000 ο Β είναι 100 ϕορές πιο αργός, κ.ο.κ.
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Ασυµπτωτική Πολυπλοκότητα

Συµπέρασµα

΄Αρα όσο αυξάνει το n τόσο η διαφορά της αποδοτικότητας γίνεται µεγάλη. Μας

ενδιαφέρει τι γίνεται για µεγάλες διαστάσεις δεδοµένων µετά από ένα κατώφλι

η τάξη της συνάρτησης πολυπλοκότητας είναι αυτή που καθορίζει την

αποδοτικότητα του αλγορίθµου

f(n) = O(g(n)) αν υπάρχουν c > 0, n0 ≥ 0 έτσι ώστε f(n) ≤ cg(n) για

κάθε n ≥ n0

f(n) = Ω(g(n)) αν υπάρχουν c > 0, n0 ≥ 0 έτσι ώστε f(n) ≥ cg(n) για

κάθε n ≥ n0

f(n) = Θ(g(n)) αν υπάρχουν c1, c2 > 0, n0 ≥ 0 έτσι ώστε

0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n) για κάθε n ≥ n0.

Εναλλακτικά, αν f(n) = O(g(n)) και f(n) = Ω(g(n)), τότε f(n) = Θ(g(n))
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Ασυµπτωτική Πολυπλοκότητα

f(n)

f(n)

f(n)

cg(n)

cg(n)

c1g(n)

c2g(n)

f(n) = O(g(n)) f(n) = Ω(g(n))

f(n) = Θ(g(n))

n0

n0

n0

T T

T

n

n

n

Σχήµα: Γραφική Απεικόνιση των συµβολισµών O,Ω,Θ
Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής () Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα 19 Φεβρουαρίου 2019 19 / 53



Ασυµπτωτική Πολυπλοκότητα

Τα O(g(n)), Ω(g(n)), Θ(g(n)) είναι σύνολα συναρτήσεων.

Στην πραγµατικότητα δηλαδή, έχουµε ότι f(n) ∈ O(g(n)), f(n) ∈ Ω(g(n)) ή

f(n) ∈ Θ(g(n)) αλλά έχει επικρατήσει ο συµβολισµός της ισότητας. Η ισότητα

είναι καθαρά συµβολισµός.

Ασυµπτωτική συµπεριφορά της συνάρτησης πολυπλοκότητας

f(n) = 3n2 − 100n + 6:

3n2 − 100n + 6 = O(n2) αφού 3n2 − 100n + 6 ≤ 3n2 για n > 0.

3n2 − 100n + 6 = O(n3) αφού 3n2 − 100n + 6 ≤ n3 για n > 0.

3n2 − 100n + 6 6= O(n) αφού ∄c : 3n2 − 100n + 6 ≤ cn για n ≥ n0.

3n2 − 100n + 6 = Ω(n2) αφού 3n2 − 100n + 6 ≥ 2.99n2 για n ≥ 104.

3n2 − 100n + 6 = Ω(n) αφού 3n2 − 100n + 6 ≥ (101010

)n για n ≥ 101010

.

3n2 − 100n + 6 6= Ω(n3) αφού ∄c : 3n2 − 100n + 6 ≥ cn3 για n ≥ n0.

3n2 − 100n + 6 = Θ(n2) αφού 3n2 − 100n + 6 = Ω(n2) και

3n2 − 100n + 6 = O(n2)
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Ασυµπτωτική Πολυπλοκότητα

Ασυµπτωτικά σύµβολα που ορίζουν ότι τα ϕράγµατα είναι αυστηρά:

f(n) = o(g(n)) αν για κάθε c > 0, υπάρχει n0 ≥ 0 έτσι ώστε

f(n) < cg(n) για κάθε n ≥ n0

f(n) = ω(g(n)) αν για κάθε c > 0, υπάρχει n0 ≥ 0 έτσι ώστε

f(n) > cg(n) για κάθε n ≥ n0

Για παράδειγµα n2 + n− 1 = O(n2) = o(n3) 6= o(n2).
΄Οταν f(n) = o(g(n)) έχουµε ότι η f(n) είναι αµελητέα σε σχέση µε την g(n).
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Κλάσεις Πολυπλοκότητας

΄Εστω ένα πρόβληµα Π και τέσσερις αλγόριθµοι A, B,C,D που το λύνουν µε

αντίστοιχες συναρτήσεις πολυπλοκότητας TA(n) = O(n), TB(n) = O(n2),
TC(n) = O(n3) και TD(n) = 2n.

TA(n)

TB(n)
TC(n)

TD(n)

T(n)

n

Σχήµα: Αύξηση πολυπλοκότητας µε την αύξηση του µεγέθους του προβλήµατος για 4

διαφορετικούς αλγορίθµους
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Κλάσεις Πολυπλοκότητας

TA(n) < TB(n) < TC(n) < TD(n)

Αλγόριθµος 0.1 δευτ/τα 10 λεπτά 1 ηµέρα

TA(n) = O(n) 106 6× 109 864× 109

TB(n) = O(n2) 103 7.7× 104 9.3× 104

TC(n) = O(n3) 102 1800 9254

TD(n) = O(2n) 20 32 39

Πίνακασ: ∆ιάσταση προβληµάτων που εκτελούνται από τους 4 αλγόριθµους σε

σταθερό χρόνο από µια µηχανή 10 MIPS
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Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Παράδειγµα: NP−δύσκολο πρόβληµα

Μία επιχείρηση έχει επιλέξει n τοποθεσίες για να χτίσει n εργοστάσια. Σε ποια

τοποθεσία πρέπει να χτιστεί κάθε εργοστάσιο, ώστε να ελαχιστοποιείται το

κόστος της µεταφοράς των υλικών;

διάσταση 80

µία µηχανή που εξετάζει 107 συνδυασµούς το δευτερόλεπτο

→ περίπου 10112 χρόνια
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Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Παράδειγµα

∆ίνεται ένα σύνολο υπαλλήλων και ένα σύνολο εργασιών οι οποίες πρέπει να

ανατεθούν στους υπαλλήλους. Κάθε εργασία i στοιχίζει cij όταν ανατίθεται στον

υπάλληλο j . Να ϐρεθεί η ανάθεση που ελαχιστοποιεί το συνολικό κόστος

ανάθεσης.

µε 20 υπαλλήλους και 20 εργασίες

ϑα χρειαστεί χιλιετίες για να ολοκληρωθεί

Ο Hungarian αλγόριθµος ϑα χρειαστεί περίπου µόνο 1.95 δευτ/τα

σε µία µηχανή που εξετάζει 106 συνδυασµούς

Συµπέρασµα

Η ανάπτυξη αποδοτικών αλγορίθµων είναι µία αναγκαιότητα παρά την ϱαγδαία

ανάπτυξη της ταχύτητας των υπολογιστών
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Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Πολυπλοκότητα Σηµερινή ∆ιάσταση Μελλοντική ∆ιάσταση

O(n) n 1000× n

O(n2) n 32× n

O(n3) n 10× n

O(n4) n 6× n

O(2n) n n + 10

O(3n) n n + 8

O(n!) n n + 7

Πίνακασ: Αύξηση της διάστασης του προβλήµατος που επιλύεται σε σταθερό χρόνο

από έναν αλγόριθµο δεδοµένης πολυπλοκότητας σε µια µηχανή 1000 ϕορές ταχύτερη.

Συµπέρασµα

΄Αρα ο ισχυρισµός ότι η ανάγκη ανάπτυξης αποδοτικών αλγορίθµων ϑα εκλείψει

µπροστά στις αυξητικές αποδόσεις των αυριανών υπολογιστών, αποτελεί µία

πλήρως εσφαλµένη ϑέση.
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Κατάταξη κλάσεων πολυπλοκότητας

Κατηγοριοποίηση των συναρτήσεων πολυπλοκότητας σε κλάσεις

1 Σταθερή πολυπλοκότητα

log(n) Λογαριθµική πολυπλοκότητα

logk(n) Πολυλογαριθµική πολυπλοκότητα όταν k µία σταθερά

n Γραµµική πολυπλοκότητα (πχ, f(n) = an + b, µε a,b σταθερές)

nlogn

n2 Τετραγωνική πολυπλοκότητα

n3 Κυβική πολυπλοκότητα

nk Πολυωνυµικη πολυπλοκότητα, µε k µία σταθερά,

δηλ. f(x) = aknk + . . .+ a0

an Εκθετική πολυπλοκότητα 1 < a < 2

2n Εκθετική πολυπλοκότητα

an Εκθετική πολυπλοκότητα a > 2

n! Παραγοντική πολυπλοκότητα

nn Υπερεκθετική πολυπλοκότητα

Πίνακασ: Χαρακτηριστικές κλάσεις πολυπλοκότητας
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Η έννοια του ϐέλτιστου αλγορίθµου

Αν για ένα πρόβληµα, οποιοσδήποτε αλγόριθµος που το επιλύει έχει

ασυµπτωτική πολυπλοκότητα Ω(f(n)) και έχουµε ήδη έναν αλγόριθµο µε

ασυµπτωτική πολυπλοκότητα O(f(n)) τότε ο αλγόριθµος αυτός είναι ϐέλτιστος

(ασυµπτωτικά).

Παράδειγµα

΄Ενα παράδειγµα προβλήµατος στο οποίο έχει ϐρεθεί ο ϐέλτιστος, ως προς την

πολυπλοκότητα, αλγόριθµος είναι το πρόβληµα της ταξινόµησης µε συγκρίσεις.

Αποδεικνύεται εύκολα, ότι ένας αλγόριθµος που ϐασίζεται σε συγκρίσεις

πρέπει να κάνει το λιγότερο n log n συγκρίσεις.

ταξινόµησης µε σωρό (heapsort)

γρήγορης ταξινόµησης (quicksort)

O(n log n) κατά µέσο όρο

ϐέλτιστοι ως προς την πολυπλοκότητα κατά µέσο όρο
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Η έννοια του ϐέλτιστου αλγορίθµου

Αλγόριθµος ταξινόµησης µε σωρό O(n log n) στην χείριστη περίπτωση

→ ϐέλτιστος ασυµπτωτικά και στην χείριστη περίπτωση

Αλγόριθµος γρήγορης ταξινόµησης O(n2) στην χείριστη περίπτωση

→ δεν είναι ϐέλτιστος αλγόριθµος
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Η έννοια του ϐέλτιστου αλγορίθµου

Παράδειγµα 2: Μη ϐέλτιστου αλγορίθµου

∆ίνονται δύο πίνακες An×n και Bn×n και µας Ϲητείται να υπολογίσουµε το

γινόµενο τους Cn×n:

cij =

n
∑

k=1

aikbkj , 1 ≤ i, j ≤ n
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Η έννοια του ϐέλτιστου αλγορίθµου

Πολλαπλασιασµός Πινάκων (A, B)
1. for i = 1 to n do

2. for j = 1 to n do

3. cij = 0

4. for k = 1 to n do

5. cij = cij + aik ∗ bkj

6. end for

7. end for

8. end for

9. return C

Σχήµα: Πολλαπλασιασµός δύο τετραγωνικών πινάκων διάστασης n.
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Η έννοια του ϐέλτιστου αλγορίθµου

έχει πολυπλοκότητα O(n3)

το 1969 ο Strassen O(n2.81)

Coopersmith και Winograd του 1986 µε O(n2.379) .

οι 3 παραπάνω αλγορίθµοι δεν είναι ϐέλτιστοι.

΄Ενας ϐέλτιστος αλγόριθµος που λύνει το πρόβληµα αυτό πρέπει να έχει

πολυπλοκότητα Ω(n2) .
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Ιδιότητες ασυµπτωτικών συµβολισµών

Μεταβατικότητα

Αν f(n) = Θ(g(n)) και g(n) = Θ(h(n)) τότε f(n) = Θ(h(n)),

Αν f(n) = O(g(n)) και g(n) = O(h(n)) τότε f(n) = O(h(n)),

Αν f(n) = Ω(g(n)) και g(n) = Ω(h(n)) τότε f(n) = Ω(h(n)),

Αν f(n) = o(g(n)) και g(n) = o(h(n)) τότε f(n) = o(h(n)),

Αν f(n) = ω(g(n)) και g(n) = ω(h(n)) τότε f(n) = ω(h(n))

Ανακλαστικότητα

f(n) = Θ(f(n)),

f(n) = O(f(n)),

f(n) = Ω(f(n))
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Ιδιότητες ασυµπτωτικών συµβολισµών

Συµµετρία

f(n) = Θ(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = Θ(f(n))

Ανάστροφη Συµµετρία

f(n) = O(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = Ω(f(n))

f(n) = o(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = ω(f(n))

Πράξεις

cO(f(n)) = O(f(n)) µε c > 0

O(g(n)) + O(g(n)) = O(g(n))

O(g1(n)) + O(g2(n)) = O(max{g1(n), g2(n)})

O(g1(n)) ∗ O(g2(n)) = O(g1(n) ∗ g2(n))
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Ιδιότητες ασυµπτωτικών συµβολισµών

Ορισµοί

1 Αν

lim
n→+∞

f(n)

g(n)
= a 6= 0

τότε f(n) = Θ(g(n))

2 Αν

lim
n→+∞

f(n)

g(n)
= 0

τότε f(n) = o(g(n))

3 Αν

lim
n→+∞

f(n)

g(n)
=∞

τότε f(n) = ω(g(n))
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Ιδιότητες ασυµπτωτικών συµβολισµών

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι η συνάρτηση πολυπλοκότητας

f(n) =
(n2 + logn)(n− 1)

n + n2

είναι Θ(n).
΄Εχουµε:

lim
n→+∞

(n2+logn)(n−1)
n+n2

n
= lim

n→+∞

n3 − n2 + n log n− log n

n3 + n2
= 1

΄Αρα f(n) = Θ(n). 2
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.

΄Εστω (T1(n) = O(f(n))) και (T2(n) = O(g(n))) οι πολυπλοκότητες δύο

τµηµάτων (P1) και (P2) ενός προγράµµατος (Π). Αν το (P2) εκτελείται αµέσως

µετά το (P1) ποια είναι η πολυπλοκότητα του προγράµµατος (P);
Λύση:

T(n) = T1(n) + T2(n) = O(f(n)) + O(g(n)) = O(max {f(n), g(n)})

Εφαρµογή: Αν T1(n) = O(n2), T2(n) = O(n3) τότε

T(n) = T1(n) + T2(n) = O(max{n2
, n

3}) = O(n3)
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.

Να δοθεί ο καλύτερος O συµβολισµός για τις ακόλουθες συναρτήσεις :

1 2 log n− 4n + 3n log n

2 2 + 4 + . . .+ 2n

3 2 + 4 + 8 + . . .+ 2n

1 2 log n− 4n + 3n log n = O(n log n)

2 2 + 4 + . . .+ 2n = 2(1 + 2 + . . .+ n) = 2
∑n

i=1
i = n(n + 1) = O(n2)

3 (2 + 4 + 8 + . . .+ 2n = 2 2n
−1

2−1
= 2 ∗ 2n − 2 = O(2n))
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.

΄Εστω a > 1 και f(n) = O(loga(n)). ∆είξτε ότι f(n) = O(log n).
Αφού f(n) = O(loga(n)) µε ϐάση τον ορισµό, υπάρχει c που για κάθε n ≥ n0:

f(n) ≤ c loga(n). ΄Οµως επειδη loga(n) =
log n

log a
έχουµε f(n) ≤ c

log a
log n ή

f(n) ≤ c′ log n µε c′ = c

log a
για κάθε n ≥ n0. ΄Αρα f(n) = O(log n).

΄Ασκηση 4.

∆είξτε ότι log(n!) = O(n log n).
Επειδή n! = n(n − 1) . . . 2 < n . . . n = nn και επειδή η λογαριθµική συνάρτηση

είναι γνησίως αύξουσα, έχουµε log(n!) < n log n, άρα log(n!) = O(n log n).
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.

Ποια είναι η πολυπλοκότητα του παρακάτω τµήµατος προγράµµατος:

1. for i = 1 to n do

2. for j = 1 to i+1

2
do

3. x = x + 1

4. end for

5. end for

T(n) =
n

∑

i=1

i + 1

2
=

1

2

(

n
∑

i=1

i +
n

∑

i=1

1

)

=
1

2

(

n(n + 1)

2
+ n

)

= O(n2)

΄Ασκηση 6.

Να δειχθεί ότι η 3n 6= O(2n)
΄Εχουµε limn→+∞

2n

3n = 0 ΄Αρα 3n = ω(2n)
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 7.

Να υπολογιστεί η πολυπλοκότητα του αλγόριθµου του Ευκλείδη (σχήµα 6) για τον

υπολογισµό του Μέγιστου Κοινού ∆ιαιρέτη (Μ.Κ.∆.) δύο ϑετικών ακέραιων

αριθµών.

Μκδ - Ευκλείδης (m, n ∈ Z)
1. repeat

2. r = m mod n

3. if r 6= 0 then

4. m = n

5. n = r

6. end if

7. until r = 0

8. return n

Σχήµα: Αλγόριθµος του Ευκλείδη για την εύρεση του Μ.Κ.∆. δύο ακεραίων m και n.
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 7.

Ας ϑεωρήσουµε ότι m ≥ n, m = qn + r , q ≥ 1, r ≥ 0. ΜΚ∆(m, n)=ΜΚ∆(n, r),

m = q0n + r0 , 0 ≤ r0 < n, q0 = q, r0 = r

n = q1r0 + r1 , 0 ≤ r1 < r0

r0 = q2r1 + r2 , 0 ≤ r2 < r1

r1 = q3r2 + r3 , 0 ≤ r3 < r2

. . . . . .

΄Εστω k ο αριθµός των ϐηµάτων και µία ακολουθία από αριθµούς

m, n, r0, r1, . . . rk µε rk = 0 και rk−1 =ΜΚ∆(m, n). Η πολυπλοκότητα του

αλγορίθµου είναι O(k). Αποδεικνύται ότι ri <
1

2
ri−2, οπότε έχουµε ότι

rk <
1

2
<

1

2
rk−2 <

1

4
rk−4 < . . . <

1

2k r0 <
1

2k n ΄Αρα n > 2k−1, δηλαδή k ≤ log n,

οπότε η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι O(logn). Παρατηρούµε ότι η

πολυπλοκότητα του αλγορίθµου δεν εξαρτάται από τον µεγαλύτερο αριθµό m.
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 8.

∆είξτε ότι για πραγµατικούς αριθµούς a,b, b > 0 έχουµε (n + a)b = Θ(nb).
Από τον τύπο που δίνει το διώνυµο του Newton παίρνουµε:

(n + a)b = n
b +

(

b

1

)

n
b−1

a + . . . +

(

b

k

)

n
b−k

a
k + . . .+ a

b = Θ(nb)

΄Ασκηση 9.

∆είξτε ότι 2n+1 = O(2n).
΄Εχουµε 2n+1 = 2 ∗ 2n = O(2n)

Είναι 22n = O(2n)
Επειδή 22n = (22)n = 4n, το 22n δεν είναι O(2n).

Ισοδύναµα:limn→+∞
22n

2n = +∞ και όχι µηδέν.

Αν f(n) = O(n) τότε 2f(n) δεν είναι O(2n).
΄Εστω f(n) = 2n. Τότε f(n) = O(n), αλλά 22n 6= O(2n).
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Ταξινόµηση Φυσαλίδας (Bubble Sort)

Ο αλγόριθµος αυτός, σε κάθε επανάληψη ανυψώνει στο τέλος του πίνακα το

ελαφρύτερο (µικρότερο) στοιχείο.

Bubble Sort (A)

1. for i = n to 1 do

2. for j = 1 to i − 1 do

3. if aj < aj+1 then

4. swap(aj ,aj+1)
5. end if

6. end for

7. end for
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Ταξινόµηση Φυσαλίδας (Bubble Sort)

Παρατηρούµε ότι ανεξάρτητα από την µορφή της ακολουθίας εισόδου, ο

αλγόριθµος ϑα κάνει τις ίδιες συγκρίσεις και καταχωρήσεις.

Cβπ(n) = Cχπ(n) = Cµo(n) =
1

∑

i=n

i−1
∑

j=1

O(1) = O(1)
n

∑

i=1

(i − 1)

= O(1)[
n(n + 1)

2
− n] = O(n2)
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Ταξινόµηση µε εισαγωγή (Insertion Sort)

Στο ϐήµα i, η υπακολουθία a1, . . . ,ai−1 είναι ταξινοµηµένη και η ai+1, . . . ,an

αταξινόµητη. Εισάγει το στοιχείο i στην σωστή ϑέση της πρώτης υπακολουθίας

και συνεχίζει επαναληπτικά για τα υπόλοιπα στοιχεία.

Insertion Sort (A)

1. for i = 2 to n do

2. val = ai

3. j = i − 1

4. while j ≥ 1 and aj < val do

5. aj+1 = aj

6. j = j − 1

7. end while

8. aj+1 = val

9. end for
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Ταξινόµηση µε εισαγωγή (Insertion Sort)

Στη ϐέλτιστη περίπτωση (ήδη ταξινοµηµένη ϕθίνουσα ακολουθία)

→ Cβπ(n) = O(n).

Στη χείριστη περίπτωση

→ Cχπ(n) =
∑n

i=2

∑1

j=i−1
O(1) = O(1)

∑n

i=2
(i − 1) = O(n2)

Αποδεικνύεται Cµo = O(n2).
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Ταξινόµηση µε Επιλογή (Selection Sort)

Βρίσκει στο ϐήµα i το στοιχείο που είναι το µεγαλύτερο στην υπακολουθία

ai, . . . ,an. Θέτει στην ϑέση i το µέγιστο αυτό στοιχείο και συνεχίζει

επαναληπτικά.

Selection Sort (A)

1. for i = 1 to n− 1 do

2. max = i

3. for j = i + 1 to n do

4. if aj > amax then

5. max = j

6. end if

7. end for

8. swap(amax ,ai)
9. end for
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Ταξινόµηση µε Επιλογή (Selection Sort)

Η πολυπλοκότητα όπως και στην Ταξινόµηση Φυσαλίδας δεν εξαρτάται από την

ακολουθία που έχουµε σαν είσοδο.

Cβπ(n) = Cχπ(n) = Cµo(n) =
n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

O(1) = O(1)
n−1
∑

i=1

(n− i) =

= O(1)
[

n(n − 1)−
n(n − 1)

2

]

= O(n2)

Ο καλύτερος είναι ο αλγόριθµος της Εισαγωγής γιατί στη ϐέλτιστη περίπτωση

είναι O(n) σε αντίθεση µε τους άλλους δύο που είναι πάντα O(n2). Οι τρεις

αλγόριθµοι παρουσιάζουν τετραγωνική πολυπλοκότητα κατά µέσο όρο.
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Ορθότητα-Αναλλοίωτη Συνθήκη (Correctness-Loop invariant)

Επαγωγή

Απλή µορφή ΄Εστω πρόταση π η οποία εξαρτάται από ένα ϕυσικό n ≥ n0.

1 Η π αληθής για n = n0

2 Αν η π αληθής για n = k τότε αληθής για n = k + 1

Επαγωγή

Ισχυρη µορφή ΄Εστω πρόταση π η οποία εξαρτάται από ένα ϕυσικό n ≥ n0.

1 Η π αληθής για n = n0

2 Αν η π αληθής για n ≤ k τότε αληθής για n = k + 1
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Ορθότητα-Αναλλοίωτη Συνθήκη (Correctness-Loop invariant)

Αποδειξη ορθότητας ϐρόχου Β

Εστω ϐρόχος B µε µια πρόταση (αναλλοίωτη συνθήκη) π.

1 Αρχικός έλεγχος: Η π ισχύει πριν την πρώτη επανάληψη του B.

2 ΄Ελεγχος διατήρησης: Αν η π ισχύει πριν την i-οστή επανάληψη

εξακολουθεί να ισχύει και µετά την i-οστή επανάληψη.

3 Επιβεβαίωση αποτελέσµατος: Η π ισχύει και µετά το τέλος του B.
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Ορθότητα Ταξινόµησης µε Επιλογή (Correctnes-Selection Sort)

Παράδειγµα

Να αποδειχθεί η ορθότητα του ακόλουθου αλγόριθµου για την εύρεση του

µέγιστου στοιχείου ενός πίνακα A[1..n].

µέγιστο = A[1]
για i ← 2 έως n

αν µέγιστο < A[i]
τότε µέγιστο = A[i]
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Ορθότητα Ταξινόµησης µε Επιλογή (Correctnes-Selection Sort)

Παράδειγµα

π: στην αρχή της i-ιοστής επανάληψης η µέγιστο περιέχει το µέγιστο στοιχείο

των πρώτων i − 1 στοιχείων του πίνακα.

1 Αρχικός έλεγχος: Η π είναι αληθής πριν την πρώτη επανάληψη όπου

i = 2, διότι µέγιστο = A[1] (τετριµµένη).

2 ∆ιατήρηση: ΄Εστω ότι η π είναι αληθής µετά την i − 1 επανάληψη (πριν την

i), έστω δηλαδή ότι

µέγιστο = maxA[1..i − 1].

Θα παραµένει αληθής και µετά το πέρας της i επανάληψης, διότι η τιµή

της µέγιστο, λόγω της αν .. τότε ϑα είναι

µέγιστο = max{µέγιστο,A[i]}.

3 Επιβεβαίωση: Η π ϑα είναι αληθής και µετά το τέλος των επαναλήψεων

διότι ϑέτοντας i = n + 1 στην π

µέγιστο = maxA[1..n]
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