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'Aplhstoi AlgìrijmoiEisagwg 'Ena
 �plhsto
 algìrijmo
 (greedy algorithm) k�nei se k�je b mathn epilog  pou fa�netai bèltisth.Den e�nai apara�thto ìti ja odhg sei sthn bèltisth lÔsh touprobl mato
.H ���plhsth�� epilog  e�nai dunatìn na odhg sei se m�a kak  lÔsh.Up�rqoun �plhstoi algorijmoi pou odhgoÔn sthn bèltisth lÔshtou probl mato
 (Prim, Kruskal kai Dijkstra).Ja melet soume thn genik  morf  enì
 �plhstou algor�jmou kaija doÔme thn efarmog  tou se probl mata pou e�te efarmìzetaiapodotik� (br�sketai h bèltisth lÔsh) e�te ìqi.Kajhght 
: N. M. Misurl 
 () Algìrijmoi kai Poluplokìthta 13 Maòou 2015 2 / 87



'Aplhstoi AlgìrijmoiGenik  morf  enì
 'Aplhstou AlgìrijmouM�a lÔsh sto prìblhma:èna uposÔnolo F ⊆ E , C (F ) = true.
F e�nai m�a efikt  lÔsh (feasible solution).O stìqo
 ja e�nai na breje� eke�no to F pou e�nai bèltisto metaxÔtwn uposunìlwn tou E , dhlad  to

∑

e∈F

v(e)na e�nai mègisto   el�qisto.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiGenik  morf  enì
 'Aplhstou Algìrijmou
Greedy (E : sÔnolo stoiqe�wn)1. F = Ø2.

while E 6= Ø do3. 'Aplhsth Epilog  x ∈ E4. E = E − {x}5. if F ∪ {x} feasible then6. F = F ∪ {x}7. end if8.
end while9.
return FKajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi
O algìrijmo
 tou KruskalEÔresh enì
 dèntrou epik�luyh
 elaq�stou kìstou
 se mhkateujunìmeno gr�fo me b�rh G = (V ,E ).Se autì to prìblhma h �plhsth epilog  odhge� sthn bèltisthlÔsh.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiO algìrijmo
 tou Kruskal

Kruskal (G = (V ,E ,W ))1. T = Ø2.
while (|T | < n − 1) and (E 6= Ø) do3. e =smallest edge in E4. E = E − {e}5. if T ∪ {e} has no cycle then6. T ← T ∪ {e}7. end if8.
end while9. if (|T | < n − 1) then10. write ”graph disconnected”Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiAn�jesh enì
 pìrouD�detai èna
 pìro
 (gia par�deigma èna autok�nhto pro
enoik�ash   èna upologistikì sÔsthma pro
 an�jesh)'Ena sÔnolo ait sewn P = {P1, . . . ,Pn} qrhsimopoi sh
 tou pìrou.K�je a�thsh Pi , anafèretai se èna qronikì di�sthma (ai ,Ti ) giath qrhsimopo�hsh tou pìrou.O stìqo
 ma
 e�nai na megistopoi soume to pl jo
 twn pelat¸npou ja qrhsimopoi soun ton pìro.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi
'Ena par�deigma tou probl mato
 an�jesh
 pìrou (sq.1)

a1 a2

a3 a4 a5

T1 T2

T3 T4 T5

Kajhght 
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'Aplhstoi Algìrijmoi
An�jesh enì
 pìrouM�a bèltisth lÔsh e�nai {P3,P4,P5}.H lÔsh {P1,P2} den e�nai bèltisth.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Prìblhma: An�jesh Pìrou
Bèltisth Upodom -Je¸rhmaAn h

F1,p =< x1, x2, . . . , xk , . . . , xp >e�nai bèltisth tìte
F1,p = F1,k−1

⋃

{xk}
⋃

Fk+1,pkai oi F1,k−1, Fk+1,p e�nai bèltiste
.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
 () Algìrijmoi kai Poluplokìthta 13 Maòou 2015 10 / 87



Prìblhma: An�jesh Pìrou
ApìdeixhApokop  kai epikìllhsh.An up rqe mia lÔsh F

′

1,k−1
, h opo�a na perilamb�nei perissìtere
 ait sei
 -drasthriìthte
 ap' ìti h F1,k−1, ja apokìptame thn F1,k−1 apì thn F1,p kaija epikolloÔsame thn F

′

1,k−1
. Se aut  thn per�ptwsh h F1,p ja e�qeperissìtere
 ait sei
 pr�gma pou dhl¸nei ìti h F1,p den e�nai bèltisth. Autììmw
 antif�skei me thn upìjesh ma
 ìti h F1,p e�nai bèltisth. To �dioskeptikì isqÔei kai gia thn Fk+1,p.

Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi'Aplhsto
 Algìrijmo
 An�jesh
 PìrouAnajesh-Porou (P : sÔnolo ait sewn)1. Taxinomhsh(P)2. F = Ø3.
for i = 1 to n4. Epilog  Pi5. if F ∪ {Pi} sumbat  then6. F = F ∪ {Pi}7. end if8.
end while9.
return FKajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiAn�jesh enì
 pìrouH efiktìthta ed¸ shma�nei ìti ìtan eis�goume to a�thma Pi den japrèpei na epikalÔptetai me opoiod pote apì ta Pj , 1 ≤ j < i .Ja prèpei na eureje� h taxinìmhsh pou ja g�nei sta diast mata.AÔxousa taxinìmhsh megèjou
 tou diast mato
.Sto par�deigma tou sq mato
 h prosèggish aut  ja ma
epèstrefe m�a bèltisth lÔsh.Den douleÔei genik�.H bèltisth lÔsh e�nai to sÔnolo {P1,P2,P3}, h lÔsh pouepistrèfei h �plhsth mèjodo
 e�nai h {P4,P5}.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi
'Ena par�deigma tou probl mato
 an�jesh
 pìrou pou h epilog tou mikrìterou den epistrèfei thn bèltisth lÔsh (sq.2).

a1 a2 a3

a4 a5

T1 T2 T3

T4 T5

Kajhght 
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'Aplhstoi Algìrijmoi
An�jesh enì
 pìrouA
 jewr soume t¸ra thn aÔxousa taxinìmhsh tèlou
 diast mato
.

[P1,P3,P4,P2,P5], par�deigma tou sq mato
 1
[P1,P4,P2,P5,P3], par�deigma tou sq mato
 2.H efarmog  tou �plhstou algor�jmou d�nei ti
 ant�stoiqe
bèltiste
 lÔsei
.

Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Orjìthta: An�jesh Pìrou
Je¸rhma'Estw

F =< x1, x2, . . . , xj , . . . , xp >h lÔsh pou epistrèfei o �plhsto
 algìrijmo
. Tìte aut  h lÔsh e�nai hbèltisth.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Orjìthta: An�jesh PìrouApìdeixh ...Me qr sh th
 epagwg 
 sto j .Gia j = 1

F =< x1 >kai aut  e�nai h bèltisth lÔsh diìti o qrìno
 per�twsh
 th
 x1 e�nai f1 kai
f1 = min

1≤i≤p
{fi}.Sunep¸
 h x1 af nei to mègisto eleÔjero q¸ro pr�gma pou dhl¸nei ìti e�naih bèltisth epilog .

Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Orjìthta: An�jesh Pìrou... ApìdeixhEpagwgikì b maUpojètoume ìti h
Fi =< x1, x2, . . . , xi >e�nai bèltisth lÔsh gia ìla ta i < j kai ja de�xoume ìti prosjètonta
 thn xjtìte kai h

Fj =< x1, x2, . . . , xi , xj >e�nai bèltisth. Pr�gmati, an prosjètonta
 thn xj sthn Fi h Fj den e�naibèltisth, tìte ja e�nai k�poia �llh, èstw x
′

j , h opo�a ja kajist� thn Fjbèltisth. All� se aut  thn per�ptwsh
fj < f

′

jpou dhl¸nei ìti h xj af nei ligìtero elèujero q¸ro apì thn x
′

j �ra h Fj dene�nai bèltisth kai katal xame se ant�fash.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiOrjìthta: An�jesh PìrouApìdeixh (2o
 trìpo
)'Estw
F = {x1, x2, . . . , xk , . . . , xp}

Opt = {y1, y2, . . . , yk , . . . , yq}, q ≥ p.An
x1 = y1, x2 = y2, . . . , xk−1 = yk−1, xk 6= yk ,tìte
Opt ′ = {x1, x2, . . . , xk−1, xk , yk+1, . . . , yq}To �dio epiqe�rhma mpore� na epanalhfje� kai gia ta upìloipastoiqe�a yk+1, . . . , yq pou shma�nei ìti p = q.H lÔsh pou epistrèfei o �plhsto
 algìrijmo
 e�nai bèltisth.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Ena prìblhma QronoprogrammatismoÔTo prìblhmaD�netai èna
 pìro
 (p.q. processor).Na ektelestoÔn pollè
 ergas�e
 (p.q. processes).Er¸thshPoi� di�taxh ja qrhsimopoi soume gia ti
 ergas�e
 (jobs);UpìjeshK�je ergas�a èqei:'Ena b�ro
 wj (proteraiìthta).'Ena qrìno ektèlesh
 lj .Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Qrìno
 olokl rwsh
Orismì
O qrìno
 olokl rwsh
 cj th
 ergas�a
 j e�nai to �jroisma twn qrìnwnektèlesh
 twn ergasi¸n mèqri kai th
 j sumperilambanomènh
.Par�deigmaD�nontai trei
 ergas�e
 me qrìnou
 ektèlesh
 l1 = 1, l2 = 2, l3 = 3.Poiì
 e�nai o qrìno
 olokl rwsh
 k�je ergas�a
 ;a) 1,2,3b) 3,5,6g) 1,3,6d) 1,4,6Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Qrìno
 olokl rwsh
Epijumhtì:El�qisto
 qrìno
 olokl rwsh
Er¸thshPoiì
 e�nai o qronoprogrammatismì
 twn ergasi¸n ètsi ¸ste o qrìno
olokl rws 
 tou
 na e�nai el�qisto
;Ap�nthshExart�tai apì thn antikeimenik  sun�rthsh.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Antikeimenik  Sun�rthshSkopì
Elaqistopo�hsh tou stajmismènou ajro�smato
 tou qrìnouolokl rwsh
:
min

n
∑

j=1

wjcjPar�deigmaAn w1 = 3, w2 = 2, w3 = 1, kai l1 = 1, l2 = 2, l3 = 3 kai h di�taxh twnergasi¸n e�nai h < 1, 2, 3 > tìte c1 = 1, c2 = 3, c3 = 6 kai
3

∑

j=1

wjcj = 3 · 1 + 2 · 3 + 1 · 6 = 15Aut  e�nai h el�qisth tim  tou ajro�smato
 apì ìle
 ti
 3! diat�xei
twn ergasi¸n.Kajhght 
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Antikeimenik  Sun�rthsh
Er¸thshDedomènwn twn wi , ci , i = 1, 2, ..., n poi� e�nai h di�taxh twn ergasi¸n hopo�a elaqistopoie� to stajmismèno �jroism� tou
;
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Skèyei
 gia Algìrijmo
Skopì
:An�ptuxh enì
 �plhstou algor�jmou.An up�rqei èna
 tètoio
 algìrijmo
 tìte p¸
 prèpei na skeftoÔme giana ton kataskeu�soume;
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Skèyei
 gia AlgìrijmoEidikè
 peript¸sei
An oi ergasiè
 èqoun ton �dio qrìno ektèlesh
 tìte poiì
 e�nai oqronoprogrammatismì
 tou
;Xekin¸nta
 apì ti
 megalÔterou   mikrìterou b�rou
 ergas�e
;An èqoun to �dio b�ro
 tìte poiì
 e�nai o qronoprogrammatismì
tou
;Xekin¸nta
 apì ti
 suntomìtere
   argìtere
 ergas�e
;a) megalÔtero\suntomìtere
b) mikrìtero\suntomìtere
g) megalÔtero\argìtere
d) mikrìtero\argìtere

Kajhght 
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An oi ergas�e
 èqoun ton �dio qrìno ektèlesh
 tìte h akolouj�a twnqrìnwn olokl rwsh
 cj , j = 1, 2, ..., n ja e�nai h
1, 2, ..., nkai ja e�nai p�nta h �dia. Sunep¸
 h posìthta
n

∑

j=1

wjcj (1)elaqistopoie�tai an ta wj epilègoun apì to megalÔtero pro
 tomikrìtero.An ta b�rh wj , j = 1, 2, ..., n e�nai ìla �sa, tìte h elaqistopo�hsh th
 (1)epitugq�netai an ta cj , j = 1, 2, .., n epilegoÔn apì to mikrìtero pro
 tomegalÔtero. 'Oso kajustere� mia ergas�a tìso qeirìtero gia ti
 upìloipe
.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Par�deigmaDuo ergas�e
 w1 = 1, l1 = 1,w2 = 1, l2 = 2. Gia tonqronoprogrammatismì < 1, 2 > èqoume
c1 = l1 = 1, c2 = l1 + l2 = 3�ra
1.c1 + 1.c2 = 1 + 3 = 4en¸ gia ton qronoprogrammatismì < 2, 1 > èqoume

c2 = l2 = 2, c1 = l2 + l1 = 3�ra
1.c2 + 1.c1 = 2 + 3 = 5Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Er¸thshAn wi > wj kai li > lj ?IdèaAn�jesh bajm¸n sti
 ergas�e
 oi opo�e
 e�nai:aÔxouse
 w
 pro
 to b�ro
fj�nouse
 w
 pro
 to qrìno ektèlesh
.
Kajhght 
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Poi� sun�rthsh ja mporoÔsame na skeftoÔme ètsi ¸ste na antiproswpeÔeito bajmì ;'Eqoume pollè
 epilogè
:1 Taxinìmhsh twn ergasi¸n se fj�nousa tim  th
 wj − lj .2 Taxinìmhsh twn ergasi¸n se fj�nousa seir� w
 pro
 to lìgo
wj/lj .Mia epilog  e�nai swst . Ja aporr�youme th mia me b�sh taparade�gmata.Parade�gmata1 l1 = 5,w1 = 32 l2 = 2,w2 = 1Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Er¸thshPo�o
 e�nai o qrìno
 olokl rwsh
 gia ti
 epilogè
 1, 2;a) 22 kai 23b) 23 kai 22g) 17 kai 17d) 17 kai 11
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Par�deigma1 l1 = 5,w1 = 32 l2 = 2,w2 = 1Ap�nthsh1 w1 − l1 = 3− 5 = −2, w2 − l2 = 1− 2 = −1 �ra: < 2, 1 > ,
c2w2 + c1w1 = 2 · 1 + 7 · 3 = 23.2 w1/l1 = 3/5 = 0.6, w2/l2 = 1/2 = 0.5 �ra: < 1, 2 >,
c1w1 + c2w2 = 5 · 3 + 7 · 1 = 22.

Kajhght 
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Sumper�smataH epilog  1 den e�nai p�nta swst .H epilog  2 e�nai p�nta swst  ( apìdeixh sth sunèqeia ).Parathr sei
H apìdeixh th
 orjìthta
 enì
 �plhstou algor�jmou parousi�zeiduskol�e
.Ant�jeta h poluplokìthta tou e�nai eÔkolo na analuje�.H poluplokìthta tou �plhstou algor�jmou e�nai
O(nlogn)Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Apìdeixh Orjìthta

Je¸rhmaH di�taxh twn ergasi¸n se fj�nousa seir� w
 pro
 to lìgo wj/lj e�naih bèltisth.ApìdeixhJa qrhsimopoi soume th mèjodo th
 Antallag 
 Epiqeirhm�twn.Upìjesh : K�je ergas�a èqei diaforetikoÔ
 lìgou
.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Apìdeixh Orjìthta
Apìdeixh'Estw n ergas�e
. Ja efarmìsoume thn ei
 �topo apagwg .JewroÔme σ o �plhsto
 qronoprogrammatismì
 kai σ∗ obèltisto
 qronoprogrammatismì
 (kalÔtero
 apì ton σ).Ja apode�xoume ìti up�rqei qronoprogrammatismì
 kalÔtero
apì ton σ∗ epomènw
 autì
 den e�nai o bèltisto
.Upojètoume ìti ìloi oi lìgoi e�nai diaforetiko� kai ìti isqÔei:
w1

l1
>

w2

l2
> ... >

wn

ln.Tìte, o �plhsto
 qronoprogrammatismì
 ja e�nai o
< 1, 2, 3, ..., n >.Kajhght 
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Apìdeixh Orjìthta
An o bèltisto
 qronoprogrammatismì
 σ∗ 6= σ, tìte up�rqounsuneqìmene
 ergas�e
 i , j me i > j sth σ∗ dromolìghsh, ¸ste h ina ektele�tai nwr�tera.Autì isqÔei diìti h mình per�ptwsh pou oi de�kte
 aux�nontai e�naiaut  tou qronoprogrammatismoÔ
< 1, 2, 3, ..., n >,opoiosd pote �llo
 qronoprogrammatismì
 ja èqei duosuneqìmene
 ergas�e
 i , j ìpou h mia ektele�tai met� thn �llh kai

i > j .Teqnik  antallag 
 epiqeirhm�twn'Estw ìti antall�setai h di�taxh twn i , j sth σ∗ (af nonta
 ti
upìloipe
 ergas�e
 w
 èqoun).Kajhght 
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An�lush kìstou
Er¸thshPoi� e�nai h ep�drash aut 
 th
 antallag 
 sto qrìno olokl rwsh
?1 mia
 ergas�a
 k diaforetik 
 apì ti
 i , j2 th
 ergas�a
 i3 th
 ergas�a
 jAp�nthsha) ìqi arket  plhrofìrhsh/aux�netai/mei¸netaib) ìqi arket  plhrofìrhsh/mei¸netai/aux�netaig) den ephrre�zetai/aux�netai/mei¸netaid) den ephrre�zetai/mei¸netai/aux�netaiKajhght 
: N. M. Misurl 
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Ap�nthshH swst  ap�nthsh e�nai h g).Oi ergas�e
 prin kai met� ti
 i kai j den ephrre�zontai afoÔ o qrìno
olokl rws 
 tou
 de metab�lletai.Sumpèrasma1 To kìsto
 th
 antallag 
 e�nai
Cost = wi ljdiìti to ci aux�netai kata lj .2 To ìfelo
 th
 antallag 
 e�nai

Benefit = wj lidiìti to cj mei¸netai kat� li .Kajhght 
: N. M. Misurl 
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SumpèrasmaAll�
Cost < BenefitPr�gmati,
wi lj < wj li 
wi

li
<

wj

ljto opo�o isqÔei lìgw th
 arqik 
 ma
 upìjesh
 afoÔ i > j .Sunep¸
 h antallag  belti¸nei ton qronoprogrammatismì σ∗pr�gma pou èrqetai se ant�fash me thn upìjes  ma
 ìti o σ∗e�nai bèltisto
.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Gen�keush tou Algor�jmouGen�keush tou Algor�jmou (�soi lìgoi)O �plhsto
 algìrijmo
 (di�taxh twn ergasi¸n kata mh aÔxousaseir� twn lìgwn wj/lj) e�nai bèltisto
.ApìdeixhJewroÔme σ∗ opoiod pote �llo qronoprogrammatismì. Ja de�xoumeìti o σ e�nai toul�qiston tìso kalì
 ìso kai o σ∗. 'Ara o �plhsto
e�nai bèltisto
 afoÔ e�nai kalÔtero
 apì opoiod pote �llon �ra kaiapì ton bèltisto.
Kajhght 
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ApìdeixhUpìjeshO �plhsto
 σ e�nai o
< 1, 2, 3, ..., n >me

w1

l1
≥

w2

l2
≥ ... ≥

wn

lnjewroÔme ènan auja�reto qronoprogrammatismì σ∗ kai ja de�xoume ìtiden e�nai kalÔtero
 apì ton σ .An σ∗ = σ telei¸same.Diaforetik�, up�rqoun diadoqikè
 ergas�e
 i , j ston σ∗ me i > j .Antall�sonta
 ti
 i , j sth σ∗ èqei kajarì ìfelo
 wj li − wi lj ≥ 0  
Cost ≤ Benefit.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Apìdeixh
An i = j to kìsto
 e�nai �so me to ìfelo
.Antall�sonta
 ti
 i kai j (geitonik  antistrof ) o σ∗ de g�netaiqeirìtero
, g�netai mìno kalÔtero
 kai mei¸netai to pl jo
 twnant�strofwn zeugari¸n.Met� apì to polÔ (

n

2

) antallagè
 o σ∗ tropopoie�tai ston σ.o σ toul�qiston tìso kalì
 ìso o σ∗'Ara o �plhsto
 qronoprogrammatismì
 e�nai bèltisto
.
Kajhght 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiApoj keush arqe�wn se d�skou
D�dontai n arqe�a me qwrhtikìthte
 l1, l2, . . . , ln kai dÔo d�skoi �sh
qwrhtikìthta
 L.Jèloume na apojhkeÔsoume ìso to dunatì perissìtera arqe�astou
 d�skou
, jewr¸nta
 ìti k�je arqe�o prèpei na apojhkeute�se ènan mìno d�sko kai
n

∑

i=1

li ≤ 2L.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi'Aplhsto
 algìrijmo
 apoj keush
 arqe�wn se dÔo �sh
qwrhtikìthta
 d�skou
Apojhkeush-Arqeiwn (l : sÔnolo arqe�wn, L : qwrhtikìthta d�skwn )/* aÔxousa seir� megej¸n */1. Auxousa-Taxinomhsh(l)2. i = 13.
for j = 1 to 2 /* d�sko
 j */4. sum = 05. while sum + li ≤ L6. kataq¸rhsh i → j7. sum = sum + li8. i = i + 19. end while10.
end forKajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi
Apoj keush arqe�wn se d�skou
H mèjodo
 aut  den d�nei th bèltisth lÔsh.Oi d�skoi èqoun qwrhtikìthta 10 kai up�rqoun 4 arqe�a meant�stoiqa megèjh 2, 4, 5, 6.To prìblhma e�nai NP-dÔskolo.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiPar�deigma ìpou o �plhsto
 algìrijmo
 den epistrèfei thbèltisth lÔsh. (P�nw e�nai h lÔsh tou �plhstou algor�jmou me 3arqe�a kai k�tw h bèltisth lÔsh me 4 arqe�a.)
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'Aplhstoi Algìrijmoi
To Diakritì Prìblhma Sakid�ou (Discrete Knapsack) .'Ena
 alpinist 
 proetoim�zei to sak�diì tou gia thn an�bashsto bounì.'Eqei èna sÔnolo apì n antike�mena X = {x1, x2, . . . , xn} me b�rh

a1, a2, . . . , an.K�je antike�meno d�nei èna kèrdo
 ston alpinist  ci .
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiTo Diakritì Prìblhma Sakid�ou (Discrete Knapsack) .An o alpinist 
 èqei epilèxei to antike�meno i , o stìqo
 e�nai hmegistopo�hsh tou ajro�smato
:
max

n
∑

i=1

cizime ton periorismì (b=b�ro
 sakid�ou):
n

∑

i=1

aizi ≤ bGia thn ep�lush tou probl mato
 me �plhsto algìrijmo, htaxinìmhsh twn antikeimènwn sÔmfwna me ton ìro ci/ai .H prosèggish aut  den douleÔei p�nta.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi'Aplhsto
 algìrijmo
 gia to diakritì prìblhma sakid�ou
Discrete-Knapsack (X : sÔnolo antikeimènwn, a, c : ant�stoiqa b�rh kaiax�e
, b : b�ro
 sakid�ou)1. Fjinousa-Taxinomhsh(ci/ai)2. S = Ø3.

for i = 1 to n4. if b ≥ ai5. S = S ∪ {xi}6. b = b − ai7. end if8.
end for

Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi AlgìrijmoiTo Diakritì Prìblhma Sakid�ou (Discrete Knapsack) .D�dontai 3 antike�mena {x1, x2, x3} me b�rh a = (k + 1, k , k) kaiax�e
 c = (k + 2, k , k).To b�ro
 tou sakid�ou e�nai 2k .H taxinìmhsh twn antikeimènwn se fj�nousa seir� tou lìgou ci/aie�nai x1, x2, x3 afoÔ
k + 2

k + 1
>

k

k
=

k

kO algìrijmo
 ja epilèxei to antike�meno x1 me kèrdo
 k + 2 ant�na epilèxei ta antike�mena x2, x3 me kèrdo
 2k .To prìblhma tou sakid�ou e�nai kai autì NP−dÔskolo.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi
To Suneqè
 Prìblhma Sakid�ou (Continuous Knapsack) .Epitrèpetai ston alpinist  na p�rei mèrh twn antikeimènwn.Oi metablhtè
 apìfash
 zi tou akèraiou probl mato
 pa�rnounsuneqe�
 timè
 sto [0, 1].Ed¸ h fj�nousa taxinìmhsh me b�sh ton lìgo ci/ai douleÔeiapodotik� kai br�skei thn bèltisth lÔsh.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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'Aplhstoi Algìrijmoi'Aplhsto
 algìrijmo
 gia to suneqè
 prìblhma sakid�ou
Continuous-Knapsack (X : sÔnolo antikeimènwn, a, c : ant�stoiqa b�rhkai ax�e
, b : b�ro
 sakid�ou)1. Fjinousa-Taxinomhsh(ci/ai)2.

for i = 1 to n Jèse zi = 03. i = 14.
while b ≥ ai do5. zi = 16. b = b − ai7. i = i + 18.
end while9. zi = b ∗ (ci/ai)Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Huffman

Stoiqe�a th
 'Aplhsth
 Strathgik 
'Ena
 �plhsto
 algìrijmo
 prosdior�zei mia bèltisth lÔsh se k�poioprìblhma mèsw k�poiwn diadoqik¸n epilog¸n.Se k�je {shmèio apìfash
} tou algor�jmou, h epilog  pou prote�netaie�nai eke�nh pou fa�netai kalÔterh th dedomènh stigm .H eurÔterh aut  strathgik  den apod�dei p�ntote mia bèltisth lÔsh,all� se orismène
 peript¸sei
 leitourge� me epituq�a.
Kajhght 
: N. M. Misurl 
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HuffmanSqediasmì
 'Aplhstwn Algor�jmwnGenikìtera, gia na sqedi�soume �plhstou
 algor�jmou
 akoloujoÔme thnparak�tw akolouj�a bhm�twn:Katastr¸noume to prìblhma beltistopo�hsh
 me tètoio trìpo ¸steìtan uiojetoÔme mia epilog  na apomènei pro
 ep�lush mìno ènaupoprìblhma.ApodeiknÔoume ìti up�rqei p�ntote mia bèltisth lÔsh tou arqikoÔprobl mato
 h opo�a qrhsimopoie� thn �plhsth epilog , kai epomènw
 hepilog  aut  mpore� na exasfal�sei p�ntote mia bèltisth lÔsh.De�qnoume ìti, uiojet¸nta
 thn �plhsth epilog , autì pou apomèneie�nai èna upoprìblhma pou èqei thn idiìthta ìti o sunduasmì
 mia
bèltisth
 lÔsh
 tou me thn �plhsth epilog  ma
 d�nei mia bèltisth lÔshtou arqikoÔ probl mato
.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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HuffmanSqediasmì
 'Aplhstwn Algor�jmwn (sun.)Genikìtera, gia na sqedi�soume �plhstou
 algor�jmou
 akoloujoÔme thnparak�tw akolouj�a bhm�twn:Katastr¸noume to prìblhma beltistopo�hsh
 me tètoio trìpo ¸steìtan uiojetoÔme mia epilog  na apomènei pro
 ep�lush mìno ènaupoprìblhma.ApodeiknÔoume ìti up�rqei p�ntote mia bèltisth lÔsh tou arqikoÔprobl mato
 h opo�a qrhsimopoie� thn �plhsth epilog , kai epomènw
 hepilog  aut  mpore� na exasfal�sei p�ntote mia bèltisth lÔsh.De�qnoume ìti, uiojet¸nta
 thn �plhsth epilog , autì pou apomèneie�nai èna upoprìblhma pou èqei thn idiìthta ìti o sunduasmì
 mia
bèltisth
 lÔsh
 tou me thn �plhsth epilog  ma
 d�nei mia bèltisth lÔshtou arqikoÔ probl mato
.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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HuffmanSqediasmì
 'Aplhstwn Algor�jmwn (sun.)P¸
 mpore� kane�
 na apofanje� kat� pìso èna sugkekrimèno prìblhmabeltistopo�hsh
 epilÔetai mèsw mia
 �plhsth
 prosèggish
?An kai en gènei den up�rqei ap�nthsh sto er¸thma autì, duo basik�qarakthristik� problhm�twn pou epidèqontai tètoia antimet¸pishe�nai
◮ h idiìthta th
 �plhsth
 epilog 
 kai
◮ h bèltisth upodom .An mporoÔme na apode�xoume ìti k�poio dedomèno prìblhma èqei autè
ti
 dÔo idiìthte
, tìte èqoume k�nei èna apofasistikì b ma pro
 thnan�ptuxh enì
 �plhstou algor�jmou gia to prìblhma autì.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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HuffmanIdiìthta th
 'Aplhsth
 Epilog 
To pr¸to basikì sustatikì e�nai h idiìthta th
 �plhsth
 epilog 
:mia topik� bèltisth (�plhsth) epilog  e�nai dunatìn na odhg sei semia kajolik� bèltisth lÔsh.Se k�je per�ptwsh pou èqoume na epilèxoume metaxÔ enallaktik¸ndunatot twn, k�noume thn epilog  pou fa�netai kalÔterh th dedomènhstigm  gia to trèqon prìblhma, agno¸nta
 ta apotelèsmata twndiafìrwn upoproblhm�twn.Ston dunamikì programmatsmì, k�noume mia epilog  se k�je b ma, pousun jw
 exart�tai apì ti
 lÔsei
 upoproblhm�twn.Se probl mata dunamikoÔ programmatismoÔ ergazìmaste kat� kanìnaanabibastik�, odeÔonta
 apì mikrìtera pro
 megalÔteraupoprobl mata.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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HuffmanIdiìthta th
 'Aplhsth
 Epilog 
 (sun.)Sthn �plhsth prosèggish, uiojetoÔme thn epilog  pou fa�netaikalÔterh th dedomènh stigm  kai en suneqe�a epilÔoume to upoprìblhmapou prokÔptei me b�sh aut n thn epilog . Epomènw
, ant�jeta pro
 todunamikì programmatismì, ìpou ta probl mata epilÔontaianabibastik�, sthn �plhsth prosèggish h pore�a th
 lÔsh
 e�naisun jw
 katabibastik : to k�je stigmiìtupo probl mato
 an�getai seèna mikrìtero prìblhma, me diadoqikè
 �plhste
 epilogè
.Ja prèpei na apode�xoume ìti mia �plhsth epilog  se k�je b ma d�neimia kajolik� bèltisth lÔsh.Gia na apode�xoume thn idiìthta aut  exet�zoume mia kajolik� bèltisthlÔsh se k�poio upoprìblhma. En suneqe�a, apodeiknÔoume ìti h lÔshmpore� na tropopoihje� ¸ste na perilamb�nei thn �plhsth epilog ,opìte prokÔptei èna parìmoio all� mikrìtero upoprìblhma.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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HuffmanBèltisth Upodom H idiìthta th
 bèltisth
 upodom 
 enì
 probl mato
 apotele� ènabasikì krit rio th
 efarmosimìthta
 tìso tou dunamikoÔprogrammatismoÔ ìso kai th
 �plhsth
 prosèggish
.'Ena prìblhma diajètei bèltisth upodom  an mia bèltisth lÔsh touemperièqei bèltiste
 lÔsei
 upoproblhm�twn.Uiojet¸nta
 thn �plhsth epilog  sto arqikì prìblhma katal goumese èna upoprìblhma. Prèpei na de�xoume ìti o sunduasmì
 mia
bèltisth
 lÔsh
 tou upoprobl mato
 me thn �plhsth epilog  pouèqoume  dh k�nei d�nei mia bèltisth lÔsh tou arqikoÔ probl mato
.O mhqanismì
 autì
 bas�zetai siwphr� sthn efarmog  th
 epagwgik 
mejìdou sta upoprobl mata mèsw th
 opo�a
 apodeiknÔoume ìti huiojèthsh th
 �plhsth
 epilog 
 se k�je b ma d�nei mia bèltisth lÔsh.Kajhght 
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Huffman'Aplhsth Strathgik  ènanti DunamikoÔ ProgrammatismoÔDedomènou ìti h idiìthta th
 bèltisth
 upodom 
 apotele� th b�sh tìsoth
 �plhsth
 ìso kai th
 dunamik 
 strathgik 
, e�nai pijanì naparasurje� kane�
 na katastr¸sei mia dunamik  lÔsh se peript¸sei
ìpou ja arkoÔse mia �plhsth,   na jewr sei esfalmèna ìti mpore� naefarmoste� mia �plhsth lÔsh se peript¸sei
 ìpou apaite�tai dunamik lÔsh.Gia na aposafhn�soume ti
 leptè
 diaforè
 metaxÔ twn dÔo teqnik¸n,ja melet soume dÔo parallagè
 enì
 klasikoÔ probl mato
beltistopo�hsh
.
Kajhght 
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Huffman'Aplhsth Strathgik  ènanti DunamikoÔ ProgrammatismoÔTo akèraio prìblhma tou sakid�ou mpore� na diatupwje� w
 ex 
.
◮ 'Ena
 diarr kth
 parabi�zei èna kat�sthma kai br�skei nantike�mena; to i−ostì antike�meno èqei ax�a vi eur¸ kai b�ro
 wikil�, ìpou ta vi kai wi e�nai akèraioi arijmo�. O diarr kth
 jèleina apokom�sei ìso to dunatìn pio polÔtimh le�a, all� mpore� nametafèrei sto sak�diì tou fort�o b�rou
 to polÔ �so me W kil�,ìpou W akèraio
 arijmì
. Poi� antike�mena ja prèpei na p�rei?Sto klasikì prìblhma tou sakid�ou, èqoume to �dio skhnikì mìno pouo diarr kth
 den e�nai upoqrewmèno
 na epilèxei {diazeutik�} gia tok�je antike�meno all� mpore� na p�rei kai kl�smata antikeimènwn.MporoÔme na jewr soume ìti sto akèraio prìblhma tou sakid�ou tok�je antike�meno e�nai k�ti san qrusì kìsmhma, en¸ sto klasikìprìblhma to k�je antike�meno e�nai k�ti san sakoul�ki me qrusìskonh.Kai oi duo ekdoqè
 tou probl mato
 tou sakid�ou diajètoun thn idiìthtath
 bèltisth
 upodom 
.Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Huffman'Aplhsth Strathgik  ènanti DunamikoÔ ProgrammatismoÔ (sun.)An kai ta dÔo probl mata e�nai parìmoia, to klasmatikì prìblhmampore� na epiluje� me thn �plhsth strathgik , en¸ to akèraio ìqi.Gia na epilÔsoume to klasmatikì prìblhma, arqik� upolog�zoume thnax�a an� mon�da b�rou
 (dhl. an� {kilì}) vi/wi gia k�je antike�meno.Akolouj¸nta
 thn �plhsth strathgik , o diarr kth
 arqik� pa�rnei thmègisth dunat  posìthta apì to antike�meno me th mègisth ax�a an�mon�da b�rou
.Me thn taxinìmhsh twn antikeimènwn kat� fj�nousa seir� w
 pro
 thnax�a an� mon�da b�rou
, o �plhsto
 algìrijmo
 ektele�tai se qrìno
O(n log n)To ìti aut  h �plhsth strathgik  den d�nei swst� apotelèsmata giato akèraio prìblhma tou sakid�ou mpore� na apodeiqje� mèsw toustigmiotÔpou tou probl mato
 pou apeikon�zetai grafik� stoparak�tw sq ma.Kajhght 
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Huffman'Aplhsth Strathgik  ènanti DunamikoÔ ProgrammatismoÔ (sun.)
H �plhsth strathgik  den d�nei swst� apotelèsmata gia to akèraioprìblhma tou sakid�ou.Opoiad pote lÔsh pou perilamb�nei to antike�meno 1 e�nai qeirìterh th
bèltisth
, par' ìlo pou to antike�meno autì èqei th mègisth ax�a an�mon�da b�rou
.Gia to klasmatikì prìblhma tou sakid�ou, h epilog  twn antikeimènwnkat� fj�nousa seir� ax�a
 an� mon�da b�rou
 d�nei mia bèltisth lÔsh.Kajhght 
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Huffman'Aplhsth Strathgik  ènanti DunamikoÔ ProgrammatismoÔ (sun.)Epomènw
, sto akèraio prìblhma, gia na apofas�soume an jasumperil�boume to k�je antike�meno sto sak�dio, ja prèpei nasugkr�noume th lÔsh gia to upoprìblhma sto opo�o to antike�meno autìsumperilamb�netai me th lÔsh gia to upoprìblhma sto opo�o toantike�meno apokle�etai.'Otan to prìblhma diatup¸netai me autìn to trìpo anakÔptoun poll�epikaluptìmena upoprobl mata-qarakthristikì gn¸risma twnproblhm�twn dunamikoÔ programmatismoÔ.Pr�gmati, to akèraio prìblhma tou sakid�ou mpore� na luje� mèswdunamikoÔ programmatismoÔ ìpw
 ja doÔme sth sunèqeia.
Kajhght 
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HuffmanK¸dike
 HuffmanOi k¸dike
 Huffman apoteloÔn mia eurèw
 diadedomènh kai polÔapotelesmatik  teqnik  sump�esh
 dedomènwn.Sthn prokeimènh per�ptwsh, ja jewr soume ìti ta dedomèna e�nai miaakolouj�a alfarhjmhtik¸n qarakt rwn.O �plhsto
 algìrijmo
 tou Huffman prosdior�zei ènan bèltisto trìpoanapar�stash
 tou k�je qarakt ra upì th morf  duadik 
sumboloseir�
, me b�sh ti
 suqnìthte
 emf�nish
 twn qarakt rwn.a b g d e zSuqnìthta (se qili�de
) 45 13 12 16 9 5Kwdikì
 stajeroÔ m kou
 000 001 010 011 100 101Kwdikì
 metablhtoÔ m kou
 0 101 100 111 1101 1100Kajhght 
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Huffman

Aprojhmatiko� K¸dike
Sthn an�lush pou akolouje�, ja perioristoÔme se k¸dike
 stou
opo�ou
 kanèna
 kwdikì
 den apotele� tautìqrona prìjhma k�poiou�llou kwdikoÔ.AutoÔ tou tÔpou oi k¸dike
 onom�zontai aprojhmatiko�.H kwdikopo�hsh k�poiou arqe�ou me b�sh ènan duadikì alfarhjmhtikìk¸dika e�nai aploÔstath; apl¸
 sunarmìzoume tou
 kwdikoÔ
 pouanaparistoÔn ton k�je qarakt ra tou arqe�ou.
Kajhght 
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HuffmanAprojhmatiko� K¸dike
Ta pleonekt mata twn aprojhmatik¸n kwdik¸n e�nai h eÔkolhapokwdikopo�hs  tou
.Dedomènou ìti kanèna
 kwdikì
 den sump�ptei me to prìjhma k�poiou�llou, o enarkt rio
 kwdikì
 se èna kwdikopoihmèno arqe�o e�naimonos manta orismèno
.Epomènw
, mporoÔme apl¸
 na prosdior�soume ton enarkt rio kwdikì,na ton apokwdikopoi soume, kai na epanal�boume th diadikas�ath
apokwdikopo�hsh
 gia to enapomènon tm ma tou kwdikopoihmènouarqe�ou.Ston k¸dika tou p�naka, h sumboloseir� 001011101 analÔetaimonos mata sthn allhlouq�a 0 · 0 · 101 · 1101, h apokwdikopo�hsh th
opo�a
 d�nei aabe.Kajhght 
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HuffmanAprojhmatiko� K¸dike
Gia thn diadikas�a th
 apokwdikopo�hsh
 ma
 qrei�zetai mia eÔqrhsthanapar�stash tou aprojhmatikoÔ k¸dika h opo�a na ma
 d�nei thdunatìthta na prosdior�zoume eÔkola ton enarkt rio kwdikì.Mia tètoia anapar�stash epitugq�netai mèsw enì
 duadikoÔ dèntroutou opo�ou oi katalhktiko� kìmboi antistoiqoÔn stou
 dedomènou
qarakt re
.Se èna tètoio dèntro, o duadikì
 kwdikì
 enì
 qarakt ra sun�stataisth diadrom  apì th r�za tou dèntrou mèqri ton sugkekrimènoqarakt ra, ìpou to 0 shma�nei {met�bash ston aristerì jugatrikìkìmbo} kai to 1 {met�bash ston dexiì jugatrikì kìmbo}
Kajhght 
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HuffmanAprojhmatiko� K¸dike
 (sun.)Sto parak�tw sq ma fa�nontai ta dèntra pou anaparistoÔn tou
 dÔoendeiktikoÔ
 k¸dike
 pou èqoume  dh anafèrei.
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HuffmanAprojhmatiko� K¸dike
 (sun.)'Ena
 bèltisto
 k¸dika
 anapar�statai p�ntote apì èna pl re
duadikì dèntro, sto opo�o k�je kìmbo
 (exairoumènwn, bèbaia, twn{katalhktik¸n}) èqei dÔo jugatrikoÔ
.O k¸dika
 stajeroÔ m kou
 tou parade�gmatì
 ma
 den e�nai bèltisto
,afoÔ to dèntro tou, to opo�o apeikonizìtan sto parap�nw sq ma, dene�nai èna pl re
 duadikì dèndro.Dedomènou ìti mporoÔme plèon na perior�soume thn an�lus  ma
 sepl rh duadik� dèndra, mporoÔme na poÔme ìti an oi qarakt re
 toukeimènou ma
 proèrqontai apì k�poio alf�bhto C kai oi suqnìthte
tou
 e�nai ìle
 jetikè
, tìte to dèndro pou anaparist� ènan bèltistoaprojhmatikì k¸dika èqei akrib¸
 |C | katalhktikoÔ
 kìmbou
, ènan giak�je gr�mma tou alfab tou, kai akrib¸
 |C | − 1 eswterikoÔ
 kìmbou
.Kajhght 
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HuffmanAprojhmatiko� K¸dike
 (sun.)An gnwr�zoume to dèndro T pou anaparist� ènan aprojhmatikì k¸dika,mporoÔme na upolog�soume eÔkola to pl jo
 twn duf�wn pouapaitoÔntai gia thn kwdikopo�hsh enì
 arqe�ou.Gia k�je qarakt ra c tou alfab tou C , èstw f (c) h suqnìthtaemf�nis 
 tou sto arqe�o kai dT (c) to b�jo
 tou katalhktikoÔ kìmbousto dèntro. Shmei¸ste ìti h posìthta dT (c) isoÔtai ep�sh
 me to m ko
tou kwdikoÔ tou qarakt ra c .Epomènw
 to pl jo
 twn duf�wn pou apaitoÔntai gia thn kwdikopo�hshtou arqe�ou e�nai
B(T ) =

∑

c∈C

f (c)dT (c)
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HuffmanKataskeu  enì
 K¸dika Huffman'Ena
 kajierwmèno
 �plhsto
 algìrijmo
 gia thn kataskeu  enì
bèltistou aprojhmatikoÔ k¸dika e�nai autì
 pou anèptuxe o Huffman(k¸dika
 Huffman).H orjìthta tou algor�jmou bas�zetai sthn idiìthta th
 �plhsth
epilog 
 kai sth bèltisth upodom .Ja parousi�soume pr¸ta ton yeudok¸dika gia na aposafhniste�kalÔtera o mhqanismì
 me ton opo�o o algìrijmo
 k�nei �plhste
epilogè
.
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HuffmanKataskeu  enì
 K¸dika Huffman (sun.)Upojètoume ìti to C e�nai èna sÔnolo apì n qarakt re
 kai ìti o k�jeqarakt ra
 c ∈ C e�nai èna antike�meno me kajorismènh suqnìthta f [c].O algìrijmo
 kataskeu�zei to dèntro T to opo�o antistoiqe� stonbèltisto k¸dika akolouj¸nta
 mia anabibastik  stathgik .Xekin� me èna sÔnolo apì |C | katalhktikoÔ
 kìmbou
 kai dhmiourge� totelikì dèndro ektel¸nta
 mia akolouj�a |C | − 1 pr�xewn{sugq¸neush
}.O algìrijmo
 prosdior�zei ta dÔo antike�mena me ti
 mikrìtere
suqnìthte
 emf�nish
 ta opo�a ja sugqwneujoÔn mèsw mia
 our�
proteraiìthta
 elaq�stou Q me kleidi� ti
 suqnìthte
 f .To proðìn th
 sugq¸neush
 twn duo antikeimènwn e�nai èna nèoantike�meno me suqnìthta to �jroisma twn dÔo sugqwneujèntwnantikeimènwn.Kajhght 
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HuffmanKataskeu  enì
 K¸dika Huffman (sun.)
Huffman(C)

1. n ← |C |

2. Q ← |C |

3. gia i ← 1 èw
 n − 1

4. desmeÔoume èna nèo kìmbo z

5. aristerì
[z]← x ← Exagwgh Elaqistou(Q)

6. dexiì
[z]← y ← Exagwgh Elaqistou(Q)

7. f [z]← f [x ] + f [y ]

8. Eisagwgh(Q, z)

9. epistrof  exagwgh elaqistou(Q) (epistrèfei th r�za tou dèntrou)Kajhght 
: N. M. Misurl 
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HuffmanKataskeu  enì
 K¸dika Huffman (sun.)

O sunolikì
 qrìno
 ektèlesh
 th
 diadikas�a
 Huffman gia èna sÔnolo nqarakt rwn e�nai O(n log n)Kajhght 
: N. M. Misurl 
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Huffman

Orjìthta Algor�jmou HuffmanGia na apode�xoume ìti o �plhsto
 algìrijmo
 Huffman e�nai orjì
, jade�xoume ìti to prìblhma tou prosdiorismoÔ enì
 bèltistou aprojhmatikoÔk¸dika diajètei ti
 idiìthte
 th
 �plhsth
 epilog 
 kai th
 bèltisth
upodom 
.
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Huffman

L mma 'Aplhsth
 Epilog 
L mma'Estw èna alf�bhto tou opo�ou o k�je qarakt ra
 c ∈ C èqei suqnìthta
f [c], kai èstw x , y duo qarakt re
 tou C oi opo�oi èqoun ti
 mikrìtere
suqnìthte
. Sthn per�ptwsh aut , up�rqei bèltisto
 aprojhmatikì
 k¸dika
gia to alf�bhto C ston opo�o oi kwdiko� twn x , y èqoun to �dio m ko
 kaidiafèroun mìno sto teleuta�o duf�o.
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HuffmanL mma 'Aplhsth
 Epilog 
 - ApìdeixhH kentrik  idèa th
 apìdeixh
 fa�netai sto parak�tw sq ma.
An mporoÔme na kataskeu�soume èna tètoio dèndro, tìte oi kwdiko� twn duoqarakt rwn ja èqoun to �dio m ko
 kai ja diafèroun mìno sto teleuta�oduf�o.
Kajhght 
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HuffmanL mma 'Aplhsth
 Epilog 
 - Apìdeixh (sun.)Qwr�
 ap¸leia genikìthta
, mporoÔme na upojèsoume ìti
f [a] ≤ f [b] kai f [x ] ≤ f [y ]All�
f [x ] ≤ f [a] kai f [c] ≤ f [b]En suneqe�a enal�ssoume ti
 jèsei
 twn qarakt rwn a kai x sto dèndro

T kai prokÔptei to dèndro T ′.
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HuffmanApìdeixh (sun.)H diafor� kìstou
 metaxÔ twn dèndrwn T ,T ′ e�nai
B(T )− B(T ′) =

∑

c∈C

f (c)dT (c)−
∑

c∈C

f (c)dT ′(c)

= f [x ]dT (x) + f [a]dT (a)− f [x ]dT ′(x)− f [a]dT ′(a)

= f [x ]dT (x) + f [a]dT (a)− f [x ]dT (a)− f [a]dT (x)

= (f [a]− f [x ])(dT (a)− dT (x))

≥ 0'Omoia, h enallag  twn y , b den aux�nei to kìsto
, opìte
B(T ′)− B(T ′′) ≥ 0.Kajhght 
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HuffmanApìdeixh (sun.)Epomènw
, apì ti
 duo teleuta�e
 sqèsei
 prokÔptei ìti
B(T ′′) ≤ B(T ).All� to dèndro T e�nai bèltisto, pou shma�nei ìti
B(T ) ≤ B(T ′′).Apì ti
 duo teleuta�e
 sqèsei
 sunep�getai ìti
B(T ′′) = B(T ).Sunep¸
, to T ′′ e�nai èna bèltisto dèndro sto opo�o oi qarakt re
 x , yanapar�stantai apì adelfikoÔ
 katalhktikoÔ
 kìmbou
 mègistou b�jou
.Kajhght 
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Huffman

L mma 'Aplhsth
 Epilog 
To L mma ma
 exasfal�zei ìti h diadikas�a th
 kataskeu 
 enì
bèltistou dèndrou mèsw sugqwneÔsewn mpore� na xekin sei, qwr�
ap¸leia th
 genikìthta
, me thn �plhsth epilog  th
 sugq¸neush
 twnduo qarakt rwn me ti
 el�qiste
 suqnìthte
.Giat� h epilog  aut  e�nai �plhsth?Apì ìle
 ti
 dunatè
 sugqwneÔsei
 se k�je b ma h diadikas�a
Huffman epilègei eke�nh pou episÔrei th mikrìterh dap�nh.
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HuffmanL mma Bèltisth
 Upodom 
L mma'Estw C ′ = C − {x , y}
⋃

{z} me f [z] = f [x ] + f [y ].'Estw T ′ opoiod pote bèltisto dèndro gia to alf�bhto C ′.To dèndro T pou prokÔptei an antikatast soume sto T ′ tonkatalhktikì kìmbo tou qarakt ra z me ènan eswterikì kìmbo o opo�o
èqei w
 jugatrikoÔ
 tou
 x , y anaparist� ènan bèltisto aprojhmatikìk¸dika gia to alf�bhto C .
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HuffmanL mma Bèltisth
 Upodom s-ApìdeixhW
 pr¸to b ma, ja de�xoume ìti to kìsto
 B(T ) tou dèndrou T mpore�na ekfraste� sunart sei tou kìstou
 B(T ′) tou dèndrou T ′.Gia k�je qarakt ra c ∈ C − {x , y} èqoume dT (c) = dT ′(c) kai epomènw

f [c]dT ′(c) = f [c]dT ′(c).Dedomènou ìti dT (x) = dT (y) = dT ′(z) + 1 èqoume

f [x ]dT (x) + f [y ]dT (y) = (f [x ] + f [y ])(dT ′(z) + 1)

= f [z]dT ′(z) + f [x ] + f [y ]ap' ìpou èpetai ìti B(T ) = B(T ′) + f [x ] + f [y ]  isodÔnama B(T ′) = B(T )− f [x ]− f [y ]Kajhght 
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HuffmanL mma Bèltisth
 Upodom s-ApìdeixhEn suneqe�a ja apode�xoume to l mma me ei
 �topon apagwg .A
 upojèsoume ìti to T den antiproswpeÔei ènan bèltistoaprojhmatikì k¸dika gia to alf�bhto C .Sthn per�ptwsh aut  up�rqei èna dèndro T ′′ tètoio ¸ste
B(T ′′) < B(T ).Qwr�
 ap¸leia th
 genikìthta
 (me b�sh to L mma th
 Aplhst�a
) ta

x , y anapar�stantai apì adelfikoÔ
 kìmbou
 sto T ′′.'Estw T ′′′ to dèndro pou prokÔptei an antikatast soume ton koinìpatrikì kìmbo twn x , y sto T ′′ apì ènan katalhktikì kìmbo z mesuqnìthta
f [z] = f [x ] + f [y ].Kajhght 
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HuffmanL mma Bèltisth
 Upodom s-ApìdeixhSthn per�ptwsh aut 
B(T ′′′) = B(T ′′)− f [x ]− f [y ]

< B(T )− f [x ]− f [y ]

= B(T ′) ant�fash!diìti to T ′ antiproswpeÔei èna bèltisto aprojhmatikì k¸dika gia toalf�bhto C ′.Epomènw
 to T antiproswpeÔei èna bèltisto aprojhmatikì k¸dika giato alf�bhto C .
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Huffman

TheoremH diadikas�a Huffman par�gei bèltisto aprojhmatikì k¸dika.Apìdeixh.To je¸rhma èpetai �mesa apì ta L mmata �plhsth
 epilog 
 kai bèltisth
upodom 
.
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