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Μέγιστη Κοινή Υπακολουθία

Ορισµοί

Ορισµός 1: Μια ακολουθία Z =< z1, z2, . . . , zk > αποτελεί υπακολουθία

µιας δεδοµένης ακολουθίας X =< x1, x2, . . . , xm > εάν

υπάρχει µια γνησίως αύξουσα ακολουθία < i1, i2, . . . , ik > από

αύξοντες αριθµούς στοιχείων της X τέτοια ώστε για όλα τα

j = 1, 2, . . . , k να ισχύει xij = zj .

Παράδειγµα

Η Z =< B,C,D, B > είναι µια υπακολουθία της

X =< A, B,C, B,D,A, B >, µε αντίστοιχη ακολουθία αυξόντων

αριθµών < 2, 3, 5, 7 > .

Ορισµός 2: Για δυο δεδοµένες ακολουθίες X και Y , λέµε ότι µια

ακολουθία Z είναι κοινή υπακολουθία των X και Y εάν είναι

υπακολουθία τόσο της Q όσο και της Y .

Παράδειγµα

Εάν X =< A, B,C, B,D,A, B > και

Y =< B,D,C,A, B,A >, η ακολουθία < B,C,A > είναι µια

κοινή υπακολουθία των X και Y .
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Μέγιστη Κοινή Υπακολουθία

Πρόβληµα

Στο πρόβληµα της µέγιστης υπακολουθίας µας δίνονται δύο ακολουθίες

X =< x1, x2, . . . , xm > και Y =< y1, y2, . . . , yn > και Ϲητείται να ϐρεθεί µια

µέγιστου µήκους κοινή υπακολουθία των X και Y .
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 1: Χαρακτηρισµός µια Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Το πρόβληµα της ΜΚΥ διαθέτει την ιδιότητα της ϐέλτιστης υποδοµής.

Για µια δεδοµένη ακολουθία X =< x1, x2, . . . , xm >, ορίζουµε την

i − οστή προθηµατική υπακολουθία της Χ, για i = 0, 1, . . . ,m, ως την

υπακολουθία Xi =< x1, x2, . . . , xi > .

Παράδειγµα

Εάν X =< A, B,C, B,D,A, B >, τότε X4 =< A, B,C, B > και η X0

είναι η κενή ακολουθία.

Τηεορεµ

΄Εστω δυο ακολουθίες X =< x1, x2, . . . , xm > και Y =< y1, y2, . . . , yn >, και

έστω Z =< z1, z2, . . . , zk > οποιαδήποτε ΜΚΥ των X και Y .

1. Εάν xm = yn τότε zk = xm = yn και η Zk−1 είναι µια ΜΚΥ των

Xm−1 και Yn−1.

2. Εάν xm 6= yn και zk 6= xm, έπεται ότι η Z είναι µια ΜΚΥ των Xm−1 και Y .

3. Εάν xm 6= yn και zk 6= yn, έπεται ότι η Z είναι µια ΜΚΥ των X και Yn−1.
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 1: Χαρακτηρισµός µια Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Απόδειξη.

1 ◮ Εάν zk 6= xm, τότε προσαρτώντας το στοιχείο xm = yn στην Z προκύπτει

µια κοινή υπακολουθία των X και Y µε µήκος = k + 1, το οποίο

αντιφάσκει στην υπόθεση µας ότι η Z είναι µια ΜΚΥ των X και Y . Συνεπώς

πρέπει zk = xm = yn.

◮ Επιπλέον, η Zk−1 είναι µια κοινή υπακολουθία των Xm−1 και Yn−1 µε

µήκος = k − 1. Θέλουµε να δείξουµε ότι είναι µια ΜΚΥ. ΄Εστω ότι δεν

ισχύει, υπάρχει δηλαδή µια κοινή υπακολουθία W των Xm−1 και Yn−1 µε

µήκος > k − 1. Αν πρσαρτήσουµε στην W το στοιχείο xm = yn

παίρνουµε µια κοινή υπακολουθία των X και Y µε µήκος > k, άτοπο.

2 Αν zk 6= xm τότε η Z είναι µια κοινή υπακολουθία των Xm−1 και Y . Εάν

υπήρχε κοινή υπακολουθία W των Xm−1 και Y µε µήκος > k, τότε η

W ϑα ήταν επίσης κοινή υπακολουθία των Xm και Y , το οποίο αντιφάσκει

µε την υπόθεση ότι η Z είναι ΜΚΥ των X και Y .

3 Ανάλογα µε την (2).
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 1: Χαρακτηρισµός µια Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Από τις προτάσεις του ϑεωρήµατος έπεται ότι µια ΜΚΥ δυο ακολουθιών

εµπεριέχει µια ΜΚΥ προθηµατικών υπακολουθιών των δύο αρχικών

ακολουθιών.

Το πρόβληµα της ΜΚΥ παρουσιάζει ϐέλτιστη υποδοµή.

Μια αναδροµική λύση αυτού του προβλήµατος έχει επίσης την ιδιότητα της

επικάλυψης των υποπροβληµάτων.
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 2: Μια Αναδροµική Λύση

Από το παραπάνω Θεώρηµα προκύπτει ότι για να προσδιορίσουµε κάποια

ΜΚΥ των X =< x1, x2, . . . , xm > και Y =< y1, y2, . . . , yn > ϑα πρέπει

να εξετάσουµε δυο υποπροβλήµατα.

◮ Αν xm = yn, πρέπει να ϐρούµε µια ΜΚΥ των Xm−1 και Yn−1.

Προσαρτώντας σε αυτήν το xm = yn παίρνουµε µια ΜΚΥ των X και Y .

◮ Αν xm 6= yn ϑα πρέπει να λύσουµε δύο υποπροβλήµατα: την εύρεση µιας

ΜΚΥ των Xm−1 και Y και την εύρεση µιας ΜΚΥ των X και Yn−1. Η

µεγαλύτερη από αυτές τις δύο ΜΚΥ είναι µια ΜΚΥ των X και Y .

Η ύπαρξη της ιδιότητας της επικάλυψης υποπροβληµάτων στο πρόβληµα

της ΜΚΥ µπορεί να δειχθεί πολύ εύκολα.

◮ Για να ϐρούµε τις ΜΚΥ των X και Y , ϑα χρειαστεί ενδεχοµένως να ϐρούµε

τις ΜΚΥ των X και Yn−1 και των Xm−1 και Y .

◮ Καθένα από αυτά τα υποπροβλήµατα, όµως, έχει ως υποπρόβληµα την

εύρεση της ΜΚΥ των Xm−1 και Yn−1.

◮ Σε πολλά άλλα υποπροβλήµατα εµφανίζονται κοινά υπο-υποπροβλήµατα.
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 2: Μια Αναδροµική Λύση

΄Εστω c[i, j] το µήκος µιας ΜΚΥ των ακολουθιών Xi και Yj .

Εάν έχουµε i = 0 ή j = 0, τότε µια από τις ακολουθίες έχει µήκος 0, και

κατά συνέπεια η ΜΚΥ έχει µήκος επίσης 0.

Με ϐάση τη ϐέλτιστη υποδοµή του προβλήµατος της ΜΚΥ, προκύπτει η εξής

αναδροµική σχέση:

c[i, j] =







0, εάν i = 0 ή j = 0,

c[i − 1, j − 1] + 1, εάν i, j > 0 και xi = yj ,

max (c[i, j − 1], c[i − 1, j]) , εάν i, j > 0 και xi 6= yj .
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Αναδροµικός Αλγόριθµος

MKY(x,y,i,j)
/∗Αγνοούµε την κατάσταση διακοπής i = j = 0 ∗/

if x[i]=y[j] then
c[i,j]=MKY(x,y,i-1,j-1)

else
c[i,j]=max{MKY(x,y,i-1,j),MKY(x,y,i,j-1)}

return c
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 3: Υπολογισµός του Μήκους µιας ΜΚΥ

Η χειρότερη περίπτωση είναι x[i] 6= y[j].
Η αναδροµική σχέση της πολυπλοκότητας είναι :

T(m, n) ≥ T(m, n − 1) + T(m − 1, n)

≥ [T(m, n − 2) + T(m − 1, n− 1)]+

[T(m − 1, n− 1) + T(m − 2, n− 1)]

T(m, n) ≥ 2T(m − 1, n − 1)

Αν m ≥ n

T(m, n) ≥ 2
2
T(m− 2, n− 2)

...

≥ 2m
T(0, 0)

≥ 2
m

Αν n ≥ m  T(m, n) ≥ 2
n
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 3: Υπολογισµός του Μήκους µιας ΜΚΥ

Ωστόσο, επειδή υπάρχουν µόνο Θ(mn) διαφορετικά υποπροβλήµατα,

υπολογίζουµε τις λύσεις αναβιβαστικά µέσω δυναµικού προγραµµατισµού.

Η διαδικασία Μηκος ΜΚΥ που ακολουθεί

◮ δέχεται ως είσοδο δύο ακολουθίες X =< x1, x2, . . . , xm > και

Y =< y1, y2, . . . , yn > .

◮ Ο αλγόριθµος υπολογίζει τις τιµές των c[i, j], τις οποίες και αποθηκεύει σε

έναν πίνακα c[0 . . .m, 0 . . . n]. Ο υπολογισµός των στοιχείων γίνεται κατ΄

αύξουσα σειρά γραµµής του πίνακα από τα αριστερά προς τα δεξιά.

◮ Η διαδικασία τηρεί επίσης τον πίνακα b[1 . . .m, 1 . . . n], για την κατασκευή

µιας ϐέλτιστης λύσης. Το ¨βέλος¨ b[i, j] δείχνει προς το στοιχείο πίνακα το

οποίο αντιστοιχεί στη ϐέλτιστη λύση του υποπροβλήµατος που επιλέχθηκε

στον υπολογισµό του c[i, j].
◮ Η διαδικασία επιστρέφει τους πίνακες b και c. Το στοιχείο c[m, n]

περιέχει το µήκος µιας ΜΚΥ των X και Y .
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 3: Υπολογισµός του Μήκους µιας ΜΚΥ

Μηκος ΜΚΥ(X , Y )

1 m← µήκος[X ]
2 n← µήκος[Y ]
3 για i ← 1 έως m

4 c[i, 0]← 0

5 για j ← 0 έως n

6 c[0, j]← 0

7 για i ← 1 έως m

8 για j ← 1 έως n

9 αν xi = yj

10 τότε c[i, j]← c[i − 1, j − 1] + 1

11 b[i, j]←′տ′
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 3: Υπολογισµός του Μήκους µιας ΜΚΥ

12 αλλιώς αν c[i − 1, j] ≥ c[i, j − 1]
13 τότε c[i, j]← c[i − 1, j]
14 b[i, j]←′↑′

15 αλλιώς c[i, j]← c[i, j − 1]
16 b[i, j]←′←′

17 επιστροφή c και b
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 4: Κατασκευή µιας ΜΚΥ

Ξεκινώντας από το στοιχείο b[m, n], διατρέχουµε απλώς τον πίνακα

ακολουθώντας τα ϐέλη.

Κάθε ϐέλος տ ” που συναντούµε στο πίνακα b[i, j] σηµαίνει ότι το

στοιχείο xi = yj ανήκει στη ΜΚΥ.

Με τη µέθοδο αυτή, τα στοιχεία της ΜΚΥ συναντώνται µε αντίστροφη σειρά.
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Επίλυση Προβλήµατος Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας

Βήµα 4: Κατασκευή µιας ΜΚΥ

Εκτυπωση ΜΚΥ(b,Q, i, j)
1 αν i = 0 ή j = 0

2 τότε επιστροφή

3 αν b[i, j] =′տ′

4 Εκτυπωση ΜΚΥ(b,Q, i − 1, j − 1)
5 εκτύπωση xi

6 αλλιώς αν b[i, j] =′↑′

7 τότε Εκτυπωση ΜΚΥ(b,Q, i − 1, j)
8 αλλιώς Εκτυπωση ΜΚΥ(b,Q, i, j − 1)
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Μη Αναδροµικός Αλγόριθµος

Χρόνος O(mn)

Χώρος O(mn)

4. Κατασκευή λύσης

i-1,j i,j

i-1,j-1 i,j-1

1

2
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Μη Αναδροµικός Αλγόριθµος

0 1 2 3 4 5 6

yj B D C A B A

xi0 0 0 0 0 0 0 0

1 A 0 0 0 0 1 1 1

2 B 0 1 1 1 1 2 2

3 C 0 1 1 2 2 2 2

4 B 0 1 1 2 2 3 3

5 D 0 1 2 2 2 3 3

6 A 0 1 2 2 3 3 4

7 B 0 1 2 2 3 4 4

i j
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