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Βέλτιστα (στατικά) δυαδικά δένδρα αναζήτησης

Παράδειγµα: Σχεδιασµός προγράµµατος µετάφρασης κειµένου από τα

Ελληνικά στα Αγγλικά

Λύση:

Για κάθε ελληνική λέξη που εµφανίζεται στο κείµενο, ϑα πρέπει να

ανατρέχουµε στην αντίστοιχη αγγλική

Κατασκευή δυαδικού δέντρου αναζήτησης (∆∆Α) το οποίο να χρησιµοποιεί

ως κλειδιά n ελληνικές λέξεις και ως παρελκόµενα δεδοµένα τις

αντίστοιχες αγγλικές τους.

Στόχος: Ο ολικός χρόνος που δαπανάται στην αναζήτηση να είναι όσο το

δυνατό µικρότερος
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Βέλτιστα (στατικά) δυαδικά δένδρα αναζήτησης

Ερώτηµα:

Πώς ϑα πρέπει να κατασκευάσουµε ένα δυαδικό δένδρο αναζήτησης ούτως

ώστε να ελαχιστοποιήσουµε το πλήθος των κόµβων που διεξερχόµαστε σε

όλες τις αναζητήσεις, αν γνωρίζουµε τη συχνότητα εµφάνισης της κάθε λέξης

Απάντηση:

Η δοµή που χρειαζόµαστε λέγεται Βέλτιστο (στατικό) δυαδικό δένδρο

αναζήτησης.
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Βέλτιστα (στατικά) δυαδικά δένδρα αναζήτησης

Το πρόβληµα :

. ∆ίνεται µια ταξινοµηµένη ακολουθία K =< k1, k2, . . . , kn > από n

διαφορετικά κλειδιά, έτσι ώστε k1 < k2 < · · · < kn, µε πιθανότητα

αναζήτησης pi για κάθε κλειδί ki

. ∆ίνονται επίσης n + 1 ¨ϐουβά κλειδιά¨ d0, d1, . . . , dn, τα οποία

αντιπροσωπεύουν τιµές που δεν απαντούν στην ακολουθία K .

? Συγκεκριµένα, το κλειδί d0 αντιπροσωπεύει όλες τις τιµές που είναι µικρότερες

του k1, το dn όλες τις τιµές που είναι µεγαλύτερες του kn, και για

i = 1, 2, . . . , n − 1, το ϐουβό κλειδί di αντιπροσωπεύει όλες τις τιµές που

ϐρίσκονται µεταξύ του ki και του ki+1.

? Τα κλειδιά είναι εσωτερικοί κόµβοι και τα ϐουβά κλειδιά είναι καταληκτικοί

κόµβοι (ϕύλλα)

? Για κάθε ϐουβό κλειδί di , έχουµε πιθανότητα αναζήτησης qi

. Θέλουµε να κατασκευάσουµε ένα ∆∆Α µε το ελάχιστα αναµενόµενο

κόστος αναζήτησης

. Για κάθε κλειδί ki , κόστος = βT (ki) + 1, όπου βT (ki) το ϐάθος ενός κόµβου

στο δέντρο Τ.

Προσθέτουµε 1 στο κόστος γιατί το ϐάθος της ϱίζας είναι 0
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Αναµενόµενο κόστος αναζήτησης

. Το πραγµατικό κόστος µιας αναζήτησης ισούται µε το πλήθος των

εξεταζόµενων κόµβων

Οποιαδήποτε αναζήτηση είτε είναι επιτυχής (οπότε επιστρέφει κάποιο

κλειδί ki) είτε ανεπιτυχής (οπότε επιστρέφει κάποιο ϐουβό κλειδί di), έχει

άθροισµα πιθανοτήτων ίσο µε 1, δηλ.

n∑
i=1

pi +
n∑

i=0

qi = 1

Το αναµενόµενο κόστος µιας αναζήτησης (κ.α) στο δέντρο Τ είναι

E[κ.α. στο Τ] =
n∑

i=1

(βT (ki) + 1) � pi +
n∑

i=0

(βT (di) + 1) � qi

= 1 +
n∑

i=1

βT (ki) � pi +
n∑

i=0

βT (di) � qi
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Παράδειγµα - Αναµενόµενο κόστος αναζήτησης
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Παράδειγµα - Αναµενόµενο κόστος αναζήτησης
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Παρατηρήσεις

Το Ϲητούµενο είναι, για κάποιο δεδοµένο σύνολο πιθανοτήτων να

κατασκευάσουµε ένα ∆∆Α το οποίο να έχει το ελάχιστο κόστος

αναζήτησης.

Ζητάµε, λοιπόν να κατασκευάσουµε ένα ϐέλτιστο ∆∆Α

΄Ενα ϐέλτιστο ∆∆Α δεν είναι απαραιτήτως δέντρο ελάχιστου ολικού ύψους

∆εν είναι ϐέβαιο ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα ϐέλτιστο ∆∆Α

τοποθετώντας πάντοτε το κλειδί µε τη µέγιστη πιθανότητα στη ϱίζα.
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Εξαντλητικός έλεγχος

Σήµανση των κόµβων οποιουδήποτε δυαδικού δέντρου n κόµβων µε τα

κλειδιά k1, k2, . . . , kn ώστε να κατασκευάσουµε ένα ∆∆Α

Προσθήκη σε αυτό ϐουβών κλειδιών στη ϑέση καταληκτικών κόµβων

Ο εξαντλητικός έλεγχος όλων των δυνατοτήτων αποδίδει ϐραδύτατο αλγόριθµο.

Το πλήθος των δυαδικών δέντρων µε n κόµβους είναι Ω(4n/n
3/2), και

εποµένως για να εξαντλήσουµε όλες τις δυνατότητες ϑα πρέπει να

εξετάσουµε εκθετικό πλήθος ∆∆Α.
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Βήµα 1: Η δοµή ενός ϐέλτιστου ∆∆Α

Κάθε υποδέντρο του ∆∆Α περιέχει διαδοχικά κλειδιά ki , . . . , kj , όπου

1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Επίσης ϑα περιέχει και τα ϐουβά κλειδιά di−1, . . . , dj

Αν το Τ είναι ένα ϐέλτιστο ∆∆Α και

αν το Τ περιλαµβάνει ένα υποδέντρο Τ΄ το οποίο περιέχει τα κλειδιά

ki , . . . , kj και τα ϐουβά κλειδιά di−1, . . . , dj

τότε το υποδέντρο Τ΄ ϑα πρέπει να είναι επίσης ϐέλτιστο όσον αφορά το

υποπρόβληµα µε τα κλειδιά ki , . . . , kj και τα ϐουβά κλειδιά di−1, . . . , dj

Απόδειξη : Αποκοπή και επικόλληση.
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Βέλτιστη υποδοµή

Κάποιο από τα κλειδιά ki , . . . , kj , έστω το kr , όπου i ≤ r ≤ j, ϑα αποτελεί τη

ϱίζα ενός ϐέλτιστου υποδέντρου το οποίο ϑα πειέχει τα συγκεκριµένα

κλειδιά

Το αριστερό υποδέντρο της ϱίζας kr , ϑα περιέχει τα κλειδιά ki , . . . , kr−1

(καθώς και τα ϐουβά κλειδιά di−1, . . . , dr−1)

Το δεξί υποδέντρο της ϱίζας kr , ϑα περιέχει τα κλειδιά kr+1, . . . , kj (καθώς

και τα ϐουβά κλειδιά dr , . . . , dj)

Για να ϐρούµε ένα ϐέλτιστο ∆∆Α πρέπει να

(ι) εξετάσουµε όλες τις δυνατές ϱίζες kr , όπου i ≤ r ≤ j

(ιι) προσδιορίσουµε όλα τα ϐέλτιστα ∆∆Α που περιέχουν τα κλειδιά ki , . . . , kr−1

και kr+1, . . . , kj
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Βήµα 2: Μια αναδροµική λύση

Εύρεση ϐέλτιστου ∆∆Α για ki , . . . , kj , όπου i ≥ 1, j ≤ n, j ≥ i − 1

Τελικός µας στόχος είναι ο υπολογισµός του e[1, n].

΄Οταν j = i − 1, το δέντρο είναι κενό καθώς δεν υπάρχει κανένα

πραγµατικό κλειδί, αλλά µόνο το ϐουβό κλειδί di−1.

Ορίζουµε e[i, j] = αναµενόµενο κόστος αναζήτησης του ϐέλτιστου ∆∆Α

για ki , . . . , kj

Αν j = i − 1, τότε e[i, j] = qi−1

Αν j ≥ i,

? Επιλογή ϱίζας kr , για i ≤ r ≤ j

? Αναδροµική κατασκευή ϐέλτιστου ∆∆Α

. Για ki , . . . , kr−1, σαν αριστερό υποδέντρο είναι ϐέλτιστο ∆∆Α

. Για kr+1, . . . , kj , σαν δεξί υποδέντρο είναι ϐέλτιστο ∆∆Α
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Βήµα 2: Μια αναδροµική λύση

Πώς µεταβάλλεται το αναµενόµενο κόστος αναζήτησης σε ένα

υποδέντρο όταν αυτό καθίσταται υποδέντρο ενός κόµβου ;

? Το ϐάθος του κάθε κόµβου στο υποδέντρο αυξάνεται κατά µια µονάδα

? Το αναµενόµενο κόστος αναζήτησης σε αυτό το υποδέντρο αυξάνεται κατά

το άθροισµα όλων των πιθανοτήτων στο υποδέντρο :

w[i, j] =

j∑
l=i

pl +

j∑
l=i−1

ql

Αν kr είναι η ϱίζα του ϐέλτιστου υποδέντρου το οποίο περιέχει τα κλειδιά

ki , . . . , kj , τότε

e[i, j] = pr + (e[i, r − 1] + w[i, r − 1]) + (e[r + 1, j] + w[r + 1, j])

= e[i, r − 1] + e[r + 1, j] + w[i, j]

γιατί

w[i, j] = w[i, r − 1] + pr + w[r + 1, j].

Καθηγητής : Ν. Μ. Μισυρλής () 31 Μαΐου 2019 13 / 17



Βήµα 2: Μια αναδροµική λύση

Η επιλογή της ϱίζας η οποία δίνει το ελάχιστο αναµενόµενο κόστος

αναζήτησης δίνεται από την

e[i, j] =

qi−1, αν j = i − 1

min
i≤r≤j

{e[i, r − 1] + e[r + 1, j] + w[i, j]}, αν i ≤ j

Οι τιµές των e[i, j] αντιπροσωπεύουν τα αναµενόµενα κόστη αναζήτησης

σε ϐέλτιστα ∆∆Α.

Για να διευκολύνουµε την πορεία κατασκευής ενός ϐέλτιστου ∆∆Α,

ορίζουµε ως ϱίζα[i, j], για 1 ≤ i ≤ j ≤ n, τον αύξοντα αριθµό r του κλειδιού

kr , το οποίο αποτελεί τη ϱίζα ενός ϐέλτιστου ∆∆Α που περιέχει τα κλειδιά

ki , . . . , kj .
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Βήµα 3: Υπολογίζοντας τη ϐέλτιστη λύση

Για κάθε υποπρόβληµα (i, j), αποθηκεύουµε

το αναµενόµενο κόστος αναζήτησης σε ένα πίνακα e[1..n + 1, 0..n]
I Θα χρησιµοποιήσουµε µόνο εισόδους e[i, j], για τις οποίες j ≥ i − 1

ϱίζα[i, j]=ρίζα του υποδέντρου µε κλειδιά ki , . . . , kj , για 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

w[1..n + 1, 0..n]=άθροισµα πιθανοτήτων :

I w[i, i − 1] = qi−1, για 1 ≤ i ≤ n + 1 (ϐασική περίπτωση)

I w[i, j] = w[i, j − 1] + pj + qj , για 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Παρατήρηση : Αντί να υπολογίζουµε το w[i, j] από το 0 κάθε ϕορά που

υπολογίζουµε το e[i, j], αποθηκεύουµε τις τιµές αυτές σε ένα πίνακα.

Καθηγητής : Ν. Μ. Μισυρλής () 31 Μαΐου 2019 15 / 17



Βήµα 3: Υπολογισµός του αναµενόµενου κόστους αναζήτησης σε ένα

ϐέλτιστο ∆∆Α

= O(n^3)
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Οι πίνακες e[i, j],w[i, j] και ϱίζα[i, j] που υπολογίζονται από τη διαδικασία

ΒΕΛΤΙΣΤΟ ∆∆Α για την κατανοµή κλειδιών.
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