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Ελάχιστα τετράγωνα (Least squares)

Ελάχιστα τετράγωνα. Θεµελιώδες πρόβληµα της Στατιστικής.

∆εδοµένου ενός συνόλου P µε n σηµεία στο επίπεδο :

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

Να ϐρεθεί ευθεία L µε εξίσωση y = ax + b που ελαχιστοποιεί το

άθροισµα του τετραγώνου του σφάλµατος :

Error(L, P) =
n∑

i=1

(yi − axi − b)2
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Ελάχιστα τετράγωνα (Least squares)
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∆εδοµένου ενός συνόλου P µε n σηµεία στο επίπεδο :
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Να ϐρεθεί ευθεία L µε εξίσωση y = ax + b που ελαχιστοποιεί το
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Τµηµατοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα (Segmented least

squares)

Τµηµατοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα

Τα σηµεία ϐρίσκονται κοντά σε µία ακολουθία ευθύγραµµων τµηµάτων.

∆εδοµένων n σηµείων στο επίπεδο : (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) µε

x1 < x2 < . . . xn, να ϐρεθεί ακολουθία ευθύγραµµων τµηµάτων που

ελαχιστοποιεί µια συνάρτηση f(x).

Ερώτηση. Ποιά f(x) να επιλέξουµε ώστε να εξασφαλίσουµε ισορροπία µεταξύ

ακρίβειας (καλή προσαρµογή) και οικονοµίας (πλήθος τµηµάτων);
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Τµηµατοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα (Segmented least

squares)

∆εδοµένων n σηµείων στο επίπεδο : (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) µε

x1 < x2 < . . . xn και µίας σταθεράς C > 0, να ϐρεθεί ακολουθία ευθειών που

ελαχιστοποιούν την f(E, L) = E + CL:

1 E = Το άθροισµα των αθροισµάτων των τετραγώνων των σφαλµάτων της

ϐέλτιστης ευθείας που διέρχεται από κάθε τµήµα.

2 L = το πλήθος των ευθύγραµµων τµηµάτων στα οποία διαµερίζουµε το

σύνολο των σηµείων P.
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Σχεδιασµός Αλγορίθµου

Στόχος µας είναι η εύρεση µιας διαµέρισης µε

min f(E, L)

Αύξηση του L σηµαίνει µείωση του E

Μείωση του L σηµαίνει αύξηση του E

Υπάρχουν εκθετικά πολλές διαµερίσεις του P

Θέλουµε να διαµερίσουµε n αντικείµενα

Αναλογία µε Πολλαπλασιασµό Αλληλουχίας Πινάκων

Συµβολισµοί.

pi = (xi , yi)

OPT(j) = ϐέλτιστη λύση για τα σηµεία p1, p2, . . . , pj .

ei,j = ελάχιστο σφάλµα για τα σηµεία pi , pi+1, . . . , pj .
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Σχεδιασµός Αλγορίθµου

Παρατήρηση

Το τελευταίο σηµείο pn ανήκει σε ένα µόνο τµήµα της ϐέλτιστης

διαµέρισης και αυτό το τµήµα ξεκινά από κάποιο προγενέστερο σηµείο pi

Αν γνωρίζουµε την ταυτότητα του τελευταίου τµήµατος τότε µπορούµε να

ανάγουµε το πρόβληµα για τα υπόλοιπα σηµεία p1, p2, . . . , pi−1.

Υπολογισµός του OPT(n):

Το τελευταίο τµήµα χρησιµοποιεί τα σηµεία pi , pi+1, . . . , pn .

OPT(n) = ei,n + C + OPT(i − 1). (ιδιότητα ϐέλτιστης υποδοµής)

OPT(n) =

{
0 αν n = 0

ei,n + C + OPT(i − 1) διαφορετικά
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Σχεδιασµός Αλγορίθµου

Υπολογισµός του OPT(j):

Για το υποπρόβληµα των σηµείων p1, p2, . . . , pj ισχύει

OPT(j) =

0 αν j = 0

min
1≤i≤j
{ei,j + C + OPT(i − 1)} διαφορετικά

και το τµήµα pi , pi+1, . . . , pj χρησιµοποιείται σε µια ϐέλτιστη λύση για το

υποπρόβληµα αν και µόνον αν η ελάχιστη τιµή επιτυγχάνεται µε την χρήση του

δείκτη i.
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Αλγόριθµος τµηµατοποιηµένων ελαχίστων τετραγώνων

Segmented-Least-Squares(n, p1, . . . , pn,C)

1. for j = 1 to n

2. for i = 1 to j

3. Υπολόγισε το σφάλµα e[i, j] για το τµήµα pi , pi+1, . . . , pj .

4.

5. M[0]← 0

6. for j = 1 to n

7. M[j]←∞
8. for i = 1 to j

9. q ← {e[i, j] + C + M[i − 1]}.

10. if q < M[j]
11. then M[j] = q

12. s[j] = i

13. return M και s .
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Ανάλυση τµηµατοποιηµένων ελαχίστων τετραγώνων

Θεώρηµα. [Bellman 1961] Ο αλγόριθµος δυναµικού προγραµµατισµού λύνει το

πρόβληµα τµηµατοποιηµένων ελαχίστων τετραγώνων σε Ο(n3) χρόνο και Ο(n2)
χώρο.

Απόδειξη.

Σηµείο συµφόρησης είναι ο υπολογισµός του ei,j για Ο(n2) Ϲεύγη.

Ο(n) για κάθε Ϲεύγος χρησιµοποιώντας τον τύπο.
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Συνεπώς η πολυπλοκότητα για τον υπολογισµό των ei,j είναι Ο(n3)

Υπολογισµός του M[j] απαιτεί χρόνο O(n)

Για j = 1, 2, . . . n ο συνολικός χρόνος για τον υπολογισµό του M[j] είναι

O(n2).
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