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6η Σειρά Ασκήσεων

Καμπύλες στο χώρο - Θεώρημα Taylor

1. Προσδιορίστε τα διανύσματα ταχύτητας και επιτάχυνσης, καθώς και την εξίσωση της εφαπτομένης

για καθεμιά από τις παρακάτω καμπύλες για τη δοθείσα τιμή του t:

(α) σ(t) =

(
sin2 t, t2 − 1,

1

t

)
, t = 1, (β) σ(t) = (0, t, 0) , t =

1

2

2. Να βρεθεί η καμπύλη σ αν σ(0) = (0,−5, 1) και σ′(t) =
(
t, et, t2

)
.

3. Να υπολογιστεί το μήκος των καμπυλών:

(α) σ(t) = a+ r(cos t, sin t), t ∈
[
0, 3π2

]
, r > 0, a ∈ R2

.

(β) σ(t) = (t, tn) , t ∈ [0, 1], όπου n ≥ 1.

(γ) σ(t) = (tn, tn) , t ∈ [0, 1], όπου n ≥ 1.

4. ΄Εστω σ : [a, b]→ R3
μία C∞

διαφορίσιμη καμπύλη. Υποθέτουμε ότι σ′(t) 6= 0, για κάθε t ∈ [a, b].
Το διάνυσμα

T (t) =
σ′(t)

‖σ′(t)‖
- το οποίο εφάπτεται στη σ στο σ(t) και έχει ‖T (t)‖ = 1 - λέγεται το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα
της σ στο σ(t).

(α) Αποδείξτε ότι T ′(t) · T (t) = 0. (Υπόδειξη: Παραγωγίστε τη σχέση T (t) · T (t) = 1.)

(β) Γράψτε έναν τύπο για το T ′(t) συναρτήσει της σ.

5. ΄Εστω f : [a, b] → R μία κατά τμήματα C1
συνάρτηση. Δείξτε ότι η καμπύλη γ(t) = (t, f(t)),

t ∈ [a, b], έχει μήκος το οποίο ισούται με

`(γ) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2 dt .

6. Να βρεθούν τα πολυώνυμα Taylor 2ης τάξης με κέντρο το (0, 0) για τις ακόλουθες συναρτήσεις:

(α) f(x, y) = sin(x2 + y2), (β) f(x, y) =
1

1− x− y + xy

(γ) f(x, y) = xey, (δ) f(x, y) = ex ln(1 + y)

7. Να βρεθεί το πολυώνυμο Taylor 2ης τάξης με κέντρο το (0, 0) για τη συνάρτηση f(x, y) = ex sin y.
Εκτιμήστε το λάθος στην προσέγγιση της f από αυτό το πολυώνυμο, όταν |x| ≤ 0, 1 και |y| ≤ 1.


