
0.7 Τριπλά ολοκληρώµατα  
 

Να υπολογιστούν τα τριπλά ολοκληρώµατα  ( , , )
B

f x y z dxdydz∫∫∫  και να 

σχεδιαστούν τα στερεά B . 
 

1. 2( )
B

x yz dxdydz+∫∫∫ , { }( , , ) : 0 1, 0 1 , 0 1B x y z x y x z x y= ≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ − − . 

2. 
B

xdxdydz∫∫∫ , όπου το B  περιβάλλεται από τις επιφάνειες 2 , 2,y x y x= = +  

2 24z x y= +  και 3z x= + . 
3. 

B

dxdydz∫∫∫ , όπου το B  βρίσκεται εντός της σφαίρας 2 2 2 1x y z+ + =  και 

εντός του κυλίνδρου 2 2 0y y x− + = . 
 
 

 

Λύση  
Κάνουµε κυλινδρικό µετασχηµατισµό, δηλαδή θέτουµε x rσυνθ= , y rηµθ=  
και z z= . Εποµένως η σφαίρα γράφεται ως 2 21z r= −  και ο κύλινδρος ως 
r ηµθ= . Το B  µετασχηµατίζεται στο σύνολο 

{ }2 2( , , ) :0 , 0 , 1 1r z r r z rθ θ π ηµθ≤ ≤ ≤ ≤ − − ≤ ≤ −  

Λόγω της συµµετρίας ο όγκος είναι: 
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4. 2

B

z dxdydz∫∫∫ , όπου { }2 2 2 2 2 2( , , ) : 4 , 2 , 0B x y z x y z x y x zα α= + + ≤ + ≤ ≥  

 

 
 

Λύση 
Κάνουµε κυλινδρικό µετασχηµατισµό, δηλαδή θέτουµε x rσυνθ= , y rηµθ=  
και z z= . Εποµένως η σφαίρα γράφεται ως 2 2 24z rα= −  και ο κύλινδρος ως 

2r ασυνθ= . Το B  µετασχηµατίζεται στο σύνολο 
2 2( , , ) : , 0 2 , 0 4
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⎩ ⎭
. Άρα  

2 22 42 22
0 0

2

...
r

B

z dxdydz z rdzdrd
π ασυνθ α

π θ
−

−
= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫

5 5
5 5 52

2

22
15 15

d
π

π
π αα ηµ θ θ

−
− =∫

532...
15

πα= =  

 
 
 
 
 



5. 
B

zdxdydz∫∫∫ , όπου { }2 2 2 2( , , ) : 1 13B x y z x y z x y= + + ≤ ≤ − −  

 

Λύση 
Ο κώνος 2 21z x y= + + σε κυλινδρικές συντεταγµένες είναι 1z r= + .  Η 

σφαίρα 2 213z x y= − −  σε κυλινδρικές συντεταγµένες είναι 213z r= − .  Το 
B  µετασχηµατίζεται στο σύνολο 

{ }2( , , ) :0 2 , 0 2, 1 13r z r r z rθ θ π≤ ≤ ≤ ≤ + ≤ ≤ − . Η τοµή τους είναι 2r = , 

3z = . Άρα: 
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6. ( )

B

V B dxdydz= ∫∫∫ , όπου το B ευρίσκεται εντός της σφαίρας 2 2 2 1x y z+ + =  

και κάτω του παραβολοειδούς 2 2z x y= + .  

 

Λύση 
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7. 
2 2 21B

dxdydz
x y z+ + +

∫∫∫ , όπου { 2 2( , , ) : 0 , 0 ,B x y z x y xα α= ≤ ≤ ≤ ≤ − 0 z≤ ≤  

}2 2 2x yα≤ − −  

Λύση  
Μετασχηµατίζουµε σε σφαιρικές συντεταγµένες, δηλαδή θέτουµε 
x ρσυνθηµφ= , y ρηµθηµφ=  και z ρσυνφ= . Οπότε έχουµε : 
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8. 2 2 2( )

B

V B x y z dxdydz= + +∫∫∫ , όπου το B  ευρίσκεται στην πρώτη στερεά 

γωνία εντός της σφαίρας 2 2 2 2x y z+ + =  και άνω του κώνου 2 2 2z x y= +  

 

Λύση 
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9. Έστω 
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= ∫ ∫ ∫ . Να γραφεί το ολοκλήρωµα µε σειρά 

ολοκλήρωσης dydzdx  

Λύση 
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10. Έστω 
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−
= ∫ ∫ ∫ . Να γράψετε κατάλληλα τα άκρα της 

ολοκλήρωσης ώστε 
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