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1. 

i. Έστω ⃗ݔ = ,ݔ) (ݕ ∈ ℜଶ.  
Αν ⃗ݔ ≠ 0ሬ⃗  η συνάρτηση ݂ στο σημείο ⃗ݔ είναι συνεχής ως 
πηλίκο συνεχών. 
Αν ⃗ݔ = 0ሬ⃗  θα εξετάσουμε αν lim

ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗
݂൫ℎሬ⃗ ൯ = ݂൫0ሬ⃗ ൯ = 0. 

Αν ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ) έχουμε: 

lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = lim
(భ,మ)→(,)

3ℎଵ
ଶ − ℎଶ

ଶ

ℎଵ
ଶ + 3ℎଶ

ଶ. 

 

Έστω ݃(ℎଵ, ℎଶ) = ଷభ
మିమ

మ

భ
మାଷమ

మ. Παρατηρούμε ότι: 

 

݃(ℎଵ, 0) =
3ℎଵ

ଶ

ℎଵ
ଶ = 3 

݃(ℎଵ, ℎଵ) =
2ℎଵ

ଶ

4ℎଵ
ଶ =

1
2

 

 
Επομένως, ∄ lim

(భ,మ)→(,)
݃(ℎଵ, ℎଶ). Άρα η ݂ δεν είναι 

συνεχής στο (0,0). Τελικά, συνάρτηση ݂ δεν είναι 
συνεχής. 
 
 

ii. Έστω ⃗ݔ = ,ݔ) (ݕ ∈ ℜଶ.  
Αν ⃗ݔ ≠ 0ሬ⃗  η συνάρτηση ݂ στο σημείο ⃗ݔ είναι συνεχής ως 
πηλίκο συνεχών. 
Αν ⃗ݔ = 0ሬ⃗  θα εξετάσουμε αν lim

ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗
݂൫ℎሬ⃗ ൯ = ݂൫0ሬ⃗ ൯ = 0. 

Αν ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ) έχουμε: 



 

lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = lim
(భ,మ)→(,)

ℎଵℎଶ
ଶ

ℎଵ
ଶ + 2ℎଶ

ସ. 

 

Έστω ݃(ℎଵ, ℎଶ) = భమ
మ

భ
మାଶమ

ర. Παρατηρούμε ότι: 

 
݃(0, ℎଶ) = 0 

݃൫ℎଶ
ଶ, ℎଶ൯ =

ℎଶ
ସ

3ℎଶ
ସ =

1
3

 

 
Επομένως, ∄ lim

(భ,మ)→(,)
݃(ℎଵ, ℎଶ). Άρα η ݂ δεν είναι 

συνεχής στο (0,0). Τελικά, συνάρτηση ݂ δεν είναι 
συνεχής. 
 
 
 

iii. Έστω ⃗ݔ = ,ݔ) (ݕ ∈ ℜଶ.  
Αν ⃗ݔ ≠ 0ሬ⃗  η συνάρτηση ݂ στο σημείο ⃗ݔ είναι συνεχής ως 
πηλίκο συνεχών. 
Αν ⃗ݔ = 0ሬ⃗  θα εξετάσουμε αν lim

ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗
݂൫ℎሬ⃗ ൯ = ݂൫0ሬ⃗ ൯ = 0. 

Αν ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ) έχουμε: 

lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = lim
(భ,మ)→(,)

ℎଵℎଶ

ටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ
. 

Θα αποδείξουμε ότι: 
 

lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = 0 ⇔ ߝ∀ > 0, ߜ∃ > 0: ∀ℎሬ⃗  = (ℎଵ, ℎଶ)  

0 ߝߤ < ฮℎሬ⃗ ฮ < ߜ ⇒ ተተ
ℎଵℎଶ

ටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ
ተተ <  ߝ



 
Έστω ߝ > 0 και ߜ =  :Έχουμε .ߝ

ተተ
ℎଵℎଶ

ටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ
ተተ ≤

ටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ

ටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ
≤ ටℎଵ

ଶ + ℎଶ
ଶ

= ฮℎሬ⃗  ฮ < ߜ =  ,ߝ
 

αφού ℎ ≤ ටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ, ݅ ∈ {1,2}. 

 
iv. Έστω ⃗ݔ = ,ݔ) (ݕ ∈ ℜଶ.  

Αν ⃗ݔ ≠ 0ሬ⃗  η συνάρτηση ݂ στο σημείο ⃗ݔ είναι συνεχής ως 
γινόμενο συνεχών. 
Αν ⃗ݔ = 0ሬ⃗  θα εξετάσουμε αν lim

ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗
݂൫ℎሬ⃗ ൯ = ݂൫0ሬ⃗ ൯ = 0. 

Αν ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ) έχουμε: 

lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = lim
(భ,మ)→(,)

൫ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ൯ sin ቆ
1

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶቇ. 

 

Θα αποδείξουμε ότι: 
lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = 0 ⇔ ߝ∀ > 0, ߜ∃ > 0: ∀ℎሬ⃗  = (ℎଵ, ℎଶ)  

0 ߝߤ < ฮℎሬ⃗ ฮ < ߜ ⇒ ቤ൫ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ൯ sin ቆ
1

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶቇቤ <  ߝ

 
Έστω ߝ > 0 και ߜ =  :Έχουμε .ߝ√
 

ቤ൫ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ൯ sin ቆ
1

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶቇቤ ≤ หℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶห ∙ 1

= ቆටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶቇ
ଶ

= ฮℎሬ⃗  ฮ
ଶ

< ଶߜ =  .ߝ



 
Επομένως, η συνάρτηση ݂ είναι συνεχής στο (0,0), 
οπότε η συνάρτηση ݂ είναι συνεχής. 
 
 

v. Έστω ⃗ݔ = ,ݔ) (ݕ ∈ ℜଶ.  
Αν ⃗ݔ ≠ 0ሬ⃗  η συνάρτηση ݂ στο σημείο ⃗ݔ είναι συνεχής ως 
πηλίκο συνεχών. 
Αν ⃗ݔ = 0ሬ⃗  θα εξετάσουμε αν lim

ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗
݂൫ℎሬ⃗ ൯ = ݂൫0ሬ⃗ ൯ = 0. 

Αν ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ) έχουμε: 

lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = lim
(భ,మ)→(,)

ℎଵℎଶ൫ℎଵ
ଶ − ℎଶ

ଶ൯
ℎଵ

ଶ + ℎଶ
ଶ . 

 

Θα αποδείξουμε ότι: 
lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = 0 ⇔ ߝ∀ > 0, ߜ∃ > 0: ∀ℎሬ⃗  = (ℎଵ, ℎଶ)  

0 ߝߤ < ฮℎሬ⃗ ฮ < ߜ ⇒ ቤ
ℎଵℎଶ൫ℎଵ

ଶ − ℎଶ
ଶ൯

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ ቤ <  ߝ

 
Έστω ߝ > 0 και ߜ =  :Έχουμε .ߝ√
 

ቤ
ℎଵℎଶ൫ℎଵ

ଶ − ℎଶ
ଶ൯

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ ቤ =
|ℎଵℎଶ|หℎଵ

ଶ − ℎଶ
ଶห

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ

≤
|ℎଵℎଶ|หℎଵ

ଶ + ℎଶ
ଶห

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ

≤ ටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ = ฮℎሬ⃗  ฮ
ଶ

< ଶߜ =  ,ߝ

αφού หℎଵ
ଶ − ℎଶ

ଶห ≤ ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ. 
Επομένως, η συνάρτηση ݂ είναι συνεχής στο (0,0), 
οπότε η συνάρτηση ݂ είναι συνεχής. 
 



 
vi. Έστω ⃗ݔ = ,ݔ) (ݕ ∈ ℜଶ.  

Αν ⃗ݔ ≠ 0ሬ⃗  η συνάρτηση ݂ στο σημείο ⃗ݔ είναι συνεχής ως 
πηλίκο συνεχών. 
Αν ⃗ݔ = 0ሬ⃗  θα εξετάσουμε αν lim

ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗
݂൫ℎሬ⃗ ൯ = ݂൫0ሬ⃗ ൯ = 0. 

Αν ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ) έχουμε: 

lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = lim
(భ,మ)→(,)

ℎଵℎଶ ඥℎଶ
య

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ. 

Θα αποδείξουμε ότι: 
lim
ሬሬ⃗ →ሬሬ⃗

݂൫ℎሬ⃗ ൯ = 0 ⇔ ߝ∀ > 0, ߜ∃ > 0: ∀ℎሬ⃗  = (ℎଵ, ℎଶ)  

0 ߝߤ < ฮℎሬ⃗ ฮ < ߜ ⇒ ቤ
ℎଵℎଶ ඥℎଶ

య

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶቤ <  ߝ

 
Έστω ߝ > 0 και ߜ =  :ଷ. Έχουμεߝ

ቤ
ℎଵℎଶ ඥℎଶ

య

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶቤ ≤
ටℎଵ

ଶ + ℎଶ
ଶටℎଵ

ଶ + ℎଶ
ଶ ඥℎଶ

య

ℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ = ඥℎଶ
య

≤ ඨටℎଵ
ଶ + ℎଶ

ଶ
య

= ටฮℎሬ⃗ ฮ
య

< యߜ√ =  .ߝ

 
Επομένως, η συνάρτηση ݂ είναι συνεχής στο (0,0), 
οπότε η συνάρτηση ݂ είναι συνεχής. 

 

2. 
ଵ݂(ݔ, (ݕ = ,ݔ)ଶ και ଶ݂ݕݔ (ݕ = ௫మ݁ݕ . 

Οι συναρτήσεις ଵ݂, ଶ݂ είναι παραγωγίσιμες, με: 
߲ ଵ݂

ݔ߲
,ݔ) (ݕ =  ଶݕ



߲ ଵ݂

ݕ߲
,ݔ) (ݕ =  ݕݔ2

߲ ଶ݂

ݔ߲
,ݔ) (ݕ = ௫మ݁ݕݔ2  

߲ ଶ݂

ݕ߲
,ݔ) (ݕ = ݁௫మ  

Οπότε: 

ॅ݂⃗(0,1) =

⎝

⎜
⎛

߲ ଵ݂

ݔ߲
(0,1)

߲ ଵ݂

ݕ߲
(0,1)

߲ ଶ݂

ݔ߲
(0,1)

߲ ଶ݂

ݕ߲
(0,1)

⎠

⎟
⎞

= ቀ1 0
0 1ቁ. 

 

3. 

i. Η συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ௫௬sinଶ݁ݕ + ݁௫௬2sinݔcosݔ = ݁௫௬(ݕsinଶݔ + sin2ݔ) 
߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ =  ݔ௫௬sinଶ݁ݔ

Οι συναρτήσεις డ
డ௫

, డ
డ௬

 είναι παραγωγίσιμες, με: 
߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = ݔsinଶݕ)௫௬݁ݕ + sin2ݔ) + ݁௫௬(ݕsin2ݔ + 2cos2ݔ) 

 
߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ =  ݔଶ݁௫௬sinଶݔ

 
ii. Η συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 

߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ2 ln(1 +  (ଶݕ

߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ = ଶݕ3 ln(1 + (ଶݕ +
ଶݔ)ݕ2 + (ଷݕ

(1 + (ଶݕ  

 



Οι συναρτήσεις డ
డ௫

, డ
డ௬

 είναι παραγωγίσιμες, με: 

 
߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = 2 ln(1 +  (ଶݕ

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = ݕ6 ln(1 + (ଶݕ +

ଷݕ6

1 + ଶݕ

+
ହݕ4 − ଶݕଶݔ2 + ଷݕ8 + ଶݔ2

(1 + ଶ)ଶݕ  

 
 

4. 

i. Η συνάρτηση ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ = sin(ݕݔ) cos  ଶ είναιݖ
παραγωγίσιμη, με: 
 

߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݖ2− sin ଶݖ sin(ݕݔ) 
 

Η συνάρτηση డ
డ௭

 είναι παραγωγίσιμη, με: 

 
߲ଶ݂

ݖ߲ݔ߲
,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݖݕ2− sin ଶݖ cos(ݕݔ) 

 
 
Η συνάρτηση ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ =  :௬ା௭ είναι παραγωγίσιμη, μεݔ
 

߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݖ+ݕݔ ln  ݔ
 

Η συνάρτηση డ
డ௭

 είναι παραγωγίσιμη, με: 

 
߲ଶ݂

ݖ߲ݔ߲
,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݕ) + 1−ݖ+ݕݔ(ݖ ln ݔ +  1−ݖ+ݕݔ



 

ii. Η συνάρτηση ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ = ଶݖ tanିଵ(ݕݔ) είναι 
παραγωγίσιμη, με: 

߲݂
ݕ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ =
ଶݖݔ

ଶݕଶݔ + 1
 

 
߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = 2 tanିଵ(ݕݔ)  ݖ

 

Οι συναρτήσεις డ
డ௬

, డ
డ௭

 είναι παραγωγίσιμες, με: 

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

=
ଶݕଶݔ)ଶݖ + 1) − ଶݖଶݔଶݕ2

ଶݕଶݔ) + 1)ଶ =
ଶݖ − ଶݖଶݕଶݔ

ଶݕଶݔ) + 1)ଶ  

߲ଶ݂
ଶݖ߲ = 2 tanିଵ(ݕݔ) 

 

Η συνάρτηση ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ =  ,௫ା௬ା௭ είναι παραγωγίσιμη݁ݖ
με: 

߲݂
ݕ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ =  ݖ+ݕ+ݔ݁ݖ

߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݖ) +  ݖ+ݕ+ݔ݁(1

 

Οι συναρτήσεις డ
డ௬

, డ
డ௭

 είναι παραγωγίσιμες, με: 

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

=  ݖ+ݕ+ݔ݁ݖ

߲ଶ݂
ଶݖ߲ = ݖ) +  ݖ+ݕ+ݔ݁(2

 

 



 

5. 

Έστω ଵ݂(ݔ, (ݕ = ௫௬
ඥ௫మା௬మ. Η συνάρτηση  ଵ݂ είναι 

παραγωγίσιμη στο σημείο (0,0), με: 

߲ ଵ݂

ݔ߲
(0,0) = lim

→
ଵ݂൫(0,0) + ℎ(1,0)൯ − ଵ݂(0,0)

ℎ
= 0 

߲ ଵ݂

ݕ߲
(0,0) = lim

→
ଵ݂൫(0,0) + ℎ(0,1)൯ − ଵ݂(0,0)

ℎ
= 0 

Αν ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ) τότε: 

∇ ଵ݂(0,0) ∙ ℎሬ⃗ = (0,0) ∙ (ℎଵ, ℎଶ) = 0 

Θα εξετάσουμε αν υπάρχει το όριο: 

lim
ሬሬ⃗ →

ห ଵ݂൫0ሬ⃗ + ℎሬ⃗ ൯ − ଵ݂(0,0) − ∇ ଵ݂(0,0) ∙ ℎሬ⃗ ห
ฮℎሬ⃗ ฮ

 

 

= lim
(భ,మ)→(,)

|ℎଵℎଶ|
ℎଵ

ଶ + ℎଶ
ଶ 

 

Έστω ݃(ℎଵ, ℎଶ) = |భమ|
భ

మାమ
మ. Παρατηρούμε ότι: 

 
݃(ℎଵ, 0) = 0 

݃(ℎଵ, ℎଵ) =
ℎଵ

ଶ

2ℎଵ
ଶ =

1
2

 

 

Επομένως, ∄ lim
(భ,మ)→(,)

݃(ℎଵ, ℎଶ). Άρα η συνάρτηση ଵ݂ δεν 

είναι διαφορίσιμη στο σημείο (0,0), οπότε ούτε και η ݂⃗. 



 

6. 

݂: ܣ → ℜଷ, ܣ = ,ݔ)} ,ݕ (ݖ ∈ ℜଷ: ,ݔ ݖ και ݕ ≠ 0} 

Έστω (ݔ, ,ݕ (ݖ ∈  Η συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη .
στη ߀൫(ݔ, ,ݕ ,(ݖ ߜ ,൯ߜ > 0, με: 

߲݂
ݔ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ =
1
ݕ

−
ݖ

ଶݔ ⇒
߲݂
ݔ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ =
1
ݕ

−
ݖ

ݔ
ଶ 

߲݂
ݕ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = −
ݔ

ଶݕ +
1
ݖ

⇒
߲݂
ݕ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = −
ݔ

ݕ
ଶ +

1
ݖ

 

߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = −
ݕ
ଶݖ +

1
ݔ

⇒
߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = −
ݕ

ݖ
ଶ +

1
ݔ

 

 

Παρατηρούμε ότι οι μερικές παράγωγοι είναι συνεχείς στο 
σημείο (ݔ, ,ݕ  ). Επομένως, η συνάρτηση ݂ είναιݖ
διαφορίσιμη στο σημείο αυτό. Από θεώρημα, η παράγωγος 
κατά κατεύθυνση ⃗ߙ = (1,2, −1) είναι η: 

 

௨ሬሬ⃗ܦ ,ݔ)݂ ,ݕ (ݖ = ,ݔ)݂∇ ,ݕ (ݖ ∙ ሬ⃗ݑ , 

 

αφού η ݂ είναι διαφορίσιμη στο (ݔ, ,ݕ ሬ⃗ݑ ) καιݖ = ఈሬሬ⃗
‖ఈሬሬ⃗ ‖.Έτσι 

η κατευθυνόμενη παράγωγος ισούται: 

 

௨ሬሬ⃗ܦ ,ݔ)݂ ,ݕ (ݖ = ൬
1
ݕ

−
ݖ

ݔ
ଶ , −

ݔ

ݕ
ଶ +

1
ݖ

, −
ݕ

ݖ
ଶ +

1
ݔ

൰ ∙ ቆ
√6
6

,
√6
3

, −
√6
6

ቇ

= −
ݔ6√ + ݖ6√

ݔ6
ଶ +

ݕ6√ − ݔ6√2

ݕ6
ଶ +

ݖ6√2 + ݕ6√

ݖ6
ଶ  

 



7. 

Η συνάρτηση  ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݖݔ2 + ଷݖ ⇒
߲݂
ݔ߲

(1,2,0) = 0 

߲݂
ݕ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݁௭ ⇒
߲݂
ݕ߲

(1,2,0) = 1 

߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ଶݔ + ௭݁ݕ + ଶݖݔ3 ⇒
߲݂
ݖ߲

(1,2,0) = 3 
 

Ακόμα, ∇݂(1,2,0) = (0,1,3 ). Επομένως, έχουμε: 

 Μέγιστη τιμή ݉ܽݔ = ‖∇݂(1,2,0)‖ = √10 
 Ελάχιστη τιμή ݉݅݊ = −‖∇݂(1,2,0)‖ = −√10 
 Κατεύθυνση μέγιστης τιμής  

ሬ⃗ݑ =
∇݂(1,2,0)

‖∇݂(1,2,0)‖ = ቆ0,
√10
10

,
3√10

10
ቇ 

 Κατεύθυνση ελάχιστης τιμής  

ሬ⃗ݑ = −
∇݂(1,2,0)

‖∇݂(1,2,0)‖ = ቆ0, −
√10
10

, −
3√10

10
ቇ 

 

8. 

 

Α΄ ΤΡΟΠΟΣ(Μέσω Εσσιανού Πίνακα): 

 

i. Η ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ଶݔ3 −  ݔ12

߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ =  ݕ2



Άρα, ∇݂(ݔ, (ݕ = ଶݔ3) − ,ݔ12  :Λύνουμε .( ݕ2

,ݔ)݂∇ (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜3ݔଶ − ݔ12 = 0
ݕ2 = 0 ⟺ ൜ݔ = 0 ή ݔ = 4

ݕ = 0  

Επομένως, εξετάζουμε τα σημεία (0,0) και (4,0). 

Βρίσκουμε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = ݔ6 − 12 

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = 2 

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

,ݔ) (ݕ =
ଶݔ3)߲ − (ݔ12

ݕ߲
= 0 

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

,ݔ) (ݕ =
߲(2)
ݔ߲

= 0 

Θα βρούμε τον Εσσιανό πίνακα για κάθε ένα από τα 
παραπάνω σημεία και υπολογίζουμε τις αντίστοιχες 
ορίζουσες: 

Για το (0,0) έχουμε: 

(0,0)݂ܪ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0)

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

(0,0)

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

(0,0)
߲ଶ݂
ଶݕ߲ (0,0)

⎠

⎟
⎞

= ቀ−12 0
0 2ቁ 

 

ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0) = −12 < 0 

ଶ߂ = (0,0)݂ܪݐ݁݀ = −24 < 0 

 

Οπότε το (0,0) είναι σαγματικό σημείο της συνάρτησης ݂. 



Για το (4,0) έχουμε: 

(4,0)݂ܪ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (4,0)

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

(4,0)

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

(4,0)
߲ଶ݂
ଶݕ߲ (4,0)

⎠

⎟
⎞

= ቀ12 0
0 2ቁ 

ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ (4,0) = 12 > 0 

ଶ߂ = (4,0)݂ܪݐ݁݀ = 24 > 0 

 

Επομένως το σημείο (4,0) είναι τοπικό ελάχιστο της 
συνάρτησης ݂. 

 

 

ii. Η ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ2 +  ݕݔ2

߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ = ݕ2 +  ଶݔ

Άρα, ∇݂(ݔ, (ݕ = ݔ2) + ,ݕݔ2 + ݕ2  :ଶ). Λύνουμεݔ

,ݔ)݂∇ (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜
ݔ2 + ݕݔ2 = 0
+ ݕ2 ଶݔ = 0 ⟺ ൜

ݔ = 0 ή ݕ = −1
+ ݕ2 ଶݔ = 0  

Για ݔ = 0 η εξίσωση 2ݕ + ଶݔ = 0 γράφεται ݕ = 0. 

Για ݕ = −1 η εξίσωση 2ݕ + ଶݔ = 0 γράφεται ݔ = −√2 ή 

ݔ  = √2. 

Επομένως, εξετάζουμε τα σημεία (0,0), ൫−√2, −1൯ και 
൫√2, −1൯. 

 



Βρίσκουμε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = 2 +  ݕ2

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = 2 

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

,ݔ) (ݕ =
ݔ2)߲ + (ݕݔ2

ݕ߲
=  ݔ2

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

,ݔ) (ݕ =
ݕ2)߲ + (ଶݔ

ݔ߲
=  ݔ2

 

Θα βρούμε τον Εσσιανό πίνακα για κάθε ένα από τα 
παραπάνω σημεία και υπολογίζουμε τις αντίστοιχες 
ορίζουσες: 

Για το (0,0) έχουμε: 

(0,0)݂ܪ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0)

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

(0,0)

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

(0,0)
߲ଶ݂
ଶݕ߲ (0,0)

⎠

⎟
⎞

= ቀ2 0
0 2ቁ 

 

ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0) = 2 > 0 

ଶ߂ = (0,0)݂ܪݐ݁݀ = 4 > 0 

 

Οπότε το σημείο (0,0) είναι τοπικό ελάχιστο της 
συνάρτησης ݂. 

 

 



 

Για το ൫−√2, −1൯ έχουμε: 

 

,൫−√2݂ܪ −1൯ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ൫−√2, −1൯

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

൫−√2, −1൯

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

൫−√2, −1൯
߲ଶ݂
ଶݕ߲ ൫−√2, −1൯

⎠

⎟
⎞

 

= ൬ 0 −2√2
−2√2 2

൰ 

 

ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ ൫−√2, −1൯ = 0 

ଶ߂ = ,൫−√2݂ܪݐ݁݀ −1൯ = −8 < 0 

 

Οπότε το ൫−√2, −1൯ είναι σαγματικό σημείο της 
συνάρτησης ݂. 

 

Για το ൫√2, −1൯ έχουμε: 

,൫√2݂ܪ −1൯ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ൫√2, −1൯

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

൫√2, −1൯

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

൫√2, −1൯
߲ଶ݂
ଶݕ߲ ൫√2, −1൯

⎠

⎟
⎞

 

 

= ൬ 0 2√2
2√2 2

൰ 

 



ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ ൫√2, −1൯ = 0 

ଶ߂ = ,൫√2݂ܪݐ݁݀ −1൯ = −8 < 0 

Οπότε το ൫√2, −1൯ είναι σαγματικό σημείο της συνάρτησης 
݂. 

 

iii. Η ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ2 −  ଷݔ4

߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ =  ଷݕ4−

Άρα, ∇݂(ݔ, (ݕ = ݔ2) − ,ଷݔ4  :ଷ ). Λύνουμεݕ4−

,ݔ)݂∇ (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜2ݔ − ଷݔ4 = 0
ଷݕ4− = 0

⟺ ቐݔ = 0 ή ݔ = −
√2
2

 ή ݔ =
√2
2

ݕ = 0
 

Επομένως, εξετάζουμε τα σημεία (0,0), ቀ− √ଶ
ଶ

, 0ቁ και ቀ√ଶ
ଶ

, 0ቁ. 

Βρίσκουμε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = 2 −  ଶݔ12

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ =  ݕ12−

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

,ݔ) (ݕ =
ݔ2)߲ − (ଷݔ4

ݕ߲
= 0 

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

,ݔ) (ݕ =
(ଷݕ4−)߲

ݔ߲
= 0 



Θα βρούμε τον Εσσιανό πίνακα για κάθε ένα από τα 
παραπάνω σημεία και υπολογίζουμε τις αντίστοιχες 
ορίζουσες: 

Για το (0,0) έχουμε: 

 

(0,0)݂ܪ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0)

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

(0,0)

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

(0,0)
߲ଶ݂
ଶݕ߲ (0,0)

⎠

⎟
⎞

= ቀ2 0
0 0ቁ 

ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0) = 2 > 0 

ଶ߂ = (0,0)݂ܪݐ݁݀ = 0 

 

Επομένως, δεν μπορούμε να αποφανθούμε για το (0,0). 
Ομοίως αποδεικνύεται ότι δεν είμαστε σε θέση να 

χαρακτηρίσουμε και τα ቀ− √ଶ
ଶ

, 0ቁ,ቀ√ଶ
ଶ

, 0ቁ. 
 

iv. Η ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ =  ݔ2

߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ =  ݕ2−

Άρα, ∇݂(ݔ, (ݕ = ,ݔ2)  :Λύνουμε .( ݕ2−

,ݔ)݂∇ (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜ ݔ2 = 0
ݕ2− = 0 ⟺ ൜ݔ = 0 

ݕ = 0 

Επομένως, εξετάζουμε το σημείο (0,0). 

Βρίσκουμε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 



߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = 2 

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = −2 

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

,ݔ) (ݕ =
(ݔ2)߲

ݕ߲
= 0 

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

,ݔ) (ݕ =
(ݕ2−)߲

ݔ߲
= 0 

 

Θα βρούμε τον Εσσιανό πίνακα για το σημείο (0,0). 

(0,0)݂ܪ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0)

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

(0,0)

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

(0,0)
߲ଶ݂
ଶݕ߲ (0,0)

⎠

⎟
⎞

= ቀ2 0
0 −2ቁ 

ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0) = 2 > 0 

ଶ߂ = (0,0)݂ܪݐ݁݀ = −4 < 0 

Οπότε το (0,0) είναι σαγματικό σημείο της συνάρτησης ݂. 

 

v. Η ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ଶݔ3 −  ݔ18

߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ =  ݕ2

Άρα, ∇݂(ݔ, (ݕ = ଶݔ3) − ,ݔ18  :Λύνουμε .( ݕ2

 



,ݔ)݂∇ (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜3ݔଶ − ݔ18 = 0
ݕ2 = 0 ⟺ ൜ݔ = 0 ή ݔ = 6 

ݕ = 0  

Επομένως, εξετάζουμε τα σημεία (0,0) και (6,0). 

Βρίσκουμε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = ݔ6 − 18 

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = 2 

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

,ݔ) (ݕ =
ଶݔ3)߲ − (ݔ18

ݕ߲
= 0 

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

,ݔ) (ݕ =
(ݕ2)߲

ݔ߲
=  ݔ2−

 

Θα βρούμε τον Εσσιανό πίνακα για κάθε ένα από τα 
παραπάνω σημεία και υπολογίζουμε τις αντίστοιχες 
ορίζουσες: 

Για το (0,0) έχουμε: 

(0,0)݂ܪ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0)

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

(0,0)

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

(0,0)
߲ଶ݂
ଶݕ߲ (0,0)

⎠

⎟
⎞

= ቀ−18 0
0 2ቁ 

ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ (0,0) = −18 < 0 

ଶ߂ = (0,0)݂ܪݐ݁݀ = −36 < 0 

 

Οπότε το (0,0) είναι σαγματικό σημείο της συνάρτησης ݂. 

 



 

 

Για το (6,0) έχουμε: 

(6,0)݂ܪ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (6,0)

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

(6,0)

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

(6,0)
߲ଶ݂
ଶݕ߲ (6,0)

⎠

⎟
⎞

= ቀ18 0
0 2ቁ 

ଵ߂ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ (6,0) = 18 > 0 

ଶ߂ = (6,0)݂ܪݐ݁݀ = 36 > 0 

Άρα, το σημείο (6,0) είναι τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης 
݂. 

 

Β’ ΤΡΟΠΟΣ(Μέσω Θεωρήματος Sylvester) 

 

,ܠ) (1 (ܡ = ܠ − ܠ +  ܡ

 

,ݔ)݂ߘ (ݕ = ଶݔ3) − ,ݔ12   (ݕ2

,ݔ)݂ߘ (ݕ = 0 →  ൜3ݔଶ − ݔ12 = 0
ݕ2 = 0 → ൜3ݔ)ݔ − 4) = 0

ݕ = 0 →

 ൜ݔ = ݔ ݎ 0 = 4
ݕ = 0     

 

௫݂௫(ݔ, (ݕ = ݔ6 − 12    ௬݂௬(ݔ, (ݕ = 2    ௫݂௬(ݔ, (ݕ = 0  

 

 ௫݂௫(0,0) ∗ ௬݂௬(0,0) − ௫݂௬
ଶ(0,0) =  −24 < 0 



 

Άρα το (0,0) σαγματικό σημείο 

 

 ௫݂௫(4,0) ∗ ௬݂௬(4,0) − ௫݂௬
ଶ(4,0) =  24 > 0 

௫݂௫(4,0) = 12 > 0  

 

Άρα το (4,0) σημείο τοπικού ελαχίστου 

 

,ܠ) (2 (ܡ = ܠ + ܡ + ܡܠ +  

 

,ݔ)݂ߘ (ݕ = ݔ2) + ,ݕݔ2 ݕ2 +   (ଶݔ

,ݔ)݂ߘ (ݕ = 0 →  ൜
ݔ2 + ݕݔ2 = 0
ݕ2 + ଶݔ = 0 → ൜

1)ݔ2 + (ݕ = 0
ݕ2 + ଶݔ = 0 →

 ൜
ݔ = ݕ ݎ 0 =  −1

ݕ2 + ଶݔ = 0   → ݔ) = 0 ∶ ݕ = ݕ) ݀݊ܽ (0  =  −1 ∶ ݔ =

ݔ ݎ 2√−  =  √2 ) 

 

௫݂௫(ݔ, (ݕ = 2 + ,ݔ)௬݂௬    ݕ2 (ݕ = 2    ௫݂௬(ݔ, (ݕ =   ݔ2

 

 ௫݂௫(0,0) ∗ ௬݂௬(0,0) − ௫݂௬
ଶ(0,0) =  4 > 0 

௫݂௫(0,0) = 2 > 0  

 

Άρα το (0,0) σημείο τοπικού ελαχίστου 

 

 ௫݂௫൫−√2, −1൯ ∗ ௬݂௬൫−√2, −1൯ − ௫݂௬
ଶ൫−√2, −1൯ =  −8 < 0 



 

Άρα το (−√2, −1) σαγματικό σημείο 

 

 ௫݂௫൫√2, −1൯ ∗ ௬݂௬൫√2, −1൯ − ௫݂௬
ଶ൫√2, −1൯ =  −8 < 0 

 

Άρα το (√2, −1) σαγματικό σημείο 

 

,ܠ) (3 (ܡ = ܠ − ࢞ −  ࢟

 

,ݔ)݂ߘ (ݕ = ݔ2) − ,ଷݔ4   (ଷݕ4−

,ݔ)݂ߘ (ݕ = 0 →  ൜21)ݔ − (ସݔ2 = 0
ଷݕ4− = 0

→

 ൝ݔ = ݔ ݎ 0 =  − √ଶ
ଶ

ݔ ݎ  = √ଶ
ଶ

ݕ = 0
  

 

௫݂௫(ݔ, (ݕ = 2 − ,ݔ)ଶ    ௬݂௬ݔ12 (ݕ = ,ݔ)ଶ   ௫݂௬ݕ12− (ݕ = 0  

 

 ௫݂௫(0,0) ∗ ௬݂௬(0,0) − ௫݂௬
ଶ(0,0) =  0 

 

Άρα δεν μπορούμε να ξέρουμε 

 

 ௫݂௫ ቀ− √ଶ
ଶ

, 0ቁ ∗ ௬݂௬ ቀ− √ଶ
ଶ

, 0ቁ − ௫݂௬
ଶ ቀ− √ଶ

ଶ
, 0ቁ =  0 

 

Άρα δεν μπορούμε να ξέρουμε 



 

 ௫݂௫ ቀ√ଶ
ଶ

, 0ቁ ∗ ௬݂௬ ቀ√ଶ
ଶ

, 0ቁ − ௫݂௬
ଶ ቀ√ଶ

ଶ
, 0ቁ =  0 

 

Άρα δεν μπορούμε να ξέρουμε 

 

,ܠ) (4 (ܡ = ܠ −  ࢟

 

,ݔ)݂ߘ (ݕ = ,ݔ2)   (ݕ2−

,ݔ)݂ߘ (ݕ = 0 → ,ݔ) (ݕ = (0,0)  

 

௫݂௫(ݔ, (ݕ = 2    ௬݂௬(ݔ, (ݕ = −2   ௫݂௬(ݔ, (ݕ = 0  

 

 ௫݂௫(0,0) ∗ ௬݂௬(0,0) − ௫݂௬
ଶ(0,0) =  −4 < 0 

 

Άρα το (0,0) σαγματικό σημείο 

 

,ܠ) (5 (ܡ = ܠ − ܠૢ +  ܡ

 

,ݔ)݂ߘ (ݕ = ଶݔ3) − ,ݔ18   (ݕ2

,ݔ)݂ߘ (ݕ = 0 →  ൜3ݔଶ − ݔ18 = 0
ݕ2 = 0 → ൜3ݔ)ݔ − 6) = 0

ݕ = 0 →

 ൜ݔ = ݔ ݎ 0 = 6
ݕ = 0     

 

௫݂௫(ݔ, (ݕ = ݔ6 − 18    ௬݂௬(ݔ, (ݕ = 2    ௫݂௬(ݔ, (ݕ = 0  



 

 ௫݂௫(0,0) ∗ ௬݂௬(0,0) − ௫݂௬
ଶ(0,0) =  −36 < 0 

 

Άρα το (0,0) σαγματικό σημείο 

 

 ௫݂௫(6,0) ∗ ௬݂௬(6,0) − ௫݂௬
ଶ(6,0) =  36 > 0 

௫݂௫(6,0) = 18 > 0  

 

Άρα το (6,0) σημείο τοπικού ελαχίστου 

 

 

9. 

i. ଵ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ = ,ݔ)ଶ݂   ,ݔ ,ݕ (ݖ = ,ݔ)και ଷ݂ ݖଶݕ ,ݕ (ݖ =  ଷݖݔ

Ισχύει ότι ∆⃗ܨ = (∆ ଵ݂, ∆ ଶ݂, ∆ ଷ݂). Έχουμε: 

߲ଶ
ଵ݂

ଶݔ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݔ)

ݔ߲ ൰

ݔ߲
=

߲(1)
ݔ߲

= 0 

߲ଶ
ଵ݂

ଶݕ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݔ)

ݕ߲ ൰

ݕ߲
=

߲(0)
ݕ߲

= 0 

߲ଶ
ଵ݂

ଶݖ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݔ)

ݖ߲ ൰

ݖ߲
=

߲(0)
ݖ߲

= 0 

߲ଶ
ଶ݂

ଶݔ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݕଶݖ)

ݔ߲ ൰

ݔ߲
=

߲(0)
ݔ߲

= 0 



߲ଶ
ଶ݂

ଶݕ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݕଶݖ)

ݕ߲ ൰

ݕ߲
=

(ݖݕ2)߲
ݕ߲

=  ݖ2

߲ଶ
ଶ݂

ଶݖ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݕଶݖ)

ݖ߲ ൰

ݖ߲
=

(ଶݕ)߲
ݖ߲

= 0 

߲ଶ
ଷ݂

ଶݔ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݖݔଷ)

ݔ߲ ൰

ݔ߲
=

(ଷݖ)߲
ݔ߲

= 0 

߲ଶ
ଷ݂

ଶݕ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݖݔଷ)

ݕ߲ ൰

ݕ߲
=

߲(0)
ݔ߲

= 0 

߲ଶ
ଷ݂

ଶݖ߲ ,ݔ) ,ݕ (ݖ =
߲ ൬߲(ݖݔଷ)

ݖ߲ ൰

ݖ߲
=

(ଶݖݔ3)߲
ݖ߲

=  ݖݔ6

 

Επίσης, ∆ ݂ = డమ
డ௫మ + డమ

డ௬మ + డమ
డ௭మ , ݅ ∈ {1,2,3}. 

Άρα: 

ܨ⃗߂ = (0, ,ݖ2  (ݖݔ6

 

 

ii. Το πεδίο ορισμού του διανυσματικού πεδίου ⃗ܨ είναι 
το ℜଷ. Όμως το ℜଷ είναι ανοικτό και απλά συνεκτικό 
χωρίο. Από θεώρημα, αν ܲ = ,ݕݔ2 ܳ = ଶݔ +  ௬ και݁ݖ
ܴ = ݁௬ , το ⃗ܨ είναι συντηρητικό αν: 

 
߲ܲ
ݕ߲

=
߲ܳ
ݔ߲

,
߲ܳ
ݖ߲

=
߲ܴ
ݕ߲

 και 
߲ܴ
ݔ߲

=
߲ܲ
ݖ߲

 



Έχουμε: 
߲ܲ
ݕ߲

= ݔ2 =
߲ܳ
ݔ߲

 

߲ܳ
ݖ߲

= ݁௬ =
߲ܴ
ݕ߲

 

߲ܴ
ݔ߲

= 0 =
߲ܲ
ݖ߲

 

 

Συνεπώς, το ⃗ܨ είναι συντηρητικό πεδίο(πεδίο κλίσεων). 
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