
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1.  Να υπολογιστεί το διαφορικό της ݂⃗: ℜଶ → ℜଶ, με: 

,ݔ)݂⃗ (ݕ = ݔ) + ,ݕ  (ݕଶݔ

 

Λύση 

Ορίζουμε ଵ݂(ݔ, (ݕ = ݔ + ,ݔ)και ଶ݂  ݕ (ݕ = ,Οι ଵ݂ .ݕଶݔ ଶ݂ είναι 
παραγωγίσιμες, με: 

߲ ଵ݂

ݔ߲
,ݔ) (ݕ = 1 

߲ ଵ݂

ݕ߲
,ݔ) (ݕ = 1 

߲ ଶ݂

ݔ߲
,ݔ) (ݕ =  ݕݔ2

߲ ଶ݂

ݕ߲
,ݔ) (ݕ =  ଶݔ

Παρατηρούμε ότι οι μερικές παράγωγοι των παραπάνω 
συναρτήσεων είναι συνεχείς, άρα οι ଵ݂, ଶ݂ είναι διαφορίσιμες 
στο ℜଶ, με: 

݀ ଵ݂(ݔሬሬሬሬ⃗ )൫ ℎሬ⃗ ൯ = ∇ ଵ݂(ݔሬሬሬሬ⃗ ) ∙ ℎሬ⃗ = ℎଵ + ℎଶ 

݀ ଶ݂(ݔሬሬሬሬ⃗ )൫ ℎሬ⃗ ൯ = ∇ ଶ݂(ݔሬሬሬሬ⃗ ) ∙ ℎሬ⃗ = ℎଵݕݔ2 +  ,ଶℎଶݔ

ሬሬሬሬ⃗ݔ∀ = ,ݔ) (ݕ ∈ ℜଶ και ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ). 

Τελικά, 

,ݔ)݂⃗݀ ൫ ℎሬ⃗(ݕ ൯ = ቀ݀ ଵ݂(ݔ, ൫ ℎሬ⃗(ݕ ൯, ݀ ଶ݂(ݔ, ൫ ℎሬ⃗(ݕ ൯ቁ

= (ℎଵ + ℎଶ, ℎଵݕݔ2 + ( ଶℎଶݔ = ൬ 1 1
ݕݔ2 ଶ൰ݔ ൬ℎଵ

ℎଶ
൰ 



2. Να βρεθεί το ολικό διαφορικό της ݂: ℜଷ → ℜ, με: 

,ݔ)݂ ,ݕ (ݖ = ଶݕݔ +  ௫௭݁ݕ

 

Λύση 

Η ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ଶݕ +  ௫௭݁ݖݕ

߲݂
ݕ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݕݔ2 + ݁௫௭ 

߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ =  ௫௭݁ݕݔ

 

Παρατηρούμε ότι οι μερικές παράγωγοι της ݂ είναι συνεχείς, 
επομένως υπάρχει το ολικό διαφορικό της, με: 

,ݔ)݂݀ ,ݕ (ݖ = ଶݕ) + ݔ݀(௫௭݁ݖݕ + ݕݔ2) + ݁௫௭)݀ݕ +  ݖ௫௭݀݁ݕݔ

 

 

 

3. Αν ܹ(ݔ, ,ݕ (ݖ = ଷ݂ݔ ቀ௬
௫

, ௭
௫

ቁ , να αποδείξετε ότι: 

ݔ
߲ܹ
ݔ߲

+ ݕ
߲ܹ
ݕ߲

+ ݖ
߲ܹ
ݖ߲

= 3ܹ 

 

Λύση 

Θέτουμε ݑ = ௬
௫

 και ݒ = ௭
௫

. Έχουμε: 

߲ܹ
ݔ߲

=
,ݑ)ଷ݂ݔ߲ (ݒ

ݔ߲
= ,ݑ)ଶ݂ݔ3 (ݒ + ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ

ݔ߲
= 



,ݑ)ଶ݂ݔ3 (ݒ + ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݑ߲

∙
ݑ߲
ݔ߲

+ ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

∙
ݒ߲
ݔ߲

=

= ,ݑ)ଶ݂ݔ3 (ݒ − ݕݔ
߲݂
ݑ߲

− ݖݔ
,ݑ)݂߲ (ݒ

ݒ߲
 

 

 

߲ܹ
ݕ߲

=
,ݑ)ଷ݂ݔ߲ (ݒ

ݕ߲
= ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ

ݕ߲

= ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݑ߲

∙
ݑ߲
ݕ߲

+ ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

∙
ݒ߲
ݕ߲

= ଶݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݑ߲

 

 

 

߲ܹ
ݕ߲

=
,ݑ)ଷ݂ݔ߲ (ݒ

ݖ߲
= ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ

ݖ߲

= ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݑ߲

∙
ݑ߲
ݖ߲

+ ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

∙
ݒ߲
ݖ߲

= ଶݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

 

 

Τελικά, 

ݔ
߲ܹ
ݔ߲

+ ݕ
߲ܹ
ݕ߲

+ ݖ
߲ܹ
ݖ߲

= ,ݑ)ଷ݂ݔ3 (ݒ − ݕଶݔ
߲݂
ݑ߲

− ݖଶݔ
,ݑ)݂߲ (ݒ

ݒ߲

+ ݕଶݔ
,ݑ)݂߲ (ݒ

ݑ߲
+ ݖଶݔ

,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

= 3ܹ 

 

 

 

 



4.  Θεωρούμε την ݂: ℜଶ\൛0ሬ⃗ ൟ → ℜ, με: 

,ݔ)݂ (ݕ =
ଶݕଶݔ

ଶݕଶݔ + ݔ) −  ଶ(ݕ

Να αποδείξετε ότι: 

lim
௫→

൬lim
௬→

,ݔ)݂ ൰(ݕ = lim
௬→

ቀlim
௫→

,ݔ)݂ ቁ(ݕ = 0 

και 

∄ lim
(௫,௬)→(,)

,ݔ)݂  (ݕ

 

Λύση 

lim
௫→

൬lim
௬→

,ݔ)݂ ൰(ݕ = lim
௫→

ቆlim
௬→

ଶݕଶݔ

ଶݕଶݔ + ݔ) − ଶቇ(ݕ = lim
௫→

(0) = 0 

lim
௬→

ቀlim
௫→

,ݔ)݂ ቁ(ݕ = lim
௬→

ቆlim
௫→

ଶݕଶݔ

ଶݕଶݔ + ݔ) − ଶቇ(ݕ = lim
௬→

(0) = 0 

 

Θα αποδείξουμε ότι ∄ lim
(௫,௬)→(,)

,ݔ)݂  :μέσω καμπυλών ,(ݕ

 

,ݔ)݂ 0) = 0 

,ݔ)݂ (ݔ = 1 

Επομένως, ∄ lim
(௫,௬)→(,)

,ݔ)݂  .(ݕ

 

 

5. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα σημεία τοπικών ακροτάτων 
της συνάρτησης: 

,ݔ)݂ (ݕ = ݔ) − ସ(ݕ + ݕ) − 1)ସ 



 

Λύση 

Η συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη στο ℜଶ, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ)4 −  ଷ(ݕ

߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ)4− − ଷ(ݕ + ݕ)4 − 1)ଷ 

 

Επομένως, ∇݂(ݔ, (ݕ = ݔ)4) − ,ଷ(ݕ ݔ)4− − ଷ(ݕ + ݕ)4 − 1)ଷ). 

Λύνουμε: 

 

,ݔ)݂∇ (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜ ݔ)4 − ଷ(ݕ = 0    ()
ݔ)4− − ଷ(ݕ + ݕ)4 − 1)ଷ = 0   () 

 

Από αντικατάσταση της () στην () προκύπτει ότι: 

ݕ)4 − 1)ଷ = 0 ⇔ ݕ = 1 

Για ݕ = 1 η () γράφεται: 

ݔ)4 − 1)ଷ = 0 ⇔ ݔ = 1 

Οπότε, εξετάζουμε το σημείο (1,1). 

Βρίσκουμε τις παραγώγους δεύτερης τάξης: 

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = ݔ)12 − ଶ(ݕ ⇒

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (1,1) = 0 

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = ݔ)12 − ଶ(ݕ + ݕ)12 − 1)ଶ ⇒

߲ଶ݂
ଶݕ߲ (1,1) = 0 

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ)12− − ଶ(ݕ ⇒
߲ଶ݂

ݔ߲ݕ߲
(1,1) = 0 



߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ)12− − ଶ(ݕ ⇒
߲ଶ݂

ݕ߲ݔ߲
(1,1) = 0 

 

Παρατηρούμε ότι ߂ଶ = ݐ݁݀ ቀ0 0
0 0ቁ = 0, οπότε μέσω 

Εσσιανού πίνακα δεν μπορούμε να αποφανθούμε. 

Όμως: 

,ݔ)݂ (ݕ = ݔ) − ସ(ݕ + ݕ) − 1)ସ ≥ 0 = ݂(1,1) 

Άρα το (1,1) είναι σημείο ολικού ελαχίστου. 

 

 

 

6. Να βρεθεί η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης 
݂ στο σημείο (−1,2,3) και κατεύθυνση ⃗ߙ = ቀଵ

ଷ
, ଶ

ଷ
, ଶ

ଷ
ቁ, όπου: 

݂: ℜଷ → ℜ, με ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ = ݖݔ −  ଶݕ

 

Λύση 

ܦ
ቀଵ

ଷ,ଶଷ,ଶଷቁ
݂(−1,2,3)

= lim
→

݂ ቆ(−1,2,3) + ℎ ቀ1
3 , 2

3 , 2
3ቁቇ − ݂(−1,2,3)

ℎ
= 

lim
→

݂ ቆ(−1,2,3) + ቀℎ
3 , 2ℎ

3 , 2ℎ
3 ቁቇ + 7

ℎ

= lim
→

݂ ቆቀ−1 + ℎ
3 , 2 + 2ℎ

3 , 3 + 2ℎ
3 ቁቇ + 7

ℎ
 



= lim
→

݂ ቆቀ−1 + ℎ
3 , 2 + 2ℎ

3 , 3 + 2ℎ
3 ቁቇ + 7

ℎ

= lim
→

ቀ−1 + ℎ
3ቁ ቀ3 + 2ℎ

3 ቁ − ቀ2 + 2ℎ
3 ቁ

ଶ
+ 7

ℎ
 

= lim
→

−3 − 2ℎ
3 + 3ℎ

3 + 2ℎଶ

9 − ൬4 + 8ℎ
3 + 4ℎଶ

9 ൰ + 7

ℎ
 

= lim
→

− 7ℎ
3 − 2ℎଶ

9
ℎ

= −
7
3

 

 

Σχόλιο: Το ίδιο αποτέλεσμα θα παίρναμε αν 
χρησιμοποιούσαμε το θεώρημα, το οποίο αναφέρει ότι 
ఈሬሬ⃗ܦ (ݔ⃗)݂ = (ݔ⃗)݂∇ ∙ ,ߙ⃗ ∀݂: ܣ ⊆ ℜ → ℜ, διαφορίσιμη, ݔ⃗ ∀ ∈
ߙ⃗∀ και ܣ ∈ ℜ: ‖ߙ⃗‖ = 1, αφού η ݂ έχει συνεχείς μερικές 
παραγώγους. 

 

 

7. Να εξετάσετε αν έχει μερικές παραγώγους στο σημείο 
(0,0) η συνάρτηση: 

,ݔ)݂ (ݕ = ቐ
ଶݔ

ଶݔ + ଶݕ , ,ݔ) (ݕ ≠ (0,0)

0, ,ݔ) (ݕ = (0,0) 
 

 

Λύση 

߲݂
ݔ߲

(0,0) = lim
→

݂൫(0,0) + ℎ(1,0)൯ − ݂(0,0)
ℎ

= lim
→

1
ℎ

 



Όμως, αν ℎ > 0 ⇒ lim
→శ

ଵ


= +∞ και αν ℎ < 0 ⇒ lim
→ష

ଵ


= −∞ 

Επομένως, ∄ డ
డ௫

(0,0). 

߲݂
ݕ߲

(0,0) = lim
→

݂൫(0,0) + ℎ(0,1)൯ − ݂(0,0)
ℎ

= 0 

 

 

 

8. Να επαληθεύσετε τον τύπο του Green για τη συνάρτηση 
,ݔ)ܨ⃗ (ݕ = ݔ2) − ,ݕ ݔ + ܩ στο (ݕ3 = ቄ(ݔ, (ݕ ∈ ℜଶቚ ௫మ

ସ
+ ଶݕ ≤ 1ቅ. 

 

Λύση 

Παρατηρούμε ότι το ܩ είναι ένα απλό σύνολο Green και η ⃗ܨ 
είναι ܥଵ στο ܩ. Επομένως εφαρμόζεται ο τύπος του Green, 
για ܲ = ݔ2 − ܳ και ݕ = ݔ  +  :ݕ3

ර ݔ݀ܲ + ݕ݀ܳ
డீ

= ඵ ൬
߲ܳ
ݔ߲

−
߲ܲ
ݕ߲

൰ ݔ݀ ݕ݀
ீ

 

Για το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα, έχουμε: 

ܩ߲ = ߁ = :ݎ⃗} (ݐ)ݎ⃗ = (2 cos ݐ , sin ,(ݐ ݐ ∈  {[ߨ0,2]

ܫ = න (4 cos ݐ − sin ݐ , 2 cos ݐ + 3 sin (ݐ ∙ (−2 sin ݐ , cos (ݐ
ଶగ



 ݐ݀

= න (−8 sin ݐ cos ݐ + 2(sin ଶ(ݐ + 2(cos ଶ(ݐ + 3 sin ݐ cos ݐ݀(ݐ
ଶగ



 



= න ൬−
5
2

sin ݐ2 + 2൰ ݐ݀
ଶగ



= 
5
4

cos ݐ2 + ൨ݐ2
ߨ2
0

=  ߨ4

 

Για το διπλό ολοκλήρωμα έχουμε: 

ඵ ൬
߲ܳ
ݔ߲

−
߲ܲ
ݕ߲

൰ ݔ݀ ݕ݀
ீ

= ඵ൫1 − (−1)൯ ݔ݀ ݕ݀
ீ

= 2 ඵ ݔ݀ ݕ݀
ீ

 

Εφαρμόζοντας μετασχηματισμό ߒሬ⃗ ,ݎ) (ߠ = ݎ2) cos ߠ , ݎ sin  ( ߠ
προκύπτει ότι: 

൜ݔ = ݎ2 cos ߠ
ݕ  = ݎ sin ߠ ⇔ ൜ ݎ ∈ [0,1]

ߠ ∈  [ߨ0,2]

και 

ݐ݁݀
,ݔ)߲ (ݕ
,ݎ)߲ (ߠ = ሬ⃗ߒℑݐ݁݀ ,ݎ) (ߠ = ݐ݁݀ ቀ2 cos ߠ ݎ2− sin ߠ

sin ߠ ݎ cos ߠ ቁ =  ݎ2

Οπότε: 

ᇱ߇ = 2 ඵ ݔ݀ ݕ݀
ீ

= 2 න න ݎ2 ݎ݀ ߠ݀ = 2 න 1
ଶగ



ଵ



ଶగ



ߠ݀ = 2 ∙ ߨ2 =  ߨ4

Επομένως ισχύει ο τύπος του Green, αφού ߇ =  .′߇

9. Να βρεθεί σημείο του επιπέδου ݔ − ݕ2 + ݖ = 5, το οποίο 
να είναι πλησιέστερο στο σημείο (5, −3, 6). 

 

Λύση 

Έστω το ζητούμενο σημείο είναι το (ݔ, ,ݕ   το οποίο απέχει ,(ݖ
απόσταση από το (5, −3, 6) ίση με: 

݀ = ඥ(ݔ − 5)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݖ) − 6)ଶ

= ඥ(ݔ − 5)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݕ2) − ݔ − 1)ଶ 



Θα μελετήσουμε την  ݀ = ,ݔ)݀  .ως προς τα ακρότατα (ݕ

Τότε η ݀ γίνεται ελάχιστη αν και μόνο αν η ݀ଶ γίνεται 
ελάχιστη. Έχουμε: 

݀ଶ(ݔ, (ݕ = ݔ) − 5)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݕ2) − ݔ − 1)ଶ

= ଶݔ2 + ଶݕ5 − ݕݔ4 − ݔ8 + ݕ2 + 35 

Η ݀ଶ είναι παραγωγίσιμη, με: 

߲݀ଶ

ݔ߲
,ݔ) (ݕ = ݔ4 − ݕ4 − 8 

߲݀ଶ

ݕ߲
,ݔ) (ݕ = ݕ10 − ݔ4 + 2 

Οπότε: 

∇݀ଶ(ݔ, (ݕ = ݔ4)  − ݕ4 − 8, ݕ10 − ݔ4 + 2) 

Λύνουμε: 

∇݀ଶ(ݔ, (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜ ݔ4 − ݕ4 − 8 = 0
ݕ10 − ݔ4 + 2 = 0

⇔ ൜ ݔ = ݕ + 2   ()
ݕ10 − ݔ4 + 2 = 0 () 

Από αντικατάσταση της () στη () προκύπτει: 

൜ ݔ = ݕ + 2
ݕ10 − ݕ4 − 8 + 2 = 0 ⇔ ൜ݔ = ݕ + 2

ݕ = 1 ⇔ ൜ݔ = 3
ݕ = 1 

 

Άρα θα εξετάσουμε το σημείο (3, 1). 

Βρίσκομε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 

߲ଶ݀ଶ

ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = 4 

߲ଶ݀ଶ

ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = 10 



߲ଶ݀ଶ

ݔ߲ݕ߲
,ݔ) (ݕ = −4 =

߲ଶ݀ଶ

ݕ߲ݔ߲
,ݔ)  (ݕ

Έχουμε: 

ଶ(3,1)݀߅ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݀ଶ

ଶݔ߲ (3,1)
߲ଶ݀ଶ

ݕ߲ݔ߲
(3,1)

߲ଶ݀ଶ

ݔ߲ݕ߲
(3,1)

߲ଶ݀ଶ

ଶݕ߲ (3,1)
⎠

⎟
⎞

= ቀ 4 −4
−4 10ቁ 

 

ଵ߂ =
߲ଶ݀ଶ

ଶݔ߲ (3,1) = 4 > 0  

ଶ߂ = ଶ(3,1)݀߅ݐ݁݀ = 24 > 0 

 

Τελικά, το (3,1) είναι σημείο ολικού ελαχίστου. 

Οπότε, το ζητούμενο σημείο είναι το (3, 1, 4), το οποίο 
απέχει απόσταση από το (5, −3, 6),  ݀ = 2√6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κυριακή 16 Δεκεμβρίου 2018, 

ΦΡΑΓΚΟΥΛΗΣ ΓΕΩΡΓΙΟΣ-ΜΑΡΙΟΣ 


