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Κεφάλαιο 1

Ολοκληρώµατα

1.1 Τριπλό Ολοκλήρωµα

Ι. Πάνω σε ορθογώνιο του R3

΄Εστω
R = [α1, β1]× [α2, β2]× [α3, β3]

ένα κλειστό ορθογώνιο (παραλληλεπίπεδο) του R3 και µία ϕραγµένη
συνάρτηση:

f : R −→ R
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Το τριπλό ολοκλήρωµα πάνω στο ορθογώνιο R ⊆ R3 ορίζεται όπως
ορίστηκε το διπλό ολοκλήρωµα πάνω σε ορθογώνιο του R2. Συγκε-
κριµένα ϑεωρούµε µία διαµέριση του R, ως εξής :

P = Pξηζ = {Rijk : i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , l}

όπου
Rijk = [ξi−1, ξi]× [ηj−1, ηj ]× [ζk−1, ζk]

είναι τα ορθογώνια του R3, που ορίζονται από τις διαµερίσεις :

Pξ = {α1 = ξ0, ξ1, . . . , ξn = β1}, µε ξ0 < ξ1 < . . . < ξn,

Pη = {α2 = η0, η1, . . . , ηm = β2}, µε η0 < η1 < . . . < ηm,

Pζ = {α3 = ζ0, ζ1, . . . , ζl = β3}, µε ζ0 < ζ1 < . . . < ζl,

των διαστηµάτων [α1, β1], [α2, β2], [α3, β3] αντίστοιχα.

Η λεπτότητα λ(P ) της διαµέρισης P ορίζεται :

λ(P ) = max{ρ(Rijk) : i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , l},

όπου

ρ(Rijk) =
√
(ξi − ξi−1)2 + (ηj − ηj−1)2 + (ζk − ζk−1)2

είναι το µήκος της διαγωνίου του ορθογωνίου Rijk.

Θεωρούµε µία ϕραγµένη συνάρτηση

f : R −→ R

και για τη διαµέριση P = Pξηζ ορίζουµε τα αθροίσµατα:

U(f, P ) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

l∑
k=1

MijkV (Rijk) : άνω άθροισµα

L(f, P ) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

l∑
k=1

mijkV (Rijk) : κάτω άθροισµα

όπου

Mijk = sup{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ Rijk}
mijk = inf{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ Rijk}

V (Rijk) = (ξi − ξi−1)(ηj − ηj−1)(ζk − ζk−1) : όγκος του Rijk.
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Επίσης ορίζουµε∫ −
R
fd(V ) := inf

P
U(f, P ) : ΄Ανω ολοκλήρωµα∫

−R
fd(V ) := sup

P
L(f, P ) : Κάτω ολοκλήρωµα

Ορισµός

Η συνάρτηση f λέγεται ολοκληρώσιµη στο ορθογώνιο R ⊆ R3
, όταν

ισχύει ∫ −
R
fd(V ) =

∫
−R

fd(V ) = λ

Ο αριθµός λ είναι το τριπλό ολοκλήρωµα της f στο ορθογώνιο R και

συµβολίζεται∫ ∫
R

∫
f(x, y, z)d(V ) ή

∫ ∫
R

∫
f(x, y, z)dxdydz.

Οι ιδιότητες των διπλών ολοκληρωµάτων (αλλά και των απλών) απο-
δεικνύεται ότι ισχύουν και εδώ.

Ο υπολογισµός ενός τριπλού ολοκληρώµατος πάνω στο ορθογώνιο
R του R3, γίνεται, όπως του διπλού ολοκληρώµατος µε τη ϐοήθεια
των (τριπλών) διαδοχικών ολοκληρωµάτων.
Για τη συνάρτηση f : R −→ R, R ⊆ R, υποθέτουµε ότι υπάρχουν
τα διπλά διαδοχικά ολοκληρώµατα:

F23(x) =

∫ β2

α2

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdy, x ∈ [α1, β1]

F32(x) =

∫ β3

α3

∫ β2

α2

f(x, y, z)dydx, x ∈ [α1, β1]

F13(y) =

∫ β1

α1

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdx, y ∈ [α2, β2]

κ.λ.π. (6 συνολικά συνδυασµοί).

Αν οι συναρτήσεις F23, F32, κ.λ.π. είναι ολοκληρώσιµες στα αντίστοι-
χα διαστήµατα, τότε ορίζονται τα τριπλά διαδοχικά ολοκληρώµατα.
Π.χ.∫ β1

α1

∫ β2

α2

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdydx =
∫ β1
α1

[∫ β2
α2

∫ β3
α3
f(x, y, z)dzdy

]
dx,∫ β2

α2

∫ β1

α1

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdxdy =
∫ β2
α2

[∫ β1
α1

∫ β3
α3
f(x, y, z)dzdx

]
dy.
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Αποδεικνύεται το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1.1.1. Αν η f : R −→ R είναι συνεχής, τότε υπάρχει

το τριπλό ολοκλήρωµα της f στο R και όλα τα τριπλά διαδοχικά

ολοκληρώµατα και ισχύει :∫ ∫
R

∫
f(x, y, z)dxdydz =

∫ β1

α1

∫ β2

α2

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdydx =

=

∫ β2

α2

∫ β1

α1

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdxdy =

= . . .

Παραδείγµατα

1) Να υπολογίσετε το (τριπλό) διαδοχικό ολοκλήρωµα

I =

∫ 1

0

∫ 2

1

∫ 3

1
xzey+zdxdzdy

Λύση

I =

∫ 1

0

∫ 2

1

[
1

2
x2zey+z

]3
1

dzdy =

=

∫ 1

0

∫ 2

1
4zey+zdzdy =

= 4

∫ 1

0

[
zey+z − ey+z

]2
1
dy =

= 4

∫ 1

0
ey+2dy =

= 4
[
ey+2

]1
0
=

= 4(e3 − e2).

ΙΙ. Πάνω σε ϕραγµένο υποσύνολο του R3

΄Εστω B ⊆ R3, B : ϕραγµένο και f : B −→ R ϕραγµένη.

B : ϕραγµένο⇒ ∃ κλειστό ορθογώνιο R : B ⊆ R.

Θεωρούµε τη συνάρτηση:

f̃(x, y, z) =

{
f(x, y, z), (x, y, z) ∈ B
0, (x, y, z) ∈ R−B
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Ορισµός

Η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο B ⇔ η f̃ είναι ολοκληρώσι-

µη στο R.

Αποδεικνύεται ότι∫ ∫ ∫
R
f̃(x, y, z)dxdydz =

∫ ∫
R1

∫
f̃(x, y, z)dxdydz

∀ κλειστό ορθογώνιο R1 : B ⊆ R1, δηλαδή το ολοκλήρωµα της f̃
είναι ανεξάρτητο του R (αρκεί να περιέχει το B).

Ορίζουµε :
Τριπλό ολοκλήρωµα της f στο B:∫ ∫

B

∫
f(x, y, z)dxdydz =

∫ ∫
R

∫
f̃(x, y, z)dxdydz

΄Ογκος V του B:

V (B) =

∫ ∫
B

∫
dxdydz

Απλά σύνολα

΄Εστω B ⊆ R3:

B : xy − απλό⇔
B = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, ω1(x, y) ≤ z ≤ ω2(x, y)},

όπου D : x− απλό ⊆ R2, ω1, ω2 : D −→ R συνεχείς.
∆ηλαδή

B = {(x, y, z) ∈ R3 :

α ≤ x ≤ β, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x), ω1(x, y) ≤ z ≤ ω2(x, y)},
φ1, φ2 : [α, β] −→ R συνεχείς.

Ανάλογα ορίζονται τα σύνολα: yx− απλό, xz− απλό, . . . .

Το B ⊆ R3 λέγεται απλό σύνολο αν είναι συγχρόνως : xy− απλό,
xz− απλό, . . . , π.χ. η σφαίρα.
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y

x

z

B
ω2

ω1

φ1
φ2

β

α

Θεώρηµα 1.1.2. (Fubini) ΄Εστω f : B −→ R, B ⊆ R3
, συνεχής και

ϕραγµένη. ΑνB είναι xy− απλό, τότε υπάρχει το τριπλό ολοκλήρωµα∫ ∫
B

∫
f(x, y, z)dxdydz και ισχύει :∫ ∫

B

∫
f(x, y, z)dxdydz =

∫ β

α

∫ φ2(x)

φ1(x)

∫ ω2(x,y)

ω1(x,y)
f(x, y, z)dzdydx

Οµοίως, αν το B είναι xz− απλό, τότε ... .

Ασκήσεις

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα: I =
∫ ∫

B

∫
(x2 + y2)dxdydz, ό-

που Β είναι το στερεό που περιβάλλεται από την επιφάνεια x2+y2 =
2z (παραβολοειδές) και το επίπεδο z = 2.

Λύση

Τοµή των επιφανειών :{
x2 + y2 = 2z

z = 2
⇒ x2 + y2 = 4.
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z

2

y
2

2
x

z
rθ

Χρησιµοποιούµε κυλινδρικές συντεταγµένες :
x = r cos θ

y = r sin θ

z = 2

Εξίσωση παραβολοειδούς : r2 = 2z
0 ≤ θ ≤ 2π

0 ≤ r ≤ 2
r2

2 ≤ z ≤ 2

Εποµένως :

I =

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 2

r2

2

r2rdzdrdθ =

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

(
2r3 − r5

2

)
drdθ =

=

∫ 2π

0

[
2r4

4
− r6

12

]2
0

dθ =

=
16π

3
.

2) Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού Β, που περιβάλλεται από
το επίπεδο z = 0, το παραβολοειδές z = x2 + y2 και τον κύλινδρο
x2 + y2 = 1.

Λύση



8 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 Ολοκληρώµατα

z

1

y
1

1
x

Αν B1 είναι το µέρος του στερεού Β που ϐρίσκεται στην πρώτη στε-
ϱεά γωνία, τότε : V (B) = 4V (B1), όπου V (B1) =

∫ ∫
B1

∫
dxdydz.

Εφαρµόζουµε τον κυλινδρικό µετασχηµατισµό και έχουµε:

V (B1) =

∫ π
2

0

∫ 1

0

∫ r2

0
rdzdrdθ =

=

∫ π
2

0

∫ 1

0
r3drdθ =

=
1

4

∫ π
2

0
dθ =

=
π

8
.

΄Αρα V (B) = 4 ∗ π8 = π
2 .

3) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού Β που ϐρίσκεται µέσα στη σφαίρα
x2 + y2 + z2 = 16 και µέσα στον κύλινδρο x2 + y2 = 4.

Λύση

Αν B1 είναι το µέρος του στερεού Β που περιέχεται στην πρώτη
στερεά γωνία, τότε : V (B) = 8V (B1).

Σε κυλινδρικές συντεταγµένες οι εξισώσεις των επιφανειών είναι :

{
z =
√
16− r2 : σφαίρας

r = 2 : κυλίνδρου
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z

y
2

2

x

rθ

4

4

4

z

Είναι

V (B1) =

∫ π
2

0

∫ 2

0

∫ √16−r2
0

rdzdrdθ =

=

∫ π
2

0

∫ 2

0
r
√
16− r2drdθ =

= −1

2

2

3

∫ π
2

0

[(
16− r2

) 3
2

]2
0
dθ =

=
π

6

(
16

3
2 − 12

3
2

)
.

Σφαιρικός µετασχηµατισµός

θ

φ

M(x, y, z)

y

x

z

ρ



10 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 Ολοκληρώµατα

~T :


x = ρ cos θ sinφ, 0 ≤ θ < 2π

y = ρ sin θ sinφ, 0 ≤ φ < π

z = ρ cosφ, 0 ≤ ρ <∞

f : B ⊆ R3 −→ R ολοκλ.
~T : G ⊆ R3 −→ ~T (G) = B σφαιρικός µετασχηµατισµός

det(J ~T (ρ, θ, φ)) = −ρ2 sinφ

∫ ∫
B

∫
f(x, y, z)dxdydz =∫ ∫

G

∫
f(ρ cos θ sinφ, ρ sin θ sinφ, ρ cosφ)ρ2 sinφdρdθdφ

V (B) =

∫ ∫
G

∫
ρ2 sinφ dρdθdφ

΄Ογκος ελλειψοειδούς : x2

α2 + y2

β2 + z2

γ2
= 1, α, β, γ > 0.


x = αρ cos θ sinφ

y = αρ sin θ sinφ

z = αρ cosφ

⇒

{
J ~T (ρ, θ, φ) = −αβγρ2 sinφ
V (B) =

∫ 2π
0

∫ π
0

∫ 1
0 ρ

2 sinφ αβγ dρdφdθ = 4
3παβγ

4) Να υπολογιστεί ο όγκος του ελλειψοειδούς x2

α2 + y2

β2 + z2

γ2
= 1.

Λύση

Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό:


x = αρ cos θ sinφ, 0 ≤ θ ≤ 2π

y = βρ sin θ sinφ, 0 ≤ φ ≤ π
z = γρ cosφ, 0 ≤ ρ ≤ 1
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y

x

z

γ

α

β

Η εξίσωση του ελλειψοειδούς γίνεται ρ = 1 και η ορίζουσα του µε-
τασχηµατισµού: ∣∣∣∣det ∂(x, y, z)∂(ρ, θ, φ)

∣∣∣∣ = αβγρ2 sinφ

V (B) =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0
αβγρ2 sinφdρdφdθ = ... =

4

3
παβγ.




