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z# Menger 

<���
�
�
e����
=
	���4����
	
�������
	�
�
������?

�
0
1�/�!�0
�/�
��������
���
�
0


���	��	
0#
 e�#
 �#
 �,-�,'�
 �H+,-JH*-p),*'H,
 <C�/�!�
 ���	��	
0=�
 f��i!�
 67Q|
 ���


�#�,-�,'�
z�'�,-p),*'H,
 <C�/�!�
��������=�
f��i!�
67gQ#
 <���	12�

�
0
	����?
0
�
0


A�������20
����	
0=#�
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�������� II 

 

	�
���� �
�
����� ��� 
� ���
�� ������� ��� 
�� 
�������� 

 

 

 

� 2. 1 ������� ������� ��� ���� ��!"�#� ��$%&�� �#�'($� 

 

 ���� �����	
��
� �� 
����� ��� 
�
���
������, ������ ���’ ����� �� 

�������
���
� 
������ ��
���� ������� ��� 
����������� �������  ������. !�"� 
����� 

����������� ��� ��������
��� 
�������. #��� �� x ����� 
������� ��� 
������ $ ���� "� ��
� 

��� �� x ������ 
�� $ ��� "� ���%��
�  

x �$. 

&� 
����� $ ��� ' "� �������� �	� ���� ����� �� ���� ��� �� ���� 
�������, �����	 

���� ��"� 
������� ��� $ ��	��� 
�� ' ��� ��"� 
������� ��� ' ��	��� 
�� $. $� �� 
����� 

$ ��� ' ����� �
� ���%��
�  

$ = '. 

#��� ��� �� 
������� ��� $ ��	���� 
�� ' ���� �� $ ������� 
��	
���� ��� '. (�
� 

���� ��� �� $ ���������� 
�� ' ��� ���%��
�   

$ �  ' 	 ���
�� : �� ' �������� �� $. )� 
�
����: ' �  $. 

$� $ �  ' ���  ' �  $, ���� $ = '. 

 *� ���	� ��� 
������ $ ��� ' ������ ������ �� 
����� S ��"� 
������� ��� ������ 

��	��� 
�� 
����� $ 	 
�� 
����� '. &� 
����� S �� ���
� ��� 
������ $ ��� ' �� 


�
����+��
� 
�                

S = $ �' 

 , ������ ��� ���
�� 
����� �� ������"�� 
� ����

����� ������

��� 	 ������ �� 

��	"��) 
�����. *� ���� ��� 
������ $ ��� ' ������ ������ �� 
����� P ��� ������ ��"� 


������� �� ���
����� ��� 
�� 
����� $ ���� ��� 
�� 
����� '. (�
� ���
�� ��� �� 
����� 

P ����� �� ����� 
���� ��� 
������ $ ��� ' ��� ���%��
�   

P = $ �  ' 

 , ������ ��� ��
	� 
����� ���
�� �� ������"�� 
� (������

��� 	 ������) ����� 


�����. *� ������� ��� 
������ $ ��� ' ���+�� ������ �� 
����� D ��� �������� �� 


������� ������ ��� �� $ ��� ��� ��	���� 
�� '. &� ������� ��� �� D ��������� ��� ��� 

�%����
� ��� ' ��� �� $ 
�
�������� �� ��	�:                  
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D = $ \ ' 

 -�� ��� ���.����"����, ��� �������� �� ' ����� ���
����� ��� $. $�  ' �  $  ���� 

�� D = $ \ ' ������� ���
�� 	
�������� ��� ' 
�� (	 �� ���� ��) $. &� 
����� D ��� ' 

�������� 
’ ���	� ��� �������
� 	
������������ �� ��� ��
 ����
.  

 -����� 
�� ����������, 
��� ��"��� ������� "���	
��� 
�� �� ���%���
�
�� 
�� 


����� ��� ��� ���� ������ 
������� ��� ��� "� ���
�+��
� ���� 
�����. �� �� 


�
����+��
� Ø. &� ���� 
����� ����� ���
����� ��"� 
������. 

  

 ��%)"��*+�. /
�� $ �� 
����� ��� 
�
���� ��� ����
��� ���
�	
���� 0�  x �  2 

��� ' �� 
����� ��� 
�
���� ��� ����
��� ���
�	
���� 1�  x �3. &���   $ �'  ����� �� 


����� ��� 
�
���� ��� ���
�	
���� 0 �  x �  3, $�' �� 
����� ��� 
�
���� ��� 

����
��� ���
�	
���� 1�  x �  2 ��� $\ ' �� 
����� ��� 
�
���� ��� �
��������� 

���
�	
���� 0�  x < 1. 

  

 H ���
�, � ��
	 ��� � ���%��� 
������ ����� 
�� 
���� �����	��� ��� 
�� ����� 

���
��� ��’ ��� ���
"�
�, ��� ��������
��

� ��� ��� �%����
� ���"
��. 0������� �
�� 

��� ������� ���%����. -��, ��� "� 
�+��	
��
� ��������� ��� ��������� ��� ������� ��� 


������, �%�� 
’ ���� �� ������ �����
�� "� ��� �����
���
�. $��� �� "�
��� 
������� �� 

�� ������ 
� ������ ������ �������  ������1. 

      )� ����
��� ��� 
����� $ ��� ' 
�����
� �� ���
��
� 
����� ���� 
�� 


������
�, 
��� ����� ��"���+��
� �� ��� �������� ���� 
������� ��� '  ����
������ 
� 

����
��� 
������� ��� $. $� �� 
������� x ��� $ 
��������� 
� �� 
������� y ��� ' "� 

���%��
�  

y = f(x) 

 )� f 
�
����+��
� ��� ������ 
� ��� ����� ����
���������� �� 
������� ��� $ 
�� 


������� ��� '. , ������ ��� 
������
�� 
����� ��� 
������ �������� �������
� ��� 

������� ��� 
��	"��� 
������
��. )� 
�� 
������
� ��"�
������ ������ �� 
����� $, ��� 

�������� ���  ��
�� ��� ���

���� x, ��� �� 
����� ', ��� �������� ��� ��
�� y ��� 


������
��, ��� ��� ����� 
����� ����
������ ���"
��. 

/�
� ��� ��������
� � 
������
�  

y = tan(x),  

                                                 
1 �.�. Halmos, Naïve Set Theory, Kamke, Elements of Set Theory  (�������	 
���%��
� ��� ���������� ��� 
��� -. 1�����).  
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��� ���+���� 
�� ���
��
� 
2

�	
 < x < 

2

�
,  ��"���+�� 
�� �
%�
���
	
���� ����
�����
� 


����� ����� ��� ���
�	
���� ��� ��� 
������ ��� ����
������ ���"
��. 

 $� 
� ��"� 
������� ��� $ ����
������ ��� ����� ���

��� 
������� ��� ', ���� ��
� 

��� �� 
����� $ ������������� 	 ����	����������� 
�� 
����� '. -�� ��� ���.����"���� ��� 

��� ��"� 
������� ��� ' ������� ������ 
������� 
�� $ �� ����� ��������+���� 
’ ����. /�� 


������� y 
�� ', ��� �� ����� ������� 
������� 
�� $, ���
�+���� ������ ��� 
�������� x. 

&� 
������� x �������� ������� ��� y. $� �� 
����� $ ��������+���� 
�� ', �� 2 ����� ��� 

���
����� ��� ' ��� �� ) �������� ��� �� 
������� ��� $ ��� �� ������� ���� ���
������ 


�
� 
�� 2, ���� �� ) ������� ����	����� ������ ��� 2. 

  $� ��"� 
������� ��� $ ��������+���� 
’ ��� ����� ���

��� 
������� ��� ' ��� 

��"� 
������� ��� ' ��������+�� �������
��� ��� 
������� ��� $, ���� ��
� ��� �� $ 

��������+���� ��� ��� '. -�� ��� ���.����"���� ��� ���%������� 
������� ��� $ 

��������+����� 
� ���%������� 
������� ��� '. 

 $� ��"� 
������� ��� $ ��������+���� 
� ����� ���

��� 
������� ��� ', ��"� 


������� ��� ' ��������+�� ��� 
������� ��� $ ��� ���%������� 
������� ��� $ 

��������+����� 
� ���%������� 
������� ��� ', ���� �� 
����� $ ����� 
� �
%�
���
	
���� 

����
������ 
� �� '.  ’ ���	 ��� �������
� ��"� 
������� ��� ' ��������+�� ��� ����� 

���

��� 
������� ��� $ ��� 
�����
� �� 
���
� ��� 
�� ��� – ���� - ��� ��������
� ��� 


������ ' 
�� $. $��	 � ��������
� ��� ' 
�� $ ���
�+���� ����	����� ��� ��������
�� 

��� $ 
�� '. $� �� $ ����
��������� �
%�
���
	
���� 
�� ', ���� ��� �� ' ����
��������� 

�
%�
���
	
���� 
�� $.  ’ ���	 ��� �������
� ��
� ���
�� ��� 
����� ��� 
������ $ ��� 

' ���+���� 
��  ��������	������ ��������	�. 

 ������, 
�
� 
��� �
%�
���
	
����� ��������
�� ��� 
������ $ 
�� ',  ��"� 


������� ��� ��������+���� 
� ��� ����
��� 
������� ��� ': !�"� 
������� ��� ' ��������+�� 

��� 
������� ��� $. 3��%������� 
������� ��� $ ��������+����� 
� ���%������� 
������� ��� 

' ��� ���%������� 
������� ��� ' ��������+��� ���%������� 
������� ��� $. 

 

 ��%)"��*+�. /
��  abcd ��� ��������� 
� ���������� ����%�� a, b, c, d. 

��������� 
� ��� ��"	 ������	 ��� 
�
���� ��� 
��� ������ ab ��
�����
� 
�� 

��������
� ��� ���������� 	��� �
���� ��
 �������� ��� �� a ��� b. $��	 � ������	 ����� 

���
�� 
�� ��������
� ��� ���������� 	�� �
�
������ ����� ab. -�� �� ��"����

� �
	
� 

cd "� ��������
��� �
%�
���
	
���� 
�� �
	
� ab.  
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0������� 
����� ������

��� ��� ������. $� �� 
������� ��� 
������ $ 
������ 

�� ��"��� 
� �
%�
���
	
���� ����
������ 
� ���� %�
����� ���"
��� ��� �� 1 �� ������ 

���
�� ���"
� n, ���� �� 
����� ������� ������	����. (�
� 
’ ���	 ��� �������
� ��� �� $ 

���� n 
�������. $� 
�� ������ 
������
� ��� �������, ���� �� 
����� ����� ������.  

 $� �� 
����� $ 
�
� 
��� �
%�
���
	
����� 
������
�� 
����� �� ��������
��� 


�� 
����� ���� ��� %�
���� ���"
�� 1, 2, ... n,..., �� $ ������� ������	���. 4 ���"
�� n 

��� ���� �� 
������� x 
’ ���	� ��� ����
�����
� ������� ������� ��� x.  ���� "� 


�
����+��
� 
� x n .  ’ ���	 ��� �������
� �� 
����� $ 
����� �� �����"
�"�� 
� �� 

��	"��� ��� %�
���� ���"
�� ��� �� 
������
� 
����� ��� $ ��� ��� 
������ ��� 

%�
���� �� ���%��
�  

x1 , x 2 , ..., x n ,... 

 

��%)"��*+�. &� 
����� ���� ��� ����� ���"
�� 
����� ��� 
���� ��� ��� ��� 

��"�� ��� �� 
����� ���� ��� ����� ���"
��2 ����� ���"
	
�
�. 

 $� �� 
����� $ 
����� �� ��"�� 
� �
%�
���
	
���� ����
������ 
� �� 
����� ��� 

����
������ ���"
�� ��
� ��� �� 
����� $ ���� ��� ���"��� ���"
� ��� 	
����
�. 

��������
��� 
������ ��� ����� ��� ���"��� ��"
� ��� 
������� ����� �� 
����� ���� 

��� ������� ���"
��, �� 
����� ��� 
�
���� ��� ��"����, �� 
����� ��� 
�
���� ��� 

����
��� ���
�	
���� [0,1], �� 
����� ���� ��� 
�
���� ��� ��������, �� 
����� ���� ��� 


�
���� ��� ����� ��� ����. 

 

  � 2. 2  �(����) ��� ������) �,��(� 

 

������
� 
�� ������� 	 
�� ���� ��� ������ 
����� R. $��� �� 
����� R 
����� �� 

�����+���� 
� ���� ��� ���� 	 
����� �� ����� ���
����� ���.  � ����� ���� ���

��� ��� 

"� ��
������
� �������� "� 
�� �����%����� 
��� �� 
�
��� ��� 
������ R. &� ���� 


�
��� ��� �����, ��� ��� ��	���� 
�� 
����� R, ��� 
�� ���
������.   

, ���������
���	 �������� ��� 
�
���� ���� 
������ R 
��� ��"���, �� ������� 	 �� ���� 

����� ��� 
�� ��� 
����� ��� 
�
���� x ��� y ��� R 
����� �� ���
��� 
�� ���	��	�. , 

���
��
� 
����� ��� 
�
���� x ��� y 
�
����+���� 
� �(x,y). $�� ��� ������ ��������� ��� 

���
��
�� 
����� ��� 
�
���� 
�
������
� ��� ������"��: 

 1. $� x ��� y ����� ��� ���%������� 
�
��� ��� 
������ R, ���� �  

                                                 
2 &� ������� ���� ������������� 
� ��� �� ������ ��� "������ 
������. 
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���
��
� ���� ����� "������ ���"
��. $� 
�
������� �� ��� 
�
��� ���� �  

���
��
� ���� ����� 
����. 

 2. 1�� ��"� ��� 
�
��� x ��� y ��� 
������ R �
����:      

�(x,y) = �(y,x) 

 3. 1�� ��"� ���� 
�
��� x, y, z ��� 
������ R �
���� � ���
����� 

�(x,z) �  �(x,y) + �(y,z) 

       

 $��	 ��� ���
����� ��� ��������
� ��������� ��������. '�
�+���� 
�� ���
�����	 

�����
�, ��� 
� ��"� ������� ��"� ������ ����� 
�������� ��� �� �"���

� ��� ��� �����. 

 

��%��-%���:  ��� �������� "���	
��� 
�� ��� ����� ���������� �� ������� ������ 

�� 
����� R �� 
����� ��� 
�
���� ��� ��"����, 	 ��� �������� 	 ��� �����. $���� ��� 

������	���� 
����� 
�
���� 
� ��� �������� ��� ��� ��"� ��� ��’ ���� ������� ���� 

���"
�� �(x,y) ��� ������ ��� �������� ��������� 1, 2, 3. /�� ������ 
����� �� ���
�+��
� 

������� ����, �� 
������� ��� 
�
��� ��� ��� ���"
� �(x,y) ���
��
� ��� 
�
���� x ��� y. 

 1�� ��������
� ���� 
������� �����, ���%�������� ��� �� 
���"�� 
����� ��� 


�
���� ��� �����, 
����� �� ����� � n-���
����� �����. &� 
�
��� ��� ����� �� n-���� 

����
������ ���"
�� ��� � ���
��
� 
����� ��� 
�
����  

x = (x1 , x 2 , ..., x n )  ��� y = (y1 , y 2 , ..., y n ) 

���+���� �� : 

  

�(x,y) = 22
22

2
11 )(...)()( nn xyxyxy 	

	
	 . 

 )� ��� ����� ��� ��
	�"� � ���
��
� ����� %����� ��� ���������� ��� �������� 

��������� 1, 2, 3. 3�� "� ������	
��
� 
��� �������� ����� ��� �
����

��. 4 ������
��� 

���	� ��� ����
������ 
� ��"� �%���
��� �
%���
� ��� 
������ R, �� ������ ��� 

���
����� ������� 
��	"��� ����������� ����� ����� ����� ��� ����������� ��� ��� 

�
���� ��� �����
���. 

 ��
������� ��� ��� �� "����� ��� 
�
���
������ ����� � ������ ���  	������ 

	
		���
	�� ���� 
������. /
�� ) ��� 
�
���
�����, ���
����� ��� 
������ R. /�� 


�
��� x ��� 
������ R "� ������� 	����� 	
		���
	�� ��� 
������ ), �� 
� ��"� ������	 

��� x 
����� �� ���"�� ��� 
�
��� y 
�� ) ���%������� ��� x. , ��%��
� "
� ��"� ������	" 

������� �� ��	�: 1�� ��"� "����� ���"
� � (�
��	���� 
����), ������� ��� 
�
��� y 
�� ), 
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y� x �
�� � ���
��
� ��� ��� �� x �� ����� ����� 
�������� ��� �. &� 
�
��� x 
����� �� 

��	��� 
�� 
����� ), ���� ���� ��� ����� ����������. 

 /
�� R � ��"��� ��� ����
������ ���"
��. &��� ����� ���%���� ��� ��� �� 
����� 

��� ����������� ��� �� 
�
��� 

1, 
2

1
, 

3

1
, ..., 

n

1
, ... 

�� 
���� ����� 
�
��� 
�

����
��. 1�� �� 
����� $ ��� ����� ���"
�� ��� ��"����, ��"� 


�
��� ��� ��"���� ����� 
�
��� 
�

����
�� (��� �� ���� ��� �� ������ 
�
���) 
��� ��� 

�� ���� 
�
��� ��	���� 
�� 
����� ��� �� ������ ���. 

 /�� 
����� F ������� ����	�� �� ��"� 
�
���, ��� ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� F, 

��	��� 
�� F. 

 /
�� ��� ���� R � ��"��� ��� ����
������ ���"
��, ���� ��"� ����
�� ���
��
� 

����� ����
�� 
�����, ���� ��� ��� � ��"���, ��� �� 
����� ��� ����� 
�
���� 
� 
��
� 
� 

��� ��"��� ��� ����� ����
�� ����� �� ������� ��� ��������� 
�
��� 
�

����
�� ��� 

�����, ��� ��	���� 
’ ���� �� 
�����3.    

$� F ����� ��� ����
�� 
����� ��� �� 
�
��� x ��� ��	��� 
’ ����, ���� �� x �� 

���

�� ��� ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� F. 0������ ������ ���� "������ ���"
�� �, 

������� �
�� ��� ������� 
�
��� ��� F ��� �� ������ ��� �� x ���
��
� 
�������� ��� �.  

�����
��+��
� ��� ��������� ��� ����
��� 
������. 

 

��!%�+� 1. � ���	� �
� ����	��� 	
����� ����� ����	�� 	
����. 

 

�.'"��/�: /
�� F1  ��� F 2  ����
�� 
����� ��� �
�� x ��� 
�
��� ��� ��� ��	��� 


��� ���
� ����, �����	 �� x ��� ��	��� ���� 
�� F1  ���� 
�� F 2 . $%�� �� F1  ��� F 2  ����� 

����
�� 
����� ������� ���� ���"
�� �1 >0,  ��
� �
�� ������ 
�
��� ��� F1  �� 
�� ������ 

��� �� x �������� ��� � 1  ��� ����
����� ���� ���"
�� � 2 >0 �
�� ������ 
�
��� ��� F 2  �� 


�� ������ ��� �� x �������� ��� � 2 . $� ���"�
��
� ��� �1  < � 2 , ���� ��� ������� ������ 


�
��� 
� ���
��
� � 1  ��� �� x, ���� ��� F1  ���� ��� F 2 , ��� ���� ��� 
��� ���
� 

F1 � F 2 .   ������, ��� 
������� ��� ��� ��	��� 
’ ���	� ��� ���
� ��� 
����� �� ����� 


�
��� 
�

����
	� ���. 

                                                 
3 !�"� 
���
����� ��"�� ��� �� ���� 
����� ����� ����
��. 
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#
��� 
����� ������ �� ������ ��� � ���
� ������

���� ��	"��� ����
��� 
������ 

����� ����
�� 
�����. 

 

��!%�+� 2. � ����  �����
������ �����
� ����	��� 	
����� ����� ����	�� 	
����. 

$� "���	
��
� 
�� ���������� ����
��� 
������ {F a }.  �
����+��
� 
� F ��� 

��
	 ����. ������
� ��� 
�
��� x ��� ��� ��	��� 
��� ��
	 ����, ���. ������� �������
��� 

��� 
����� 
��� ���������� {F a } 
�� ����� ��� ��	��� �� x, �
�� �� F
0a . -����	 ���� ����� 

����
��, ������� ���"
�� � > 0, ������� �
�� ��� ������� 
�
��� ��� F
0a  ��� �� ������ ��� 

�� x �������� ��� �� � ��� 
������ ��� ������� 
�
��� ��� F ��� �� ������ ��� �� x 

�������� ��� �� �. 5�� �� F ����� ����
�� 
�����.  

 /�� 
����� G �  R ���
�+���� ������� �� �� 
�
��	��
� ��� F = R – G ����� 

����
��. $�� �� ����	
��� 1 ��� 2 ���������� �� ������"�� ��������� ��� �������� 


������. 

 

��!%�+� 3. � ���� �
� (� ������	����
 �����
�) �������� 	
����� ����� ������� 

	
����. 

 

��!%�+� 4. � ���	� �����
������  �����
� �������� 	
����� ����� ������� 

	
����. 

$����������
� ���������� �� �����
� 3. /
�� G 1  ��� G 2  ������� 
����� ��� G � 

��
	 ����. -� ���

�� ��� �������� 
������ �� 
�����  

F1  = R- G1  ���  F 2  = R- G 2  

����� ����
��. $�� ��� �����
� 1 �� ���� �
���� ��� ��� ��� ���
	 ����  

F1  �  F 2  

$� ���
� ���� �� 
����� G = G1  �G 2 . $� �� x ��	��� 
�� G, ���
����� ��� 
�� 

G1  ��� 
�� G 2  ��� 
������ ���� 
�� F1 , 
�
��	��
� ��� G1 , ���� 
�� F 2 , 
�
��	��
� 

��� G 2 . 3����	 �� x ��	��� 
�� 
�����  

R – (F1  �  F 2 ) = R - F 

��� �����	 �� F ����� ����
�� �� ���
� ����
��� �� G �� 
�
��	��
� ��� "� ����� �������. 

$������ ����� ��� � �������� ��� ����	
���� 4. 

 -�
����
� ���� 
�� ���"����	 ������ ��� "� ���
�
����	
��
� ��������. /
�� x 

��� ������ 
�
��� ��� 
������ R ��� � �����
�	���� "������ ���"
��. &� 
����� ���� ��� 
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�
���� y 
�� R ��� ����� ���
��
� ��� �� x 
�������� ��� �� � "� ���
�+���� �-������� 

��� x. )�� �-������	 ���
�+���� 
���� ��� 	������� ������� ��� 
�
����+���� 
� S(x,�). 

$� R ����� � ���
���
����� �����, ���� � �-������	 ����� �� �
������� 
�
��� ��� 


%����� 
� ������ �� 
�
��� x ��� ������ �. $� R ����� �� �������, �-������	 ����� �� 

�
������� 
�
��� ��� ��
��� 
� ������ �� x ��� ������ �. $����������
� ��� 
�� �-������� 

����� ������� 	
����4.  1�’ ���� ����� ������ �� ������
� ��� �� 
����� F = R - S(x,�) ����� 

����
��. /
�� y ��� ������ 
�
��� ��� 
%�����	� ������	� S(x,�). &� 
�
��� y ������ ��� 

��	��� 
�� F. 1�� �� �������
� ��� ����
������ ��� F ������ �� 
�����
� �� ����
� ���� 

���"
� � �
�� ��"� 
�
��� z ��� ������ ��� �� y �������� ��� �� � �� 
�� ��	��� 
�� 


����� F. $���� �� �����
�  

� = � - �(x,y) 

&��� ����
� 

�(x,z) �  �(x,y) + �(y,z) < �(x,y) + � = �(x,y) + [ � - �(x,y) ] = � 

5�� ���� �� y ��	��� 
��� S(x,�), 
’ ���	� ��	��� ��� ��"� 
�
��� z ��� ����� 

������ ����� 
�� y.  ������ �� F = R - S(x,�) ����� ����
�� ��� ��� � S(x,�) ����� ������	. 

 '�����
� ��� � 
%�����	 ������	 ���� 
�
���� ����� ������	. -������ ���� ������� 

	
���� ������ �� ����	����� �� ���	� 	�������� �������� ��� 	������ ��
, ������

���� 

	 ������� �� ���� �� ��	"��. ����
���, �
�� x ��� 
�
��� ��� �������� 
������ G . 

-����	 �� F = R - G ����� ����
��, ������� "������ ���"
�� � ����� �
�� ��"� 
�
��� y ��� 

���
����� ��� ����� ��� � 
�� x ��� ��	��� 
�� F ��� 
������ ��	��� 
�� G. #�� ���� �� 


�
��� ��������� 
�� �-������	 ��� x. /�
�, ��� ��"� 
�
��� x ��� G ���+���� 
�� 
%�����	 

������	 (� ������ ��� ������ %�
��� ��������� ��� �� ����
��� x) ��� � ����� ���������� 


�� G. &� G ����� ������ �� ����
��"�� �� ���
� ����� ��� ��������. #��� �� R ����� � 

��"���, ���� �� �-�������� ����� �� ������� ���
�	
��� 
	���� 2�, 
� ������ �� 
�
��� x. 

 $%�� ��"� ������� 
����� 
����� �� ��%��
��� �� ���
� �-�������� ��� 
�
���� 

���, 
����� ������ �� ����
�	
�� ��"� ������� 
����� 
� 
�� ��"��� �� ���
� 

������

���� 	 ������� �������� ���
��
����. )�����
� �� �������
��
� ����� ��� 

�
����

� �� ��	�:   � ��� �
���� ���� ������� 	
���� ����	����� �� ���	� ������	����
 � 

������	���
 �����
� �������� ���	�������, �� ����� ��� �
� ��� ���
� ����� 	�����. !� 

���� �
��� ��� ���	�������  ����������� 	�� ����	�� 	
���� ��
 �������� �� 	
�������� 

��
 ��������
 �������
 	
����
. 

                                                 
4  �� ������"� "� ���������+��
� ������	 ��� x ��"� ������� 
����� ��� "� �������� �� x ��� ��� 
������
���� 
�� 
%�����	 ������	. 
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����
���, �
�� x ��� ������ 
�
��� ��� �������� 
������ G.  �
%��� 
� �� 

�������� ������� ��� ������� ���
��
� ��� �������� �� x ��� ���������� 
�� G. 

 �
����+��
� 
� G x ��� ���
� ���� ��� �������� ���
��
���� ��� ��������� �� x ��� 

����������� 
�� G. &� G x ����� �� 
��������� ���
��
� 
’ ����� ��� ���������. $� y ����� 

��� 
�
��� ��� G y  ��� ��� ��	��� 
�� G x , ���� �� ����
����� ��� ������� ���
��
� G y  ��� 

���� ������ ����� 
�
��� 
� �� G x . $� ����� ��� ����� 
�
��� z � ���
� ���� G x �  G y "� 

	��� ������� ���
��
� ��� �������� �� x, "� ���������� 
�� G ��� "� ����� 
��������� ��� 

�� G x , ����
� �����. 

 '�����
� ������ ��� �� G ���
����"���� 
� 
�� ���
� �������� ���
��
���� ��� 

��� ��� ��� ����� ����� 
�
���. &� ��	"�� ����� ��� ���
��
���� ����� �� ���� 

���"
	
�
�*. 1�� �� �� ���
� ���� ����� �� ��������
� 
� ��"� ���
��
� ���� ���� ���"
� 

��� ���������� 
’ ����. -����	, �� 
����� ��� ����� ����� ���"
	
�
�, �� 
����� ������� 

��� 
�
���� ��� ����
� ��������, "� ����� ������

��� 	 ���"
	
�
�. 

$�� �� ����
�� 
����� ��� ���
������ ���� 
� ��"��� "� �����
��
� �������� ��� 


�
������ ��������
�, �� ����
��� ������ 	
���� ��
 Cantor ��� �����
��+�� ��������� 

�����%����. $��� �� 
����� ����
����+���� 
� ��� ������"� 
�"���: $�� �� ����
�� 

���
��
� [0,1] �%�����
� �� ������� ���
��
� (
3

1
,
3

2
) (�� 
�
��� ������� �����). $�� 

��"��� ��� �� �����
������� ��� ����
�� ���
�	
��� ������ ������ �� [0, 
3

1
] ��� [

3

2
,1], 

�%�����
� ��� ���� �� 
�
��� �����, �����	 �� ������� ���
�	
��� (
9

1
,
9

2
) ��� (

9

7
,
9

8
). )� 

��� ���� 
�"��� ��������
� 
�� ��

��� ����
�� ���
�	
��� �������� ����� [0, 
9

1
], 

[
9

2
,
9

3
], [

9

6
,
9

7
], [

9

8
, 1] ��� �%�����
� �� 
�
��� ����� �����	 (

27

1
,
27

2
),  (

27

7
, 

27

8
), (

27

19
, 

27

20
), (

27

25
, 

27

26
) ��� ���� ��"’ ��	� ��� ��"� %�
��� n. &� 
����� 6 ��� ��������� 
��� ��� 

���������
� ����� ��� ������� ��� ����� ���� %�
����� ���"
��� ���
�+���� ������ 

	
���� ��
 Cantor 	  (�	
�����) 	
���� ��
 Cantor. �� ��
��
� 
������ ��� ��� ��������� 

���. 

  1. !� 	
���� "  ����� ����	��, �� ��
	 ��� ������"��� ����
��� 
������ ��� 

�
%���+����� 
��� ����
���	 ���. &� ����� 
����� ��� ������"��� ���	� ����������� ��� 
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��� ����
�� ���
�	
��� ������ �����. &� ������� ��� ��

��� ����
�� ���
�	
��� 

�������� ����� �� ����� ��� ���� ���
�	
��� ������ �����. 

 

  2. !� 	
���� " ��� �������� ������ ���	���� �� 
��	
����. 1�� �� �� ��� ������ ���� 

����� �� ������ ��� ��� ��"� ������ 
�
��� x ��� 6 ��� � "����� 
����� �� ���"�� ��� 
�
��� y 

��� ���
����� 
�� ���
�	
��� ��� �%����"���� ��� ������ ��� �� x �������� ��� �. 

������
� �� n ��
� 
����� �
��  

n3

1
< �. 

$%�� �� 
	��� ��"� ���
�	
���� n-����� ����� (
3

1
) n , 
����� �� ���"�� ��� y ��� 

��	��� 
�� ������%"���� ���
�	
��� ��� ���
����� ��� ����� 
�� x ��� �. 

3. !� 
��	
���� ��
 �	
����
� ��
 Cantor, ��
 ����������� ��� �� 	����� ��
 ��
 

#��	������ 	� ��� ��� �� ����	�� ���	������ n-�	��� ��$��, ����� ������������ �� ��� �� 

	
���� ��
 Cantor. $��� �� ������ ������ �� ��������
�� �
���
��%� �� [0,1] 
� 
������
�	 

�
�������� (
3

1
) n  
�� ����
�� ���
��
� n-�
�	� �����. 

4. !� 	
���� ��
 Cantor ���� ��� ������� ������ ��
 	
����
�. 3�� "� ������	
��
� 

��� 
� �������� ����� ��� �
����

��. 4 ������
��� ������
����� 
�� ������ ��� P.S. 

Alexandroff, ��� ���%��"��� 
�� 
����� 3. 

 $�� ��� 3 ��� ��� 4 ���������� �
�
�:  

  5. %� x 0  ��� �
���� 	����� ��
 	
����
 ��
 Cantor, ���� 	� ���� ������� ��
 #��	����� 


���������	��� ������ 	������ ��
 	
����
 ��
 Cantor.  

7��
�
��������� ��� ������ ��� 
%������� ��������, �������
� 
�� �����
� ��� �� 

����
�� ��� �� ������� 
����� ��� "� �����
���
� �������� (� 6, �����
� 1). 

 

��!%�+� 5. &	�� % ��� ' �
� ����	�� 	
���� ����� ����� 	�����**. !��� 
�����
� 

�
� ������� 	
���� G ��� � ��
 �������
� �� % ��� ' ����	����� ��� ��� ���
� ������ ����� 

	�����. 

 �.'"��/�. /
�� x ������ 
�
��� ��� $. $%�� �� ' ����� ����
�� ��� �� x ��� ��	��� 


�� ', �� x ��� ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� '. 5�� 
����� ������ �� ���� ���� "����� 

���"
� � x ��� ��� ��"� 
�
��� y 
�� ' �� �
����  

                                                                                                                                                         
* 3����	 ���� ����� ������

��� 	 ���"
	
�
�. 
** 3�� 
����� ��� ��� ����� ����� 
������� �������� $���. 
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�(x,y) > � x  

������
� �� 
%�����	 ������	                   

S(x,
2

x� ) 


� ������ x ��� ������ 
2

x� . !���
����+��
� 
�� ������ ������	 ��� ��"� 
�
��� x ��� $ ��� 


�
����+��
� ��� ���
� ���� ����� ��� �������� 
� G. 

 #
��� 
�����
� �� "���	
��
� ��� ��"� 
�
��� y 
�� ' ��� "����� ���"
� � y  ��� 

��� ��"� x 
�� $ "� �
����                 

�(x,y) > � y  

!���
����+��
� ��� ��"� 
�
��� y 
�� ' ��� �������� ��������  

S(y, 
2

y� ) 

 
� ������ �� y ��� ������  
2

y�  ��� 
�
����+��
� 
� , ���  ���
� ����� ��� ��������. 

 &� 
����� G ��� , ����� ������� ����� �� ��"��� ����� ���
� �������� 
������. 

$����������
� ��� G ��� �� , ��� ����� ����� 
�
��� 
� ��� ����� ������	. /
�� z ��� 

����� 
�
��� ����. $%�� �� z ��	��� 
�� G ������� ��� 
�
��� x 
�� $ ��
� �
��  

z �  S(x, 
2

x� ), 

���.          

�(x,z) < 
2

x�  

��� �
���, �����	 z�, "� ����
� ��� ��� 
�
��� y ��� B ������, ��� 

z�  S(y, 
2

y� ), 

���. 

�(y,z) < 
2

y�  , 

-���� �
��  

� x  < �(x,y) 

���          

� y  < �(x,y). 

/����� ���  
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�(x,y) �  �(x,z) + �(y,z) < 
2

x�  + 
2

y� < 
2

1
 �(x,y) + 

2

1
 �(x,y) = �(x,y) 

�� ��
�  

�(x,z) < �(x,y). 

 $��� �� ����� ����������� ��� ��� ������� 
�
��� z ��� �� ��	��� 
�������� ��� 


�� G ��� 
�� ,. 

 

*�  ����	������ (	  ����	�� ����) ���� 
������ ) (��� ���������� 
’ ��� 
����� R) 

���+��
� �� 
����� M  ��� �������� �� 
����� ) ��� �� 
�
��� 
�

����
�� ��� 
������ 

). -� ���

�� ��� ����
������� ����� ���%���� ��� )� M . 

  

��%�"�&*+���. /
�� R � ��"��� ��� ����
������ ���"
��, ) �� 
����� ��� 


�
����  

1, 
2

1
, 

3

1
, ..., 

n

1
, ... 

���� � ����
������ M  ��������� �� ���
���8��
� 
�� 
����� ) �� 
�
��� 0. $� ) ����� 

�� 
����� ��� ����� 
�
���� ��� ����
����	� ��"����, ���� M  = R. $� ) ����� �� ������� 

(a,b), ���� � ����
������ M  ����� �� [a,b] ��� ��������� ���
���������� �� ���� ��� 

���
�	
����. 

 

��!%�+� 6. � ����	������ M  ���� 	
����
 ( ����� ����	�� 	
����. 

   

�.'"��/�. /
�� x ��� 
�
��� 
�

����
�� ��� ����
������� M . ������ �� 

������
� ���  x � M . $%�� �� x ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� M , ���� ��"� ������	 

S(x,�) �������� ��� 
�
��� y �  x ��� ��	��� 
�� M . &� y ���� ��	��� 
�� ) 	 ����� 
�
��� 


�

����
�� ���.  ��� ������� �������
� ��"� �-������	 ��� y �������� ��� z �  x ��� 

���
����� 
�� ). ������
� ��� � ��
� 
���� �
��       S(y,�) 
  S(x,�)***, ��� �� z ��	��� 


��� 
%���� S(x,�).  /�
�, ��"� ������	 ��� x �������� ����� 
������� ��� ) ���%��� ��� �� 

x. $��� 
�
����� ��� �� �� x ����� 
�
��� 
�

����
�� ���  M , ���� ����� 
�
��� 


�

����
�� ��� ��� ), ���. x� M . 5�� �� M ����� ����
��. 

                                                 
*** $��� ����� ������ �����	 y�  S(x,�) ��� �� S(x,�) ����� ������� 
�����. 
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H ���
��� ������ "� ���������� ��� 
�� ��������� 
�
�����	 ���� �����
��
� ��� 

���

� ��� ��
����� ��� Uryshon. 

 )� ��� ��� 	
���� ���� �������� 
������ G ������
� �� 
����� ��� 
�
���� ��� 

����� 
�
��� 
�

����
�� ��� G ���� ��� ��	���� 
�� G. &� 
����� ��� G "� �� 


�
����+��
� 
� Fr(G). 

 $� G ����� �� ���
��
� (a, b) ��� ����
����	� ��"���� R, ���� Fr(G) ����������� ��� 

�� +����� ��� 
�
���� a ��� b, �� ���� ��� ���
�	
����. 

 !� 	
���� ���� �������
 ���	������� ����� ����	�� 	
����.  

����
���, ��� ��� ���

� ��� 
������ ���� �������� 
������ G ���� ����������� 

��’ ��� ������ �� 
�
��� ��� ����
������� G  ��� G ����� ��� ������ �� 
�
��� ��� 

��	���� 
�� G. -��
����, 

Fr(G) = G  - G 

-���� �
�� G  - G = G �  (R - G). $%�� �� 
����� G  ��� (R - G) ����� ����
�� �� 

���� "� 
�
������ ��� 
� ��� ��
	 ����  

G �  (R - G) = G  - G = Fr(G) 

�� ��
� ����������� � �
����

�� 
��.      

/�� 
����� ) ������� �������� �� � ���
��
� ��"� ��� 
�
���� ��� ����� 


�������� ��� ���� 
��"��� ���"
�.   

#��� � ���
��
� ��"� ��� 
�
���� ���� 
������ ����� 
�������� ��� ���� 
��"��� 

���"
� � ��
� ��� �� ) ���� �������� ��������� ��� � ��� ���%��
�  

�()) < � 

1�� ��������
� %���
���� 
������ ) 
�����
� �� �����
� ��� ����
�� ���
��
� 

��� ����
����	� ��"����. 9���
��� 
����� ����� �� ���������, � ������ ��� �� ������� 
�� 

�������, ��� � �����, � 
%���� ��� �� ��������� 
�� ����. , ��"���, �� ������� ��� � ����� 

��� ����� %���
��� 
�����. 

 

��%��-%���. *� ���
���� ���� %���
���� 
������ ������
� �� ��� �����5 ��� 

���
��
��� ��� 
�
���� ��� ��� ���. , ���
����� ���� ����
��� ���
�	
���� ����� �� 


	��� ���, � ���
����� ��� ���������� ����� �� 
	��� ��� ��������� ��� ��� � ���
����� 

��� ������ ����� � ���
����� ���, ���� ���	 ���+���� 
�� 
��������� ���
�����.  

                                                 
5 /�� 
����� ����
������ ���"
�� ) ������� ��� %���
��� ���� ���� �� ���"
�� ��� ���
������ 
: ���� �� 

����� ����� 
��������� ��� ���� 
��"��� ���"
� L. 4 
��������� ���"
��, ��� ��� ����� ��"� ���"
�� ��� 

������ ) ����� 
��������� 	 �
��, ������� ��� ����� 	 supremum ��� 
������. 
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 �� ������"� "� ������ ������ �� "����� 
�%�� �� 
�
����� ��� ��� 
����� ) ���� 

���
���� 
�������� ��� ���� ����
��� ���"
�. &�� ���� ��� ���

� ��� ���
����� ��� "� 

��� ���
�
����	
��
� ���������. 

 

�. 2. 3 �#������'���� 

 

�� �����
��
��
� ���� 
�� ��
��	 ������ ��� ������� ���  �
���
������ ��� "� 

������ 
����� ���� 
��� ���

� 
��� ��
�����. &�� ������ ��� 
������������� ���� 


������. 

  /�� 
����� ) "� ������� 	
������� �� ��� ��"� ���
���
� ��� 
� ��� 
� ���� ��� 

���� 
����� ���� ���
����� $ ��� ', ��
� �
�� ) = $ �', ��� �������
��� ��� �� 


����� ���� �������� ��� 
�
��� ��� ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� ����� 
������. 

 ������, ���� �� ) ��� ����� 
��������, ���� ��������� 
� ��� 
� ���� ��� ���� ���
����� 

��� ������ �
�� ��"��� ��’ ���� �� 
�� �������� 
�
��� 
�

����
�� ��� �����. $��� 


�
����� ��� �������  ���
���
� ) = $ �' ������ �
�� 

( A �')� ( B �$) = Ø. 

-����+��
� ���� ��� ��%��+���� � ������ ��� 
������������� 
��� �����	 

�������
� ��� �� ) 
�
������ 
� �� 
����� R 
�� ����� ������������ �� 
���� ���� 

"���	
��� 
��. $� "���	
��
� ��� �� R  ����� 
� 
�������� ��� R = $ �' ����� � 

���
���
� ��� R 
� ��� 
� ���� ���
����� ��
� �
�� ������ ��� �� ��� �� 
�� �������� 


�
��� 
�

����
�� ��� �����, ��������� ��� ��� �� ��� ���
����� $ ��� ' ����� ����
��. 

-����	 �
�� �� ��� ����� 
�
�����
����� ��� ����� �� ���� R ��������� ��� ����� ��� �� 

��� ������� 
�� R. 5��, ��� �� R  ����� 
��������6 �� ��� 
��� �� ����� ������� �� ���%�� 

�� ���
� ��� ����� 
� ����� ���
������ ��� ����� 
�������� ������� ��� ����
�� 
�� R. 

�� ������
� ���� ��� ��� ����	�� ���	���� ��� �
����� ����� 	
������� 	
����. 

����
���, �
�� [a,b] ��� ����
�� ���
��
� ��� ��"���� ��� ����
������ ���"
��. $� 

���"�
��
� ��� �� 
����� ��� 
�
���� ��� ���
�	
���� (����"��� 
� ��� �����
� 
��) ��� 

����� 
��������. /
�� F1  ���  F 2 ��� 
� ���� ����
�� ��� ���� 
����� ���� 
�����, � 

���
� ��� ������ ����� �� [a,b]. $� ���"�
��
� ��� ��� �� 
�
��� b ��	��� 
�� F 2 . &��� �� 

F1����������� ��� 
�
��� x ��� �� ����� x<b.  �
����+��
� 
� c �� ��� ����� ��� 
������ 

F1 . &��� �� c ��	��� 
�� F1  	 ����� 
�
��� 
�

����
�� ���. -����	 �
�� �� F1  ����� 

                                                 
6 -�����, ��"� 
�������� 
����� 
� �������
��� ��� 
������� ����� ����� 
��� ����� ���, ���. ��"� 
�
��� 
��� ����� 
�
��� 
�

����
�� ����� ��� 
������. 
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����
��, �� c�  F1 . $� �� c ����� ���%������� ��� �� b, ���� ��� ������ �� x, ��� �� ����� x  

> c, ��	���� 
�� F 2 . 5��, �� c ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� F 2 ��� 
������ ��	��� 
’ 

����. $� �� c 
�
������ 
� �� b, ���� ��� ���� ��	��� 
�� F 2 ��� ���"�
�.  � ��"� 

�������
� �� c �F 2 . /�
� ��	��
� ��� 
������� ��� ��	��� ��� 
�� F1  ��� 
�� F 2 , 
� 

����"�
� 
� ��� ���"�
� 
�� ��� ���� ����� ����. $��� ����������� ��� �� [a,b] ����� 


��������. 

/�� ��������
� 
� 
��������� 
������ ����� �� 
����� ���� ��� ����� ���"
��. 

$� 
�
����
��
� 
� $ �� 
����� ���� ��� ����� ��� ����� 
��������� ��� 2  ��� 
� ' �� 


����� ��� ����� ���"
�� ��� ����� 
���������� ��� �� 2   ���� ��� ������� 
�
��� 


�

����
�� ��� $ 
�� ' ���� �� ����
���%�. 

 !� 	
����, ��
 �������� ���� ��� 	����� ����� ��� �� ���� 	
���� �� �����
���� 

	
������� 	
����.  

  

�� ���������
� ���� 
������ �����
��� ��� �� 
�������� 
����� ��� "� 

���
�
����	
��
� ��������

��� ��������. 

 

��!%�+� 1. &	�� % ��� ' ����	�� � ������� 	
���� ����� ����� 	����� ��� �	�� ( 

��� �� ���� 	
������� 	
���� ��
 ���������� 	��� ���	� ��
�  

) �$ �' 

!��� �� ( ���������� �������� ��	� 	� ��� ��� �� �
� �
�� 	
����, ���. (�  %  � (�  '. 

 

�.'"��/�: /
�� ) �A�  '. &��� ) = () �  $)� () �  '). $%�� ��� �� $ ��� �� 

' ����� ���� ����
�� ���� ������� �� ���� R ��� ��� ����� ����� 
�
���, ��
�� ��� ��� ��
�� 

() �  $) ��� () �  ') ��� �������� 
�
���, ��� �� ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� �����. 

$%�� ���
�� �� ) ����� 
�������� ������ ������ ��’ ����� ��� ��
�� �� ����� ���	, �
�� � 

() �  '). /����� ��� ) �A. 

 

 ���� "� 
����+��
� ���� �
����

��� 
�� �������� "����
�. 

 

��!%�+� 2. %� ��� 	
������� 	
���� ( ���� ����� 	����� �� ��� ������� 	
���� G 

��� �� �� ����	�� 	
������������ ��
  

F = R - G, 

���� �� ( ������ �� 	
���� ��
 G. 



 

 37 

 

�.'"��/�: ����
�����, �����	              

Fr(G) = G  - G, 

 


����� ������ �� "���	
�� �� R �� ���
� ��� �������� ����� 
������ ��� ����� ���� 


����� ����: ��� 
������ G, ��� 
������ Fr(G) ��� ��� 
�
�����
���� ��� ����
������� 

��� G.                  

R = G � Fr(G) � (R -G ). 

 

$� "���	
��
� ��� �� 
�������� ) ��� ��
��� �� 
����� ��� G ���� 
�
%��� 
� �� 

�������� �����
�, �� ) "� ���������� 
��� ���
� ��� G ��� R - G .  ������ "� 

���������� �� �����	��� ���� 
�� G ���� 
�� R - G , ����
� ��� ���������� 
��� ���"�
� 


��. 

 

��!%�+� 3. %� ���� �
� 	����� x ��� y ���� 	
����
 R �����
� 	� ������ 	
������� 

	
���� C xy  (�$�������� ��� �� x ��� �� y), ���� �� 	
���� R ����� 	
�������.         

 

�.'"��/�: /
�� ��� �� 
����� R ��� ����� 
��������, ��� 
����� ������ �� �� 

"���	
�� �� ���
� ��� 
� ����� ����
��� ��� ����� 
������ F1  ��� F 2 . $� �����
� ��� 

x ��� �� F1  ��� ��� y ��� �� F 2 . $��� "� ��	���� 
� ��� 
�������� 
����� C xy . $���, 

�%�� �� F1  ��� F 2 ����� ����
�� ��� ���� 
����� ����, 
�
%��� 
� ��� �����
� 1, �� 

C xy "� ���������� �� �����	��� ���� 
�� F1  ���� 
�� F 2 . $�’ ���	� ��� ����%�
� ��������� 

��� �� R ����� 
��������. 

 

�������� �����
� ��� ��� ����
�� ���
��
� ��� ��"���� ����� 
�������� 
�����. 

$%�� 
����� ������ �� "���	
�� ��"� ��� 
�
��� ��� ��"���� �� ���� ���� ����
��� 

���
�	
���� ��� ���
����� ���� 
��� ��"���, ��� �� �������
��� �����
� ��������� ��� 

�������� � ��"��� ����� 
�������� 
�����. 1�����, 
��� ��"��� ����
� 
��� �� ������"� 


�������� 
�����: &� ���
��
� [a,b], �� ���
��
� (a,b), �� �
�������� ���
�	
��� [a,b) 	 

(a,b], ��� ��� ��"���, ��� �
���"��� (��� 
� %���
��� �
�������� ���
��
� 
� 	 ����� �� 

������ 
�
��� ���). , �������� ���� ����� ��������� ��� �� ��� ���� ��� 
�
��� ��	���� 
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� ��� 
�������� 
����� ��� ���
����� ���� 
��� ��"���, ���� ��� �� ����
�� ���
��
� ��� 

���� ���� �� 
�
��� �� ���� ���������� 
�� 
����� ����. 

 -����	 ��"� ��� 
�
��� ��� �������� 	 ��� ����� 
������ �� 
����"��� 
’ ��� 

��"����

� �
	
�, ������ ��� �� ������� ��� � ����� ����� 
�������� 
�����. -���� ������� 

��� 
�������� ����� ��"� ����� 
�����. /�� 
����� �� ��
� �
���, �� ��� ��"� ��� 
�
��� 

��� 
������ �� ���"��� 
� ��� ��"����

� �
	
� ��� �� ���������� ��	��� 
�� 
����� 

����. /�
� ��� ��������
� �� �������, �� ���������, � ������ 
�� ������� ��� �� 

���������, � ����� ��� � 
%���� 
�� ���� ����� 
�������� 
�����. 

 

��!%�+� 4.  )��� �
� 	
������� 	
���� % ��� ' ���
� ��
����	��� ��� ����� 	�����, 

���� � ���	� ��
� S = % �' ����� 	
������� 	
����. 

 

�.'"��/�. $� ���"�
��
� ��� �� S ��� ����� 
�������� 
�����, ��� 
����� �� 

����
��"�� �� ���
� ��� 
� ����� ����� ��� ����
��� 
������ F1  ���  F 2 : 

S = F1  �  F 2 . 

/
�� ��� �� 
�
��� x ��� ����� �� ����� 
�
��� ��� $, ' ��� ��	��� 
�� F1 . &��� 

��� �� �����
� 1 �� $ ��"�� ��� �� ' ����������� 
�� F1 . 5�� ��  F 2  ����� ����, ��� ����� 

�����. /����� ��� �� S ����� 
��������. 

 &� �����
� ���� ��"�� ��� � �������� ��� 
������ �� �������"��� 
��� 

�������
� ���
�� ������ 
��������� 
������. ;
���� �����	 �� ������"�. 

 

��!%�+� 40.  � ���	� ��� 	
����� ���� ����������� 	
�������� 	
����� ��
 

�������
� ��
����	��� ��� ����� 	�����, ����� 	
������� 	
����. 

 

$%�� ��"� ����
�� ���
��
� ����� 
�������� 
����� ������ ��� ��"� ��"��

��� 

���

	, ���. 
�� ���
� ��"����

�� �
�
���� ���� ��� ��������� �
	
��� ����� ����� 

����, ����� 
�������� 
�����.  

1���������, �� ���
�
��
� ��
	��� 	
����� 
�� ������

��� ������"�� 
������, 


��� ����� ��"� +����� ���������� 
������ ���� ����� 
�
���, ���� ����
� ��� � ���
� 
��� 

���
���� 
��������� 
������ ����� ���
�� 
�������� 
�����. 

 

��!%�+� 5.  %� 	� ��� 	
������� 	
���� C ��
 ���������� 	�� R ���	
��*�
�� 

����������� 
��	
���� ��
 	
����
 ��� 	������ 	
		���
	�� ��
 C, ����
���� ��� ��� 
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������� 
��	
���� C 0 . +�����, �� �� C ����� 	
�������, �� ���� �	�
�� ��� ��� ��� 

����	������ ��
 C. 

 

  �.'"��/�. &� 
����� C 0  ��������� ��� �� C 
� ��� ���
���8� ���� 
������ 


�
���� 
�

����
�� ���. ������
� ���� ��� �� 
����� C 0  
����� �� ����
��"��, �� 

���
� ��� 
� �����, ����
��� �� ���� �� C 0  ��� ����� 
������ F1  ���  F 2 . &��� 
�
%��� 


� �� �����
� 1, �� 
����� C ������ �� ���������� �� �����	��� 
� ��� ��� �� ��� ���� 


�����. /
�� �.�. ��� C 
F1 . /
��  x ����	���� 
�
��� ���  C 0  ��� ��� ��	��� 
�� C. 

&��� �� x ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� C  ��� ��� ��� F1 . $%�� �
�� �� F1  ����� 

����
��**** 
�� C 0 , ������ �� x �� ��	��� 
�� F1 . /�
�, ��"� 
�
��� ��� C 0  ��	��� 
�� F1 . 

 ������ �� F 2 ����� ����. 5�� �� C 0 ����� 
��������. 

  ��� ������"�� �����
��� "� ������ 
�
������ ���� � ������ ��� �����	� 


�������������. 

 /�� 
����� R ������� ������ 	
������� ���� ��"� 
�
��� ��� ���������� 
� 
�� 

�
��	���� 
���	 
�������	 ������	. 3����	, ���� ��� ��"� 
�
��� x ��� R ��� ��� ��"� 

"����� ���"
� � ������� ������� ��� 
�������� 
����� V ��� �������� �� x ��� � ���
����� 

��� ����� 
�������� ��� �. < 
� ���� �����: ��� ��"� ������� 
����� U ��� �������� �� 


�
��� x ������� ��� 
�������� ������� 
����� V ��� �������� ����� �� x ��� ���������� 


�� U. 

  , ��"���, �� ������� ��� � ����� ����� ������ 
��������, �%�� ��"� 
%�����	 

������	 ���� ������� 
�
���� ��� ��"����, ��� �������� 	 ��� ����� ����� 
�������� 


�����. /�� ��������
� 
������ ��� ��� ����� ������ 
�������� ����� �� 
����� ��� 


�
���� ��� ��"���� ��� ����
������ ���"
�� 
� 
�������
����  

 

1, 
2

1
, 

3

1
, ..., 

n

1
, ..., 0.  

 

                                                 
 
**** /�� 
����� $ ������� ����
�� 
�� 
����� ', ���� ��"� 
�
��� 
�

����
�� ��� $ ��� ��	��� 
�� ', 
��	��� 
�� 
����� $. 
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$��� �� 
����� ��� ����� ������ 
��������, �%�� ��"� ������� 
����� ��� �������� �� 


�
��� 0, ������ ���
�� �� �������� ��� ��� ������ ��	"�� 
�
���� ��� 
��%	� 
n

1
 ��� 


������ ��� ����� 
��������. 

 /�� ��������
� 
��������� ���� ��� ������ 
��������� 
������ ����� �� 	�� 

���
"�� 
�����, ��� ����������� ��� �� 
�
��� ��� ���%��	� ����
��
�� ��� 

�������
�����	� 
������
��         

y = sin (
x

1
),   0 < x �  1 

��� �� ������ ��"����

� �
	
�  

       

x = 0,    -1 �  y �  1 

$��’  ����� ��� 
������ �
�� ����� �������� �� �����
�� ������ �� �
���
��%��� 

��� 
����� ( �	
� 7) ��� ����������� ��� 
�� ������"�� 

 

                                            

������

�
���� 
� ���+����� ��� ��"��� ����"��
� 
���������� �
�
���� 

 

A1 :    x = 
2

1
,  -1 �  y �  1 

B1 :   
4

1
�x�  

2

1
,  y = -1 

A 2 :  x  = 
4

1
,  -1 �  y �  1 

B 2 :  
8

1
�x�  

4

1
,   y = +1 
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A 3 :  x = 
8

1
,  -1 �  y �  1 

B 3 : 
16

1
�x�

8

1
,  y = -1 

……………………… 

A n : x = 
n2

1
, -1 �  y �  1 

B n : 
12

1

n
�x�  

n2

1
, y = (-1) n  

��� �� ������ �
	
� 

A 0 :  x = 0, -1 �  y �  1 

 

$��� �� 
����� ����� 
��������, �%�� ����� � ����
������ ��� 
��������� 
������ 

��� ����������� ��� �� ��"����

� �
	
��� 
��� ������� ��"��

���� ���

	�.  � ������ 

�
�� ��� �� 
�
��� ��� ������� �
	
���� ��� ����� ������ 
��������, �����	 ��"� 

��������� 
���	 ������	 ���� ������� 
�
���� �������� ��� ������ ��	"�� ��"���� 

�
�
����, ���� ��� ���� ������ ����� 
�
��� 
� �� 
�������� ���+����� �
	
���. !�"� 

������ ������	 ��� ����� ������ 
�������	. 

�
� 2. 4. �#+.)*��� 

 

)�� ���� 
�
�����	 ������ ��� �������� ��� "����� ��� 
�
���
������ ����� ���	 

��� 
�
�������.  /�� 
����� R ������� 	
������ ���� ��"� ������ ���
����� M ��� R ���� 


�� R 
�
��� 
�

����
��. �� ������
� ���� ��� ��� ����
�� ���
��
� ��� ��"���� ����� 


�
����� 
�����. 

����
���, �
�� ) ��� ���
����� ��� �
	
���� [a,b]. /
�� c �� 
�
� ��� [a,b]. 

&��� �������
��� ��� ��� �� ��� �
	
��� [a,c] 	 [c,b] �������� ��� ������ ���
����� ��� 

). 3�����
����� ���� �� �
	
� ������
� ������ ��� ��� ���� �������
��� 
� ��� ��� �� 

����������� �
	
��� "� ���������� ��� ������ ���
����� ��� ).  �����+����� ���	 �� 

�������
�� ����
� 
�� %"����
� ������"�� �
�
����  

& 0 � & 1  � & 2 � T 3 � ...� & n ..., 

 

���� �� ��"��� ���� 
	��� �� 
�
� ��� �������
���� ��� �������� ��� ������ ���
����� 

��� ).  
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 $�� �� ���
�� �����
� ��� �� %"����
� ������"�� ������

���� ���
��
����, 

������� ������� ��� 
�
��� x 0  ��� ����� ����� ��� ��� �� ���
�	
��� & n . &� x 0  ����� ���� 


�
��� 
�

����
�� ��� ). ����
�����, ��� ��"� ���
��
� ��� �������� �� x 0  ������� 

���� ��
� 
������ ���"
�� n �
�� �������� �� & n �� ���������� 
�� "�����
��� ���
��
�. 

 ������ ���� �� ���
��
� �������� ��� ������ ���
����� ��� ). /�
�, ����������� ��� �� 

x 0  ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� ) �����	 
� ��"� ������	 ��� x 0  ��	���� 
������� ��� ) 

���%������� ��’ ����. 

)� ����
��� 
�"��� 
����� ������ �� ������ ���
�� ��� ��� ��������� ����� 


�
����� 
�����. ����
���, �
�� Q 0  ��� ��������� 
� ������� ���������� ���� ���� 

������ ��� ) ��� ������ 
����� 
�
���� ����� ��� ����������. 3��
���+��
� ���� �� Q 0  


� ��"���� ���������� ���� ���� ������ 
� ��

��� �
� ��������� ��� 
�
����+��
� 
� Q1  

��� ��’ ���� ��� �������� ������ ��	"�� 
�
���� ��� ). -������
�����
� ���	 �� 

�������
�� �� ���� �� ��������� ��� 
�
����+��
� 
� Q 2  ������ �� ������������ ��� 

�������� ������ 
�
��� ��� ).  �����+����� ��
�, ��������� 
�� %"����
� ������"�� 

����������                

Q 0 � Q1  � Q 2  � Q 3 � ...� Q n ..., 

 

�� ��"��� ��� �� ����� �������� ������ 
�
��� ��� 
������ ) ��� � ������ ��� ����� � 


�
	 ��� ��� ������ ��� �������
����. ��������
� ���� �� ��������� 
��� x-����� ��� 

����
����� ��� y-����� ��� �������
� 
� ��"���� ��’ ������ 
�� %"����
� ������"�� 

�
�
���� 

& x
0 � & x

1 � & x
2 �  T x

3 �  ... � & x
n  ... 

���  

& y
0 � & y

1 � & y
2 �  T y

3 � ... � & y
n  ... 

��� ������ �� 
	�� ������� 
�� 
���� ��"�� �� n ������ 
�� ������. 

  

 �
����+��
� 
� x 0  �� ����� 
�
��� ���� ��� & x
n  ��� 
� y 0  �� ����� 
�
��� ���� 

��� & y
n  ��� "�����
� 
�� ������� �� 
�
��� m 0  
� 
�������
���� x 0  ��� y 0 . &� 
�
��� m 0  

��	��� 
� ��� �� ��������� Q n  ��� 
������ ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� ). 

����
�����, ��� ��"� ����� ���� �� m 0  
����� �� ���"�� ���� ���"
�� n �
�� �������� �� 

����
����� ��������� Q n  �� ���������� 
’ ����� ��� �����. $%�� �
�� ��"� Q n  �������� 



 

 43 

������ 
����� 
�
���� ��� ), 
�
� 
��� ����� "� ����������� ������ �� ��	"�� 
�
��� 

��� ). /�
� �������"��� ��� �� m 0  ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� ).  

#
��� ����������� ������ ��� 
�� 
%���� ����� 
�
���	�. , ��"��� �
�� ��� ����� 


�
����� 
����� ����� �� ����� ������ 
��� ����� ��� x ��� �� 
�
��� 1,2,3, ... n,... 
� 

"����	 ������� ���
�
��� ���� �� 
����� ��� ���� 
�
��� 
�

����
��. -��
��, �� 
����� 

���� ��� ����� 
�
���� ���� ����
��� ���
�	
���� ��� ����� 
�
�����, �%�� 
�� 

������"�� ����� ���"
�� ��� 
��������� 
� ������ ��� ���� 
’ ���� �� 
����� 
�
��� 


�

����
��. 

  �����������
� 
������ ��������� ��� 
�
����� 
������. 

 

��!%�+� 1.  �) &�� ����	�� 	
���� F ��
 ���������� 	’ ��� 	
������ 	
���� R ����� 

��� �� ���� 	
������. 

#) ,��� 	
������ 	
���� F ��
 ���������� 	�� R ����� ����	�� 	�� R (�� R ��� ���-��������� 

	
������). 

 

�.'"��/�. �) /
�� ) ��� ������ ������ ���
����� ��� F. $%�� F 
  R  ���� ��� ) 


  R. -����	 �� R ����� 
�
�����, �� 
����� ) "� ���� ��� 
�
��� 
�

����
�� x 
�� R. 

&� 
�
��� x, ��� ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� ), ����� ��� 
�
��� 
�

����
�� ��� F. 

#
�� �� F ����� ����
��. 5�� �� x ��	��� 
�� F. 3����
� ��� ��"� ������ ���
����� ��� F 

���� 
�
��� 
�

����
�� ��� ��	��� ����� 
�� F, �����	 �� F ����� 
�
����� 
�����. 

�) $����������
� ���� ��� ������� �
����

�. $� ���"�
��
� ��� �� 
�
����� 

F
R  ��� 	��� ����
�� 
�� R. /
�� x ��� 
�
��� 
�

����
�� ��� F ��� ��� ��	��� 
’ 

����. 0������ ���� 
�� ������"�� 
�
���� 
�� F 

x1 , x 2 , x 3  ... x n ..., 

��� ���� �� 
�
��� x 
������� 
�
��� 
�

����
��. ����
����� ��������
� ��� 
�
��� x1  

��� 
������ F, ��� ������ ��� �� x �������� ��� 1. /�� 
�
��� x 2  ��� ������ ��� �� x 

���
��
� 
�������� ��� 
2

1
. /�� 
�
��� x 3  ��� F, ��� ������ ��� �� x ���
��
� 
�������� 

��� ���� ���"
��� �.�.�. 

 /���
� ���� ��� �(x, x n ) < 
n

1
, ��� ��"� %�
��� n. T� 
�
��� x ����� 
�
��� 


�

����
�� ��� ������� ������"��� 

x1 , x 2 , x 3  ... x n ..., 
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�%�� 
� ��"� ������	 ��� x ���������� ��� ������ ��	"�� 
�
���� ��� ������"���. !����� 

���� 
�
��� y ��� 
����� �� ����� 
�
��� 
�

����
�� ���	� ��� ������"���. $� ����� 

������ n 0  ��
� 
����� �
��  

0

1

n
 < 

2

1 �(x, y) 

���� ��� ��� �� 
�
��� ��� ������"��� 
�� 
� n > n 0  �
����: 

�(x,x n ) < 
n

1
 < 

0

1

n
 < 

2

1 �(x, y), 

(��� ��� ��������	� ���
������ ����
�   

�(x,y) �  �(x, x n ) + �(x n ,y) ��� �(x,y) - �(x, x n )�  �(y, x n ). 

 ������ ��� ��"� n > n 0  ��������� 
2

1 �(x, y)�  �(y, x n ), ��� ����� ��� ���� %���
� 

��� ��� ���
��
��� �(y, x n ). $��� �
�� 
�
����� ��� �� y ��� ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� 

������"���  

x1 , x 2 , x 3  ... x n ... 

 

!��’ ����� ��� ����� ��	��
� 
�� 
�
����� F ��� ������ ���
����� ��� ��� ���� 

������ 
�
��� 
�

����
�� 
�
� 
�� F (�%�� �� 
������� ��� 
�
��� 
�

����
��, �� x, 

��� ��	��� 
�� F). $��� ������� 
� ����%�
� 
� ��� ���"�
�  ��� �� F ����� ����
��. 

 

��!%�+� 2. �) (�� �����
	� �����
��� 

F 0 � F1  � F 2 � F 3 � ...� F n ...     (1) 

�� �����, ����	��� 	
����� ��
 ����������� 	� ��� 	
������ 	
���� R ���� �� ���� ����. 

#) +�������, ���� �
$�������
 ��
 n � ��������� ��� F n  ������ 	�� �����7,  ���� � 

���� ��� 

F 0 � F1 � F 2 � F 3 � ... � F n � ..., 

����������� ��� ��� 
������� 
�
���. 

 

�.'"��/�. �) 7���� ����� ��� ����������� 
�����
� �� "���	
��
� ��� ��� �� 


����� ��� ������"��� (1) ����� ��� ��� ���%��� 
����� ����. $�’ ���� ��������� ��� 

                                                 
7 3��. 
����� ������ ��� ���� �������	���� "����� ���"
� � �� ���� ��� n 0  ��
� �
�� ��� ��"�  n > n 0  �� 

�
���� � ���
����� �(F n ) < � . 
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����� ������ �� ���� 
�� 
����� F1  ��� 
�
��� x1  ��� �� 
�� ��	��� 
�� F 2 , 
�� F 2  ��� 


�
��� x 2  ��� �� 
�� ��	��� 
�� F 3 . 1����� 
����� �� ���� ��� 
�
��� x n  
�� F n  ��� �� 


�� ��	��� 
�� F 1
n . A%�� �� R ����� 
�
����� � ������ ������"��  

x1 , x 2 , x 3  ... x n ...        (2) 

���� ��� 
�
��� 
�

����
��, x. $����������
� ��� ���� �� 
�
��� x ��	��� 
� ��"� 


����� ��� ������"��� (1). �� ������
� ��� x�  F. -����	 

F n � F 1
n � F 2
n � ..., 

 

��� �� 
������� ��� ������"��� (2) ��� �� x n  ��� 
��� ��	���� 
�� F n . #
�� � ������"��  

x n , x 1
n , x 2
n ,...          (3) 

 

���%���� ��� ��� ������"�� (2) 
��� 
� ������

��� �� ��	"�� 
�
���, �� x ��� ����� 


�
��� 
�

����
�� ��� (2) "� ����� ��� ��� (3). #
�� ��� �� 
�
��� ��� ���������� 

������"��� ��	���� 
�� F n . !� �%�� �� x ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� F n  ��	��� 
’ ���� 

��"�
�� �� F n  ����� ����
��. 

  /�
� ��	��
� ��� 
�
��� x ��� ��	��� 
’ ��� �� 
����� ��� ������"��� (1). 

 ������ � ��
	 ����� ��� 
������ ����� 
� ���	. 

�) ������
� ���� ��� � ���
����� ��� 
������ F n , 
� �� n ������
���, 
�������� 


�� 
����. $� � ��
	 ��� 
������ ��� ������"��� (1) �������� ��� 
�
��� x ��� y ���%��� 


����� ����, ���� "� ������ 
� ��"� 
����� ��� ������"���. 5�� "� �
���� �(F n ) > �(x,y) 

��� ��"� n, ���. � ���
����� ��� 
������ ��� 
�������� 
�� 
���� ��"�� �� n �������, �� 

����"��� ��� ��� ���"�
� 
��. /�
�, � ��
	 ��� 
������ ��� ������"��� (1) �������� ��� 


������� 
�
���. 

/�� ������ 
�
���
����� D "� �������� �- ������ ��� 
������ R ���� ��� ��"� x 


�� R ������� ��� 
�
��� d 
�� D �
�� � ���
��
� ��� ��� �� x �� ����� 
�������� ��� �. 

    �� ������
� ��� ��"� 
�
����� 
����� R ���� ��� ��"� � > 0 ��� �-����
�. !����
� 

�������� 
� ��� ����� ������	 ��� ���"����
� ��� ������� ��� � > 0 ��� �� ����� �� 


�
����� R ��� ���� �-����
�. $��� 
�
����� ��� ��� ��"� 
�
��� a 1  ��� R 
�����
� �� 

����
� ��� 
�
��� a 2  
�� R, � ���
��
� ��� ������ ��� �� a 1  �� ����� �������
��� �. 

$%�� �� ���"�
��� �� R ��� ���� �-����
� ������� ��� 
�
��� a 3  ��� ������ ��� ��� �� 


�
��� a1  ��� ��� �� 
�
��� a 2  �������
��� �. $%�� ������ ��� �� 
�
��� a 1 , a 2 , a 3  ��� 
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�

������ 
� ������ �-����
� ��� 
�
������ 
������ R, 
����� ������ �� ���� ��� 
�
��� 

a 4 , � ���
��
� ��� ������ ��� ��"��� �� ��� a 1 , a 2 , a 3  �� ����� �������
��� �. )� ����� 

��� ����� 
��
���+�� ������ 
�� ������ ������"�� 
�
����  

a1 , a 2 , a 3 , ..., a n , ..., 


��� ����� ��"� ��� 
�
��� ������� �������
��� �. $��	 � ������"�� ��� 
����� �� ���� 


�
��� 
�

����
��. 5�� ��	��
� 
�� 
�
����� 
����� R ��� ������ 
����� $ ��� ��� 

���� ������ 
�
��� 
�

����
��. $��� ���������� 
��� ���

� ��� 
�
�������.  ������, � 

���"�
� 
�� ��� ��� ������ �>0 ��� ������� �-����
� ����� 8���	�. 

,��� 	
���� R, ��
 ��� ������ � > 0 ���� ��� �-������, ����� ��������. 

  ����
���, �
�� x ��� y ��� ������ 
�
��� ��� R. , ������ ��� �-����
���� 
�� R 


�� ���
%���+�� ��� 
������ �� ���"��� ��� 
�
��� a ��� b ��
� �
�� �� �
����,  

�(a,x) < �,   �(b,y) < � 

 �
����+��
� 
� d ��� 
��������� ��� ���
��
��� 
����� ��� +����� ���  


�
���� 
�� �-����
� ��� 
������ R, �����  

�(a,b) �  d 

��� ���
���� 

�(x,y) �  �(x,a) + �(a,b) + �(b,y) < � + d + � = d  + 2�, 

���. �� 
����� R ����� %���
���. 

 $�’ ��� �
����

� ���� ��������� ��� �� 	
����� 	
���� ����� ��� ��������.  

 

��!%�+� 3.  &�� 	
���� R ��
 #��	����� ���� 	� ��� �
����, 	�� ������� � 	�� 

����8 ����� 	
������ ���� ��� ����� ����, �� ����� ����	�� ��� ��������. 

 

  �.'"��/�.  , 
��"	�� ����� ����	. ����
���, �� �� R ����� 
�
����� ��� ��� 

�
����

� �) ��� ����	
���� 1 ����� ����
�� 
�� �������� 
�����, ���� ���� ����� ��"���, 

������� 	 �����. $�� ��� 
�
������ ����� ���
�� %���
���. 

 

, 
��"	�� ����� ��������. ����
�����, �%�� �� R ����� %���
��� ��� �� 
�
��� 

��� "� ���
������ 
�
� 
� ��� 
�������
��� ��"����

� �
	
�, 	 ��������� 	 
� 
�� 


%����. &� 
����� R ��� ������ �� ����� ����
�� �� ���� ��� ��"���, �� ������� 	 �� ���� 

"� ����� ��� ����
�� �� ���� �� �������� �
	
�, ��������� 	 
%����. #
�� �� �
	
�, �� 

                                                 
8 , ���������� 
� ���� n-���
���� -��������� ����. 
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��������� 	 � 
%���� ����� 
�
���	 
�����. -��
���� ����� ��� �� R 
�
�����, �� ����
�� 

���
����� 
�
������ 
�
%��� 
� �� �) ��� ����	
���� 1. 

/�� 
����� D ������� �
��� 
�� R ���� ��"� ������� ���
����� G ��� R �������� 

�������
��� ��� 
�
��� ��� D. 

$%�� 
�� 
%�����	 ������	 ���� 
�
���� ����� ������� 
����� ��������� �
�
� ��’ 

����� ��� ���

� ���: ��� 	
���� D ����� 	�� R �
��� ����#�� ����, ���� ���� 	������� ��
 R 

����� 	����� 	
		���
	�� ��
 D. 

1�� ��������
� �� 
����� ���� ��� ����� ���"
�� (��� ���� ��� ���	���) 
� ��� 

����
�� ���
��
� ����� �����. 

 

��!%�+� 4.  � ���� ������ 	
������ 	
���� R 
������ ��� ������	��� �
��� 


��	
���� D. 

 

�.'"��/�. 1�� �� �� ������
� ���� "�����
� �� 
����� 

D = D 1 �D 2 �D 3 � ... �D n � ... 

���� D n  ����� ��� 
n

1
-����
� ��� R.  

 1�� ��"� � > 0 ��� ��"� 
�
��� x ��� R ������� ��� 
�
��� d 
�� D ��� ������ ��� 

�� x �������� ��� �. /�� ������ 
�
��� d ������� ����� 
�� 
����� D n  �%��  
n

1
 < �. /�
� 

�� 
����� D, ��� ����� ���%���� ���"
	
�
�, ����� ����� 
�� R. 

  

� 2. 5. �#�� �&� �.�����&���� 

 

)�� ��������
� f ���� 
������ X 
� ��� 
����� 0 ������� 	
����� 
�� 
�
��� x 0  

��� X ���� ��� ��"� "����� ���"
� � ������� "������ ���"
�� � ������� �
��                       

�(f(x), f(x 0 )) < � 

���� ��� ��"� x�X 
�                      

�(x,x 0 ) < � 

 

)� ���� �����, � ��������
� f ����� 
����	� 
�� 
�
��� x 0 , �� ��� ��"� �-������	 

��� 
�
���� y 0  = f(x 0 ) 
����� �� ���"�� 
�� �-������	 ��� 
�
���� x 0  ������ �
�� � ������ 

��"� 
�������� ��� �-������	� �� ���
����� 
��� �-������	. #��� � ��������
� f ����� 
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����	� 
� ��"� 
�
��� x�  X ���� ��� ���
�+��
� 	
���� ��������
� ��� X 
�� Y. )�� 

�
%�
���
	
���� ��� 
����	� ��������
� ��� 
������ X ��� ��� 
������ Y "� ������� 

���������� ��������	� 	 ����������	��� ���� � ����
���%� ��������
� f 1	  (��� 
������ 0 

��� ��� 
������ X) ����� 
����	�. 3�� 
����� �������� ������������ (� ����������)  ���� 


����� ������ �� ��������
�� ���������� �� ��� 
�� ����. 

$�� ��� �����
��� ��� ��� 
������� ��������
��� ���%����
� ��� ��������: 

   

��!%�+� 1. (�� ��������	� ���� 	
����
 X 	’ ��� 	
���� . ����� 	
����� ����#�� 

���� � ����	����� ������ ���� �������
 	
����
 � �  . ����� ������� 	�� X.  

, 
��"	�� ����� ��������. /
�� � ��������
� f 
����	� ��� ,  �  0 �������. 

������
� ��� ������ 
�
��� x 0  ��� ��	��� 
��� ����
���%� ������ ��� ,. -����	 �� y 0  = 

f(x 0 ) ���
����� 
�� , 
����� ������ �� ���� 
�� �-������	 ��� y 0  ��� �� ���������� 

�������� 
�� ,. (��� ��� 
�������� ��� ��������
�� ������� ���� ���"
�� � ������� �
�� 

� ������ ��"� 
�������� x ��� �-������	� ��� x 0  �� ��	��� 
��� �-������	 ��� y 0  ��� 

���
���� 
�� ������� 
����� ,. /�
� � �-������	 ��� x 0  ���������� 
��� ����
���%� 

������ ��� ,. , ����
���%� ������ ��� , ����� 
������ ���
� ��� 
%������� �������� ��� 


�
���� ��� ��������. 5�� � ����
���%� ������ ��� , ����� ������� 
�����. 

, 
��"	�� ����� ����	. $� ��������� � ���.��"�
�, ����
� ������ ��� � ����
���%� 

������ 
��� �-������	� ��� y 0  = f(x 0 ) ����� ��� ������� 
����� G ��� �������� �� x 0 . 

-��
����, 
����� �� ���� ������ ���� ���"
� � ������� �
�� � �-������	 ��� 
�
���� x 0  �� 

���������� 
�� G. -����	 ���
�� ��"� 
�
��� ��� �-������	� ��� x 0  "� ��������+���� 
� 


�
��� ��� "� ��	��� 
��� �-������	 ��� y 0 , � ��������
� f ����� 
����	�. 

 -����	 �� ����
���%�� ������� ��� 
�
�����
������ 
������ ����� 
����� ���� 


�
�����
����� 
�����, ��� �� �����
� 1 ��������� �� 

 

��!%�+� 10.  (�� ��������	� ���� 	
����
 X 	’ ��� 	
���� . ����� 	
����� ����#�� 

���� ���� � ����	����� ������ ���� ����	��
 	�� . ����� ����	�� 	�� X. 

������ ��� ��� ��������� ��� 
������ ��� ������ 
���� "�����
� ������������ ��� 

��� 
������� ��������
���. �� �� ���������
� ��� ��� ��� ��������� ��� 
�� �����%����� 

��������� �� 
������������ ��� �� 
�
������. 

 

��!%�+� 2.  � 	
����� ������ . ���� 	
�������
 	
����
 / ����� 	
������� 	
����. 
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�.'"��/�: !����
� �������� 
� ��� ������ ������	 ��� ���"����
� ��� �� 
����� 

0 ��� ����� 
��������. &��� "� 
�����
� ������ �� �� ����
�	
�� �� ���
� ��� 
� ����� 

����� ��� ����
��� 
������ C ��� D. $�� �o �����
� 1 �� ����
���%�� ������� ��� 


������ C ��� D "� ����� �� ����
�� 
�� X 
�����, �
��  $ ��� ', ����
�����. &� $ ��� ' 

��� "� ����� ���� ����� �� X ��������+���� ��� ���  0. �� ����� ���� �%�� �� 
����� C ��� D 

��� ����� ����� 
�
���. 5�� ��	��
� 
�� ���
���
� ��� 
��������� 
������ X 
� ��� 

����
�� 
� ���� ��� ���� 
����� $ ��� ', ���� ��� ����� �������. $�’ ���� ��������� �� 

������� 
��� ����
������ ���
���
�� ��� �� 0, ���. � 
������������ ���. 

 

��!%�+� 3.  � 	
����� ������ 	
�����
� 	
����
 ����� 	
������ 	
����. 

 

  �.'"��/�: /
�� 
�� 
����	� ��������
� f ��� 
�
������ 
������ X 
�� 
����� 0. 

�� ������
� ��� �� 0 ����� 
�
�����. /
�� 2 ��� ������ ���
����� ��� 0. 1�� ��"� 
�
��� 

y ��� 2, "�����
� ��� 
�
��� x, ��� ��	��� 
��� ����
���%� ������ ��� 
�
���� y ��� 


�
����+��
� �� 
����� ���� ����� ��� 
�
���� 
� ). ���� ��� 
�
��� ��� 
������ ) 

��� "� ��������+����� 
�� ���� 
�
��� ��� 
������ 2, ��� �� 
����� ) ����� ������. $%�� 

�� X ����� 
�
����� ������� ��� 
�
��� x 0  ��� ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� ). /
�� y 0  

= f(x 0 ). &��� �� y 0  ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� 2. ����
���, �%�� � ��������
� f  ����� 


����	� 
�� x 0  ��� ������	���� � > 0 ������� ��� � >0 ������ �
�� �(f(x),f(x 0 )) < �  ���� 

�(x,x 0 ) < �. $%�� �� x 0  ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� ) ������� ��� ������ ��	"�� 


�
���� x ��� ��	���� 
�� ) ��� ������� ��� �� x 0  �������� ��� �. &��� �� ������� ���� 

��	���� 
�� 2 ��� ������� ��� �� y 0  �������� ��� �. 5�� 
����� ������ �� ���� ��� 

������	���� � > 0 ��� 
�
���, ���%������� ��� �� y 0 , ��� ��	��� 
�� 2 ��� ������ ��� �� 

y 0  �������� ��� �. $��� 
�
����� �
�� ��� �� y 0  ����� 
�
��� 
�

����
�� ��� 2. /�
� 

������������� � 
�
������  ��� 0. 

 

  �'%��+�. (�	� ���� 	
����
� ��������	�� ���� 	
�����
� 	
����
 / 	� ��� 	
���� 

. � ������ ���� ����	��
 (�� ���� /) 	
����
 ����� ����	�� (�� ���� .) 	
����. 

$� $ ����� ����
�� ���
����� ��� 
�
������ X ��� ' � ������ ��� $, ���� �� $ ����� 


�
����� ��� �� �) ��� ����	
���� 1, � 4.  -��
���� �� ', 
� ��
� �� 
���� ����� 

���������
��� ����	
��� ����� 
�
�����. $�� ��� �
����

� �) ��� ����	
���� 1, � 4 �� 

' ����� ���
�� ����
�� 
�� 0.  
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  ��!%�+� 4. � 	
����� ������ ���� ������ 	
�������
 	
�����
� 	
����
 ����� 

������ 	
������� 	
������. 

 

  �.'"��/�: /
�� 7 ������ 
�������� ��� 
�
����� 
����� ��� 0 � 
����	� ������ 

��� 7.  �
%��� 
� �� �����
� 3 �� 0 ����� 
�
�����. �� ������
� ��� �� 0 ����� ������ 


��������. /
�� ��� y ������ 
�
��� ��� Y ��� , ��� ������ ������� 
�����, ��� �������� 

�� 
�
��� y. )� ��
�� �� �����
� 1, � ����
���%� ������ G ��� �������� (
�� 0) 
������ 

, ����� ��� 
����� ������� 
�� 7. &� 
����� G �������� ���  ����
���%� ������ F ��� 


�
���� y+. E����	 �� 
����� 7 ����� ������ 
��������, ��� ��"� 
�
��� x ��� F 
����� 

������ �� ���� ��� 
�������� ��� ������� 
����� U(x) ���
����� ��� G, �� ����� �� 

�������� �� x.  �
����+��
� 
� S ��� ���
� ���� ��� 
������ U(x) ��� 
� T ��� ������ ��� 


������ S. $��
� 
�
����+��
� 
� $ �� ����
�� 
�����, ��� ����� 
�
�����
����� ��� S, 

��� 
� ' 
�
����+��
� ��� ������ ��� $. -����	 �� 7 ����� 
�
����� ��� �� $ ����
��, "� 

�����  ���
�� ����
�� ��� �� ' (
�
%��� 
� �� 
�
����

� ��� �� �������
��� �����
�). 

$�� ��� ��������� ��� �� 
����� 

V = Y - B 

����� ������� 
�� 0. 

�� ���������
� ���� ���  

y�  V 
  T 
  H 

-����	 F ����� � ����
���%� ������ ��� 
�
���� y ��� 

F 
  S = X -A , 

������ 
�
��� ��� $ ��� ���� �� 
�
��� y �� ������.  5�� y �  Y- B= V. 

-����	 ' ����� � ������ ��� $ ��� V �� 
�
��	��
� ��� ', ��� ������� 
�
��� ��� 
������ 

V ��� �� ����� ������ ������� 
�
���� ��� $. $��� �� 
����� S ����� �� 
�
��	��
� ��� 

$. 5�� ��"� 
�
��� ��� V ����� ������ ���� ���

���� 
�
���� ��� S.  ������ �� 
����� V 

���������� 
�
� 
�� 
����� &: 

V
  T 

-����	 S
G �
���� ������  

T 
  H 

/���
� ������ ������ ��� �
���� 

y�  V 
  T 
  H. 

                                                 
+ 3����	 �� 
����� ���� ��� 
�
���� x�X, ��� ������ ������ ����� �� y. 
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�� ������
� ���� ��� �� & ����� 
��������. &� 
����� & 
����� �� "����"�� �� 

���
� 
������, �� ��"��� ��� �� ����� ����� ������ ���� �������� 
��������� 
������ 

U(x), ���� �� x ��������� ��� �� 
�
��� ��� F, ��� ������ ������ ����� �� y. 5�� ��� �� 


�����, � ���
� ��� ������ ����� �� 
����� &, ����� 
�������� ���  ����� �� y �� ����� 


�
���. $�� ���� ��������� ��� �� 
����� & ����� ���
�� 
��������. 

  �
����+��
� 
� C y �� 
���
�� 
�������� 
�����, ��� �������� �� 
�
��� y ��� 

���������� 
�� ������� 
����� ,. &� 
����� C y  ����� �� 
���
�� 
�������� 
����� 
�� 

����� ��	��� �� y ��� ���������� 
�� 
����� ,++.  , ���� "
���
��" 
�
����� ���, ��� 

������ 
�����, ��� �������� ��	
�� �� C y  ��� ����� ���
����� ��� ,, ��� 
����� �� ����� 


��������. �� ������
� ��� �� C y  ����� ������� 
�����. ����
���, ����
� ��� �� y ��	��� 


�� ������� 
����� V, ��� ���������� 
�� &.  -����	 �� & ����� 
��������, �
���� 

T
  C y  

5�� 

y�  V
  C y  

E
�� z ������ 
�
��� ��� 
������ C y . #��� ��� �������
���� ��� �� y, 
�����
� 

�� ����
� ��� �� 
�
��� z  ��� 
�������� 
����� T z  ��� ��� ������� 
����� W, �
�� �� 

�
���� 

z�W 
  T z 
  , 

 �
����+��
� 
� C z  �� 
���
�� 
�������� 
�����, ��� �������� �� z ��� ����� 

���
����� ��� ,. &��� �����  

z�W
T z  
  C z  
  H. 

&� 
����� C z  ��� C y  
�
�������. ����
���, �� ��� ��������
� �� C z     

�������� 
�
��� ��� ��� ��	���� 
�� C y  ���� �� 
�����  

C y �  C z  

"� 	��� 
�������� ���
����� ��� ,, 
�� ����� ��	��� �� 
�
��� y ��� "� 	��� 
��������� 

��� �� C y . $��� ���� ���
����� 
� ����%�
� 
� �� �,�� �� C y   ����� �� 
��������� 


�������� 
����� ��� �������� �� 
�
��� y ��� ���
����� 
�� ,. 5�� ����
�  

C y  = C z  

��� 
������  
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W
C y  

 

E����	 �� z 	��� ������ 
�
��� ��� 
������ C y , ��������� ��’ ���, ��� ��"� 
�
��� 

��� 
������ C y   ���
����� 
� ��� ������� 
����� �� ����� 
� ��� 
���� ��� ����� 

���
����� ���  C y . E�
� 
����� ������ �� ����
�	
�� �� 
����� C y  �� ���
� ������� 

�������� 
������. 5�� �� C y  ����� ������� 
�����. /�
� ������, ��� ��"� ������ 
�
��� y 

��� 
������ Y ��� ������	���� ������� 
����� ,, ��� �������� �� y ��	��
� ��’ ��� 

������� 
�������� 
����� C y  �
�� �� �
����,  

y�C y 
  H, 

$��� ����������� ��� �����	 
������������ ��� 0. 

 

-���
� 	��, ��� ��� ��"����

� �
	
� ����� ��� ������ 
�������� 
�����, ��� �� 


����� ��� ����������� ��� �� 
�
��� ��� ���%��	� ����
��
�� ��� 
������
��         

sin(
x

�2
),     0 < x �  1 

��� �� 
�
��� ��� 
�������	� ���

	� 

x = 0,   -1 �  y �  1, 

��� ����� ������ 
��������. 5�� �� 
����� ���� 
� ��
� �� �����
� 4, ���� ����
� 	�� 

�������	
�� 
�� !�%. 1,  ��� ����� 
����	� ������ ��� ��"����

�� �
	
����. 

 

  ��!%�+� 5.  ,��� 	
����� ��� ��������	������ ��������	� ���� 	
�����
� 

	
����
, ���� 	
���� ��� ����	����� ��������	�, ������ ����� ����������	��� (���������� 

��������	�). 

 

�.'"��/�: /
�� f 
�� ����
���8�
� ��� 
� 
����	� ��������
� ���� 
�
������ 7 

��� ��� 
������ 0.  �
%��� 
� �� �����
� 3 �� 
����� 0 ����� 
�
�����. ������ �� 

����"��, ��� � ��������
� f 1	  ��� 
�
������ 
������ 0 ��� ���  
�
������ 
������ 7,  

����� 
����	�, �����	 ��� � ����
���%� ������ ��"� ����
��� 
������ F 
�� 7 
� ��� 

��������
� f 1	  ����� ����
�� 
����� 
�� 0. #
�� � ����
���%� ������ ��� 
������ F, 
�
� 

                                                                                                                                                         
++ &� C y  ������� 	
��	��	� ��� 
�
���� y 
�� 
����� , ( .)). 
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��� ��������
�� f 1	  ����� �
� 
� ��� ������ ��� 
������ F 
�
� ��� f. $��	 ����� ����
�� 

���
����� ��� 0 
� ��
� �� ����

� ��� ����	
���� 3.  

 

-���
� ��� ������ ��� ��� ��������� ��� 
������ ��� ���%���
� ����� ����������� 

��� ��� 
������� ��������
���. &������ ����� �.�. � 
������������, � 
�
������, � �����	 


������������ 
�
����� �����, ���� 
��+��� ����. $���� �� ��������� ������������ ���
�� 

��� ���� �
���
��%�

���.  $��� �� ����������� ��������
��� ��������� ��� ����� 

��������� (�� ������ ��� ������������ �� ����� ��� ��� 
������� ��������
���). &������ ����� 

�.�. � �����	 
������������ ���� �������	���� (��� 
��� 
�
������) 
������, � �������� 

���� 
������ �� ����� "
����� ���� �������� 
������", � �������� ���� 
������, �� ����� 

����
�� (�������) 
� ��� 
����� ��� �� �������� �.�.   

&� �������� 
�
������ �� ��	�: $� ��� 
����� $ ���� ������ ��� ��� ���%��"��
�� 

��������� �� ���� ��� 
����� 7 ��� �� �������� (�� $), ��� �� 7 ��������
��� 
�
� 
��� 

���������	� 
������
�� 
� ��� 
����� 0, ���� � ������ ' ��� $ ���� ��� ����
������ ����� 

��������� �� ���� �� 
����� 0. $� ��� ��������
� �� $ ����� ����
��  
�� 7, ���� ��� �� ' 

"� ����� ���
�� ����
�� 
�� 0. $� �� $ ������� 
�� 7, ���� �� ' "� ����� ���
�� ������� 
�� 

0. 

, 
����� ��� �����	��� ��� 
������, �� ������ ������������ ��� ��� ����������� 

��������
���, �������� �� ��": ���� �������
��� ��� ����������. 
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§ 2. 6. �?�5�%�"+��87��,7"297
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��0
	������
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�2���~

4���
��C �
������
��	�������,
��������"�%��,
������#�&)�����!%��

(1)                                       ..........321 ����� nCCCC

"���W ���� �����
!� �$��%�� 
�� �#�
�� #�������� 
��C �� 
!
�� �
��� �"�%��,
�� �5�� �#���$��� ���

*��$����������#�&����$��%��C n 
���#�
�����#������
����
���$��%��W.

h��1������
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���!1���
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�
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���
������
	������0
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����� ����
	��
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§. 2.2 �
���� ���
���� ��
	�����
U ���
V ��
���!�
����� ���
��
3
���
e�
���!	��� �
���
���


� ���
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�
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���!�
����� ����
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	��
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f2���
���
��
C �!���
	��������#

���4��!B����
��
W �
�
��/	

�/�
U ���
V#
f��/
�/�

A�U, B�V, C= A�B, W= U�V

� ����
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(2)          U1, U2, …, U

�/�
���!/�


��������0
�!���
��������

���
�
���
�����/�
�	��
a
n

�U1 �, b U

(3)       U

n

i 
U 1�i 
 Ø, Ui 
Uk ���

= Ø ki � >1

���������
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