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Πρώτη ΄Ασκηση - Λύσεις

΄Ασκηση 1. Περιγράψτε προσεκτικά τον αλγόριθµο και την ανάλυση του πιθα-

νοτικού αλγορίθµου για το MAX3SAT, καθώς και τη εφαρµογή της µεθόδου

derandomization with conditional probabilities για το συγκεκριµένο πρόβλη-

µα.

Λύση. Υπάρχει στις σηµειώσεις.

΄Ασκηση 2. ∆ώστε µια απόδειξη της πρότασης : Αν d(v) δηλώνει το ϐαθµό ε-

νός κόµβου v, τότε το µέγιστο ανεξάρτητο σύνολο ενός γράφου έχει µέγεθος

τουλάχιστον
∑

v∈V 1/(1 + d(v)).

Λύση. Υπάρχει στις σηµειώσεις.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω Y µια τυχαία µεταβλητή µε τιµές στους ϕυσικούς αριθµούς

{0, 1, 2, . . .}. ∆είξτε ότι

E[Y ]2/E[Y 2] ≤ P [Y ≥ 1] ≤ E[Y ].

Λύση. Η δεξιά ανισότητα προκύπτει άµεσα από την ανισότητα Markov:

P [Y ≥ 1] ≤ E[Y ]/1.

Για την αριστερή ανισότητα, ας ϑεωρήσουµε την τυχαία µεταβλητή X που έχει

ανάλογες πιθανότητες µε την Y , µε τη µοναδική εξαίρεση πως P [X = 0] = 0.

∆ηλαδή,

P [X = i] =

{

0 αν i = 0

P [Y = i]/(1 − P [Y = 0]) αν i > 0

΄Εχουµε

E[X2] =
∑

i=1

i2·P [X = i] =
∑

i=1

i2·P [Y = i]/(1−P [Y = 0]) = E[Y 2]/(1−P [Y = 0])

και

E[X]2 = (
∑

i=1

i·P [X = i])2 = (
∑

i=1

i·P [Y = i]/(1−P [Y = 0]))2 = E[Y ]2/(1−P [Y = 0])2.

Για τη µεταβλητή X (όπως και για κάθε τυχαία µεταβλητή : απόδειξη 0 ≤ E[(X−
E[X])2)] = E[X2] − E[X]2) έχουµε:

E[X2] ≥ E[X]2,
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που είναι ισοδύναµη µε

(1 − P [Y = 0])E[Y 2] ≥ E[Y ]2 =⇒ E[Y ]2/E[Y 2] ≤ P [Y ≥ 1].

΄Ενα λάθος που υπήρχε σε πολλές απαντήσεις ήταν η χρήση της second

moment method ανισότητας. Αλλά, η αριστερή ανισότητα δεν προκύπτει µόνο

από την ανισότητα της second moment method· είναι πιο ισχυρή.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω ένας τυχαίος γράφος του Gn,p µε p = c/n, όπου c κάποια

σταθερά. ΄Εστω X η τυχαία µεταβλητή που εκφράζει τον αριθµό των τριγώνων

(3-κλικών) σε ένα τέτοιο γράφο.

• Με τη ϐοήθεια της ανισότητας Markov δείξτε ότι P [X >= 1] ≤ c3/6.

• Με την second moment method δείξτε1 ότι Pr[X = 0] ≤ (6 + 9c)/c3.

Λύση. Η πρώτη ερώτηση είναι εύκολη. ΄Εχουµε E[X] =
(

n
3

)

p3 ≤ c3/6. Με

χρήση της ανισότητας Markov, P [X ≥ 1] ≤ E[X] = c3/6.

Για τη δεύτερη ερώτηση ϑα χρησιµοποιήσουµε τη second moment method.

Θα υπολογίσουµε πρώτα το Var[X].
΄Εστω C1, . . . , C(n

3
) όλες οι τριάδες των κόµβων, και έστω Xk η τυχαία µετα-

ϐλητή που εκφράζει αν η τριάδα Ck είναι κλίκα. Προφανώς X =
∑

k Xk.

΄Εχουµε

Var[X] = Var[
∑

k

Xk] =
∑

k

Var[Xk] +
∑

k,l

Covar[Xk,Xl],

Var[Xk] = E[X2
k ] − E[X]2 = p3 − p6

Αν οι τριάδες Ck και Cl µοιράζονται το πολύ ένα κόµβο, τότε Covar[Xk,Xl] = 0.

Αν µοιράζονται δύο κόµβους τότε

Covar[Xk,Xl] = E[XkXl] − E[Xk]E[Xl] = p5 − p6

Αν τα ϐάλουµε όλα µαζί, έχουµε

Var[X] =

(

n

3

)

(p3 − p6) +

(

n

4

)(

4

2

)

(p5 − p6) ≤

(

n

3

)

p3 + 6

(

n

4

)

p5

και

Pr[X = 0] ≤
Var[X]

E[X]2

=

(

n
3

)

p3 + 6
(

n
4

)

p5

(

n
3

)2
p6

=
6(n − 1)(n − 2)

n2c3
+

9(n − 3)

(n − 1)(n − 2)c

≤
6

c3
+

9

nc

Η τελευταία έκφραση δεν ξεπερνά το 6+9c
c3

για κάθε c/n ≤ 1.

1
Η αρχική εκφώνηση είχε κάπως διαφορετική έκφραση.
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