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Περίληψη
Η παρούσα εργασία επιχειρεί μια σύντομη εισαγωγή στα στοιχειώδη
μεταμαθηματικά τηςθεωρίας τύπων, και τωνκατασκευαστικώνμαθη-
ματικών εν γένει, με τη σκιαγράφηση απόδειξης του θεμελιώδους θε-
ωρήματος κανονικοποίησης των όρων του συστήματος T του Gödel.

Με αυτή την αφορμή, εξηγούμε τις πολύ βασικές ιδέες πίσω από
την τυποποίηση (formalisation) της θεωρίας τύπων, αναφέρουμε ιστο-
ρικά και βιβλιογραφικά στοιχεία για αντίστοιχες προσπάθειες (όπως
τοπερίφημοHauptsatz τουGentzen) και αναδεικνύουμε τηστενήσύν-
δεση των θεωρητικών αυτών αποτελεσμάτων με την εφαρμοσμένη
πληροφορική.

Τοκείμενοδιαμορφώθηκεμε τρόποπουναεξυπηρετεί ταυτόχρονα
την προφορική παρουσίαση και τη γρήγορη ατομική μελέτη.
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1 Πρόλογος

Τόσο ιστορικά όσο και διδακτικά, οι μεταμαθηματικές αναζητήσεις
εκκινούν από ερωτήματα σχετικά με την αυστηρή λογική θεμελίωση
των μαθηματικών θεωριών. Στα κλασικά μαθηματικά, αυτά τα ερω-
τήματα στέφονται γύρω από μία πλατωνική έννοια: την αλήθεια.

Η μαθηματική αλήθεια στους περισσότερους φαντάζει σαν μια ιδέα
απλή, απτή και διαισθητικάαντιληπτή· σήμεραόμως γνωρίζουμεότι η
εντύπωση αυτή είναι μόνο φαινομενική. Κάθε μία από τις «εύπεπτες»
θεωρίες της αλήθειας που έχει προταθεί για τα μαθηματικά έχει κα-
ταρρεύσει κάτω από το βάρος των ίδιων των ισχυρισμών της (αναμε-
νόμενο ίσως για μια έννοια που, στη γενικότητά της, ταλαιπωρεί τους
φιλοσόφους από την αρχαιότητα). Ώστε μοιραία καλούμαστε να απα-
ντήσουμε στο εξής δίλημμα: είτε θα αποδεχθούμε την κλασική μαθη-
ματική παράδοση, με όλα της τα ελαττώματα, προσπαθώντας διαρ-
κώς να τη βελτιώνουμε, συνειδητοποιώντας παράλληλα τα όριά της,
είτε θα την απορρίψουμε και θα επιλέξουμε να θεμελιώσουμε τα μα-
θηματικά σε κάποια καινούρια, πιο «υλική» ιδέα.

Leopold Kronecker (1823–1891)
«Τους ακεραίους τούς έκανε ο Θεούλης·

όλα τ’ άλλα είναι έργο του ανθρώπου.»

Στην τελευταία αυτή κατεύθυνση κινείται η παράδοση του μαθηματι-
κού κατασκευατισμού (constructivism). Ο κατασκευατισμός επιχειρεί
να εξαλείψει την έννοια τηςαφηρημένηςαλήθειαςαπό ταμαθηματικά
και στη θέση της να βάλει εκείνη της (μαθηματικής) κατασκευής.
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Δενείναι όμωςσωστόναθεωρούμε τονκατασκευατισμόωςέναενιαίο

Luitzen Egbertus Jan
Brouwer (1881–1966)

κίνημα εντός της φιλοσοφίας των μαθηματικών. Πρόκειται για έναν
γενικόόροτόσοπαλιόόσο - τουλάχιστον - ηπερατοκρατία τουLeopold
Kronecker (από ταπιοσκληροπυρηνικάκατασκευαστικάρεύματα) και
τόσο ευρύ ώστε να ταιριάζει και στον ιντουισιονισμό του L. E. J.
Brouwer και στο φορμαλισμό του David Hilbert. Ειδικά ο τελευταίος,
μολονότι φανατικός πολέμιος του κατασκευατισμού στα μαθηματικά,
υποστήριζε με πάθος τη χρήση κατασκευαστικών μεθόδων στη μετα-
μαθηματική έρευνα. Η ιδέα αυτή μάς ακολουθά (με διάφορες παραλ-
λαγές) μέχρι και σήμερα.

Για το σύγχρονο «εργαζόμενο μαθηματικό» το αίτημα της κατασκευής
ενός ορισμένου αντικειμένου τείνει να αντικατασταθεί από το αίτημα
της ανάπτυξης αλγορίθμου που λύνει ένα ορισμένο πρόβλημα. Έτσι
παρατηρείται μια ώσμωση μεταξύ των κατασκευαστικών μαθηματι-
κών και της θεωρητικής, ή ακόμα και εφαρμοσμένης, πληροφορικής.
Χαρακτηριστική περίπτωση αποτελεί η ιντουισιονιστική θεωρία τύ-
πων, γνωστή και ως θεωρία τύπων του Martin-Löf.

Παρακάτω θα παρουσιάσουμε το σύστημα T του Gödel. Το σύστημα
αυτόχρησιμεύει για τημελέτη τηςστοιχειώδουςαριθμητικήςστηβάση
αρχών κοινά αποδεκτών από όλους σχεδόν τους κατασκευαστές μα-
θηματικούς. Κατά συνέπεια, το σύστημα T αποτελεί θραύσμα (frag-
ment) οποιασδήποτε τυποποίησης της θεωρίας τύπων Martin-Löf.

Per Martin-Löf
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2 Μεταμαθηματικά συστήματα
για τις θεωρίες τύπων

Τι φορμαλισμό να επιλέξουμε;
Το πρώτο πρόβλημα που έχουμε να αντιμετωπίσουμε είναι η επιλογή
του κατάλληλου τυπικού συστήματος για τη μελέτη της κατασκευα-
στικής αριθμητικής.

Ας σκεφτούμε λοιπόν όπως σ’ ένα αστυνομικό μυθιστόρημα!

Το πρώτο στοιχείο που έχουμε είναι η προαναφερθείσα σύνδεση με-
Η θεωρία υπολογισμού
θα μας δώσει τη λύση!

ταξύκατασκευατισμούκαι πληροφορικής. Τούτημάςπαραπέμπει στις
μεθόδους τηςθεωρίαςυπολογισμού.Ηθεωρίαυπολογισμού, βεβαίως,
μεταχειρίζεται διάφορασυστήματαπροκειμένουναμελετήσει την έν-
νοια του αλγορίθμου· τα δύο πιο γνωστά είναι

• οι μηχανές Turing καιύποπτος 1

ύποπτος 2 • ο λ-λογισμός.

Πιθανότερηεπιλογήφαίνεται ο λ-λογισμός, αλλάπρέπει ναεπαληθεύ-
σουμε την αρχική μας αυτή διαίσθηση.

Παρατηρούμε λοιπόν ότι κεντρική θέση στη θεωρία τύπων Martin-
Löf καταλαμβάνει η έννοια του μετασχηματισμού.
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Για τους σκοπούς μας, η γενική μορφή ενός μετασχηματισμού είναι:

(x1 : A1, x2 : A2, . . . , xn : An) t(x1, x2, . . . , xn) : A

“This transformation looks highly
suspicious my dear Watson.”

Ο συμβολισμός αυτός μοιάζει πολύ με εκείνον της λ-αφαίρεσης:

λxA1
1 λxA2

2 · · ·λxnAn. t[xA1
1 , xA2

2 , . . . , xAn
n ]

(όπουxA1
1 , xA2

2 , . . . , xAn
n οι μεταβλητέςπουεμφανίζονται ελεύθερεςστον

όρο t). Παρατηρεί βέβαια κανείς μία διαφορά: όλες οι μεταβλητές συ-
νοδεύονται από τον τύπο τους· αλλά ο λ-λογισμός δεν έχει τύπους...
Τι να κάνουμε;

Θαχρησιμοποιήσουμε τολ-λογισμόμε τύπους τουAlonzoChurch (1940)!

Όπως θα δούμε αμέσως, στο λ-λογισμό με τύπους κάθε μεταβλητή

έχει συγκεκριμένο τύπο, ενώ ο αρχικός μας μετασχηματισμός μπορεί

να γραφεί ως

t[xA1
1 , xA2

2 , . . . , xAn
n ] : A, ή απλώς t : A.

Για την αντίστοιχη συνάρτηση γράφουμε
Alonzo Church (1903–1995)

λxA1
1 λxA2

2 · · ·λxnAn. t[xA1
1 , xA2

2 , . . . , xAn
n ] : A1 → A2 → · · · → An.
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3 λ-λογισμός με τύπους
Στη γλωσσολογία, η γραμματική
διακρίνεται σε δύο μέρη:

– το τυπικό και

– το συντακτικό.

Στη μελέτη των τυπικών γλωσ-
σών οι δύο αυτοί κλάδοι συχνά
συγχέονται. Ωστόσο είναι χρή-
σιμο να θυμόμαστε ότι υπάρχουν
εκφράσεις, που ακολουθούν το
τυπικό, αλλά δεν είναι γραμμα-
τικά σωστές διότι παραβαίνουν
κάποιον συντακτικό κανόνα.

Παράδειγμα: το τυπικό πηλίκο

α

0
,

όπου α κάποιος αριθμός.

Το τυπικό της γραμματικής του λ-λογισμού με τύπους ταυτίζεται με
εκείνο του λ-λογισμού (χωρίς τύπους).

Έστω Var το (αριθμησίμως άπειρο) αλφάβητο των μεταβλητών.

Θαθεωρούμε εκφράσεις που σχηματίζονται από τα στοιχεία τουVar,
το σύμβολο λ, καθώς και τα σημεία στίξης ), ( και .

Ορισμός 1. Όρος είναι ακριβώς κάθε έκφραση της μορφής

• x, όπου x ∈ Var, ή

• (MN), όπουM καιN όροι, ή

• λx.M , όπουM όρος και x ∈ Var.

Οι μεταβλητές που εμφανίζονται σε έναν όροM διακρίνονται σε

• ελεύθερες και

• δεσμευμένες (από κάποια λ-αφαίρεση),

κατά τη συνήθη ορολογία που μας είναι γνωστή από τη Λογική.
FV(M) = το σύνολο των ελεύθερων μεταβλητών τουM .
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Θα παραλείπουμε τις παρενθέσεις όπου αυτό δεν προκαλεί σύγχυση.
Ειδικότερα, όταν γράφουμε (π.χ.) λx.xx, θα εννοούμε λx.(xx)
[η εμβέλεια της λ-αφαίρεσης επεκτείνεται όσο το δυνατό δεξιότερα]

Συμβάσεις (παρόμοιες με τις αντίστοιχες της Λογικής)Οι διπλανές συμβάσεις μάς
γλιτώνουν από τεχνικότητες
όπως η «α-μετονομασία» (ή
«α-μετατροπή») που χρησιμο-
ποιούσε ο Church.

– Θεωρούμε ότι δύο όροι είναι ίσοι αν είναι ίσοι με προσέγγιση μετο-
νομασίας των δεσμευμένων μεταβλητών τους, π.χ. λx.zx = λy.zy.

– Θεωρούμε πως, όταν ένας όρος M ′ προκύπτει από την αντικατά-
στασηM [x⇒N ], είναι FV(N) ⊆ FV(M ′)· π.χ. (λy.x)[x⇒y] = λz.y.

Στο λ-λογισμό (και σ’ όλες τις παραλλαγές του) κεντρική θέση κατέχει
η σχέση−→ της συστολής. Έστω Λ το σύνολο των όρων.

Ορισμός 2. Η μικρότερη διμελής σχέση−→ στο Λ τέτοια ώστε
– να είναι συμβατή με το σχηματισμό των όρων και
– να ισχύει (λx.P )Q −→ P [x⇒Q] (ουσιώδης συστολή)
καλείται σχέση συστολής. Ειδικότερα, ο όρος (λx.P )Q λέγεται redex
και ο ο P [x⇒Q] είναι το contractum του.

Γράφουμε↠ για τον ανακλαστικό και μεταβατικό εγκλεισμό της−→
Η σχέση↠ λέγεται αναγωγή. και≡ είναι η μικρότερη σχέση ισοδυναμίας που περικλείει την−→.
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Προηγουμένως απαιτήσαμε η σχέση −→ να είναι «συμβατή με το
σχηματισμό των όρων»· αυτό σημαίνει ότι,

ανM −→ N , τότεΘυμηθείτε ότι ένας όρος
είναι της μορφής x ∈ Var ή

λx.M —>

ήMZ. —>

• λx.M −→ λx.N ,

• MZ −→ NZ και ZM −→ ZN .

Διαισθητικά, η σχέση −→ αντιπροσωπεύει ένα βήμα υπολογισμού·
Η διαίσθηση πίσω από τον
ορισμό της συστολής (−→).

όταν γράφουμεM −→ N εννοούμεότι κάπουμέσαστονόροM υπάρ-
χει ένα redex (λx.P )Q το οποίο στον όρο N έχει αντικατασταθεί από
το contractum του P [x⇒Q].

ΌτανM = (λx.P )Q (redex) και N = P [x⇒Q] (contractum), τότε λέμε
ότι η συστολήM −→ N είναι ουσιώδης και γράφουμεM −→e N .

Η σχέση↠ της αναγωγής αντιπροσωπεύει πολλά, ένα ή κανένα βήμα
Η διαίσθηση πίσω από τον
ορισμό της αναγωγής (↠).

υπολογισμού· όταν γράφουμεM ↠ N εννοούμε ότι
M −→ Z1 −→ Z2 −→ · · · −→ N για κάποιους όρους Z1, Z2 κ.λπ.

Όταν M ↠ Z −→c Z ′ ↠ N , τότε λέμε ότι η αναγωγή M ↠ N είναι
ουσιώδης και γράφουμεM ↠e N .

Παρατηρείστε ότι η σχέση ≡ που ορίσαμε αυστηρά παραπάνω είναι
ουσιαστικά αυτό που στη θεωρία τύπων Martin-Löf λέγεται σχέσηΣχόλιο για τη σχέση≡.
συνωνυμίας. (Η σχέση≡ όμως δεν θα μας χρειαστεί για τη συνέχεια)
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Συστολές/αναγωγές που δεν είναι ουσιώδεις θα τις λέμε επουσιώδεις.

Ορισμός 3. ΈστωM όρος·

• R(M) = {N | M ↠ N} είναι το σύνολοΤο R βγαίνει από
τη λέξη reduct.

Το E (και το e) βγαίνει
από τη λέξη essentia.

των απλοποιήσεων τουM και

• E(M) = {N | M ↠e N} είναι το σύνολο
των ουσιωδών απλοποιήσεων τουM .

Δίνουμε τέλος τον ορισμό του κανονικού όρου.

Ορισμός 4. Ένας όρος N χαρακτηρίζεται κανονικός αν δεν συστέλ-
λεται σε κάποιον όροN ′, δηλαδή είναιN −̸→ N ′ για κάθε όροN ′.

Στόχος μας είναι να δείξουμε ότι όλοι οι συντακτικά σωστοί όροι
είναι κανονικοποιήσιμοι, ανάγονται δηλαδή σε κανονικό όρο· αυτός
ο όρος λέγεται και κανονική μορφή.Πριν προχωρήσετε, βεβαιωθείτε

ότι έχετε εμπεδώσει την έννοια
της ουσιώδους αναγωγής· είναι
πολύ ουσιώδης για τη συνέχεια!
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Είναι τώρα καιρός να ορίσουμε τους τύπους.Παρατηρήστε ότι οι τύποι προς
στιγμήν αντιμετωπίζονται ως
απλά σύμβολα.

Θεωρούμε λοιπόν ένα αλφάβητο Typ το οποίο περιέχει όλους τους
ατομικούς τύπους· για παράδειγμα, θα μπορούσε Nat ∈ Typ.

Ορισμός 5. Το μικρότερο σύνολο Types με την ιδιότητα

Διαισθητικά, το σύνολο Types
αποτελείται από όλες τις «συνε-
παγωγές» τ → τ ′ μεταξύ τύπων.

Στην πράξη, θεωρούμε ότι
το σύμβολο → είναι δεξιά προ-
σεταιριστικό.

• Typ ⊆ Types

• και (τ → τ ′) ∈ Types όποτε τ, τ ′ ∈ Types

είναι το σύνολο όλων των τύπων.

Συμφωνούμε τώρα σε κάθε τύπο τ ∈ Types να αντιστοιχούμε ένα
(άπειρο) σύνολο μεταβλητώνVar[τ ]. Η συλλογή όλων αυτών των συ-
νόλων αποτελεί διαμέριση του Var:

Var =
⊎

σ∈Types

Var[σ].

Αυτόπρακτικάσημαίνει ότι κάθεμεταβλητή έχει apriori κάποιον τύπο
(που είναι μοναδικός).

Οδηγούμαστε λοιπόν πολύ φυσιολογικά στον επόμενο ορισμό.
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Ορισμός 6. Ορίζουμε τη διμελή σχέση : στο σύνολο Types έτσι ώστεΣχέσεις όπως η : έχει καθιερωθεί
να τις λέμε κρίσεις (judgement).

εισαγωγή (Introduction) του λ –>

απαλοιφή (E limination) του λ –>

(var) x : τ αν x ∈ Var[τ ],

(λ-Ι) λx.M : τ → σ αν x : τ καιM : σ,

(λ-Ε) (MN) : σ ανM : τ → σ καιN : τ

και η : να είναι η μικρότερη σχέση που συμπεριφέρεται ως άνω.

Ο παραπάνω ορισμός λέμε ότι περιγράφει ένα σύστημα τύπων.

ΚάθεόροςM που έχει τύπο τ (δηλ.M : τ ) λέμεότι είναι έγκυρος (well-
typed ). Οι έγκυροι όροι είναι ακριβώς οι γραμματικά σωστοί όροι, δη-
λαδή το σύστημα τύπων ορίζει (εμμέσως) το συντακτικό της γραμμα-
τικής του λ-λογισμού με τύπους.

Ο Ορισμός 6 μάς υποδεικνύει έναν διαχωρισμό των έγκυρων όρων σε
— όρους ατομικούς: x
— όρους εισαγωγής: λx.M
— όρους απαλοιφής: (MN)

αυτές είναι οι τρεις συντακτικές κατηγορίες.
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Ας παρατηρήσουμε τώρα ότι σε έναν υπολογισμό

M −→ M1 −→ · · · −→ N

οιM καιN είναι της ίδιας συντακτικής κατηγορίας, εκτός κι αν κάποια
από τις συστολές είναι ουσιώδης. Μ’ άλλα λόγια, οι επουσιώδεις ανα-
γωγές δίνουν όρους της ίδιας συντακτικής κατηγορίας.

Επίσης, αν το M παραπάνω είναι όρος εισαγωγής ή ατομικός, τότε η
καμία από τις συστολές δεν είναι ουσιώδης. Δηλαδή, μόνο αναγωγές
όρων απαλοιφής μπορούν είναι ουσιώδεις.

Τα παραπάνω μάς δίνουν δύο πολύ χρήσιμα λήμματα.

Λήμμα 1. Οι επουσιώδεις απλοποιήσεις ενός όρουM είναι όροι της ίδιας
συντακτικής κατηγορίας.

Λήμμα 2. Μόνο οι όροι απαλοιφής έχουν ουσιώδεις απλοποιήσεις.

Πόρισμα. Για τους όρους εισαγωγής λx.M ισχύει
R(λx.M) = {λx.M ′ | M ′ ∈ R(M) } και E(λx.M) = ∅.

Όλες οι ιδέες που παρουσιάσαμε εδώ γενικεύονται για το σύστημα Τ
του Gödel. Συγκεκριμένα, ό,τι είπαμε για τις τρεις συντακτικές κατη-
γορίες, και ιδιαίτερα τα δύο λήμματα, συνεχίζει να ισχύει και εκεί.
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4 Το σύστημα Τ του Gödel
ΤοσύστημαΤ τουGödel επεκτείνει, ή εξειδικεύει ανθέλετε, το λ-λογισμό
με τύπους προκειμένου να μελετηθεί η στοιχειώδης αριθμητική.

Kurt Gödel (1906–1978)

Το σύστημα Τ είναι στην πραγματικότητα μια επέκταση της Πρωτογε-
νώςΑναδρομικήςΑριθμητικής (PRA).ΟKurt Gödel το όρισε σ’ έναάρ-
θρο του το 1958 στο περιοδικόDialectica· απώτερος σκοπός του ήταν
ναστηρίξει σε αυτό μια απόδειξη σχετικής συνέπειας της Αριθμητικής
Peano (PA). Το άρθρο αυτό έμεινε γνωστό στη διεθνή βιβλιογραφία
ως «the Dialectica interpretation».

Διευρύνουμελοιπόν τηγραμματική τουλ-λογισμούμε τύπους,ωςεξής.

Ορισμός 7. Μια έκφραση είναι όρος του συστήματος T ακριβώς αν
είναι όρος του λ-λογισμού ή έχει μια από τις ακόλουθες μορφές

• pair(M,N), πράξη ζεύγους

• pr1(M) και pr2(M), τελεστές 1ης και 2ης προβολής ζεύγους

• 0, πράξη (ή σταθερά) μηδέν

• s(M), πράξη επόμενου

• rec(M,N,Z), τελεστής πρωτογενούς επαγωγής

όπουM ,N , Z οποιοιδήποτε όροι του συστήματος T.
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Η σχέση −→ τώρα είναι η μικρότερη συμβατή με το σχηματισμό τωνΘυμηθείτε: σχέση συμβατή με το
σχηματισμό των όρων σημαίνει,
π.χ., ότι ανM −→ N , τότε

λx.M −→ λx.N ,

MZ −→ NZ και ZM −→ ZN ,

pair(M,Z) −→ pair(N,Z) και
pair(Z,M) −→ pair(Z,N),

κ.ο.κ.

Οι συμβολισμοί↠,−→e

και↠e ορίζονται όπως
και στο λ-λογισμό.

όρων σχέση έτσι ώστε να ισχύουν οι εξής ουσιώδεις συστολές:

• (λx.P )Q −→ P [x⇒Q]

• pri(pair(M1,M2)) −→ Mi

• rec(M,N,0) −→ M

• rec(M,N, s(Z)) −→ (NZ)rec(M,N,Z)

Εφόσον ασχολούμαστε εδώμε την αριθμητική, θα υπάρχει μόνο ένας
ατομικός τύπος, ο Nat. Επίσης, αφού στη γραμματική μας θέλουμε
πλέον να έχουμε και ζεύγη όρων (pair(M,N)), θα πρέπει να προσθέ-
σουμε και τον τύπο τ × σ του γινομένου τύπων.

Ορισμός 8. Οι τύποι του συστήματος Τ έχουν μία από τις ακόλουθες
μορφές:

• Nat,

• (τ → σ) και

• (τ × σ),

όπου τ και σ τύποι του συστήματος T.
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Το αντίστοιχο σύστημα τύπων ορίζεται πολύ φυσιολογικά. Ωστόσο
αξίζει λίγο να σταθούμε στη διαίσθηση, η οποία στην περίπτωσή μας
προέρχεται από τη σύγχρονη φιλοσοφία του κατασκευατισμού.

Διαισθητική ερμηνεία
των τύπων. —> Όταν θα γράφουμε 0 : Nat και θα διαβάζουμε «το μηδέν είναι αριθ-

μός», στην πραγματικότητα θα εννοούμε ότι Nat είναι το πρόβλημα
κατασκευής ενός αριθμού (οποιουδήποτε) και ότι υπάρχει ένας αλγό-
ριθμος 0 που το επιλύει. Το 0 είναι λοιπόν για μας όχι ο ίδιος ο αριθμός
0, αλλά ο αλγόριθμος κατασκευής του («γεννηθήτω μηδέν»).

Ανάλογα, για κάθε αλγόριθμο M που επιλύει το πρόβλημα της κατα-
σκευής ενός αριθμού, δηλαδή για κάθεM : Nat, υπάρχει αλγόριθμος
s(M) που χρησιμοποιεί τονM σαν υπορουτίνα και επιλύει κι αυτός το
πρόβλημα Nat· άρα s(M) : Nat. Ο s(M) βέβαια είναι ένας αλγόριθμος
κατασκευής του επομένου του αριθμού που κατασκευάζει οM .

Αντίστοιχες ερμηνείες (ίσωςλίγοπιοπολύπλοκες) μπορούνναδοθούν
και για τους υπόλοιπους όρους.

Ο αυστηρός ορισμός του συστήματος τύπων (άρα και των έγκυρων
[well-typed ] όρων) δίνεται στην επόμενη σελίδα.Θυμίζουμε ότι οι έγκυροι όροι

είναι ακριβώς οι γραμματικά
σωστοί όροι.
(γραμματική =
τυπικό + συντακτικό)
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Ορισμός 9. Για τις μεταβλητές ισχύει

(var) x:τ αν x ∈ Var[τ ].

Οι κανόνες εισαγωγής είναι:

(λ-Ι) λx.M :τ → σ αν x:τ και M :σ·

(pair-Ι) pair(M,N):τ × σ αν M :τ και N :σ·

(Nat-Ι) 0:Nat και s(M):Nat αν M :Nat.

Οι κανόνες απαλοιφής είναι:

(λ-Ε) (MN):σ αν M :τ → σ και N :τ ·

(pair-Ε) pri(M):τi αν M :τ1 × τ2·

(Nat-Ε) rec(M,N,Z):τ αν M :τ , N :Nat → τ → τ και Z:Nat.

M : τ N : Nat → τ → τ Z : Nat

rec(M,N,Z) : τ
(Nat-E)
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Ας επισημάνουμε ότι στο μάθημα της θεωρίας Matin-Löf, όπου δεν

γράφαμε σε κάποια τυπική γλώσσα και δεν είχαμε συμφωνήσει στον

τύπο που έχει κάθε μεταβλητή, έπρεπε όταν δίναμε έναν μετασχημα-

τισμό—πουουσιαστικά ήταν ένας όρος—νααναφέραμε και τους τύ-

πους τωνμεταβλητών, το λεγόμενο «περιβάλλον» (context) του όρου:

(x1 : τ1, x2 : τ2, . . . , xn : τn)M : τ.

Ωστόσο εμείς εδώ θεωρούμε ότιM = M [xτ11 , x
τ2
2 , . . . , x

τn
n ], δηλαδή

ότι η μεταβλητή xi = xτii ανήκει στο σύνολοVar[τi] (δείτε και σελ. 6).
Βέβαια, μπορούμε κι εδώ να χρησιμοποιούμε και τον πρώτο συμβο-
λισμό άτυπα αν δεν θέλουμε να γράφουμε τους τύπους σαν εκθέτες.

> Το ίδιο συμβαίνει και με τη λ-αφαίρεσηλxτ .P , την οποία στομάθημα
θα γράφαμε ως λ(x:τ )P .

Όσα είπαμε για τις τρεις συντακτικές κατηγορίες (όρους ατομικούς,
όρους εισαγωγής και όρους απαλοιφής) στο λ-λογισμό με τύπους,
και δη το Λήμμα 1 και το Λήμμα 2, συνεχίζουν να ισχύουν. Ανατρέξτε
στις αντίστοιχες σελίδες για να τα θυμηθείτε· είναι ιδιαίτερα
σημαντικά.
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5 Κανονικοποίηση για το σύστημα T

Οαντικειμενικός μας σκοπός είναι να δείξουμε ότι κάθε έγκυρος όροςΟ αποδεικτέος ισχυρισμός
(κανονικοποίηση) —> επιδέχεται κανονικοποίηση, ότι ανάγεται δηλαδή σε κανονικό όρο.

Θυμίζουμε ότι ένας όροςN χαρακτηρίζεται κανονικός αν δεν συστέλ-
λεται σε κάποιον όροN ′, δηλαδή είναιN −̸→ N ′ για κάθε όροN ′.

Ας ονομάσουμεP την ιδιότητα της κανονικοποίησης.

Ένας συνηθισμένος τρόπος για να αποδεικνύουμε τέτοιες προτάσειςΠώς να κάνουμε την απόδειξη;
είναι ηδομικήεπαγωγή·συγκεκριμένα, αφούμας ενδιαφέρουνοι έγκυ-
ροι όροι, θα δοκιμάζαμε να εφαρμόσουμε επαγωγή στο συντακτικό
του συστήματος Τ προκειμένου να αποδείξουμε ότι P(M) για κάθε
έγκυρο όροM :τ .

Η απόδειξη λοιπόν θα μπορούσε να αρχίζει με το γεγονός ότι P(x)Αρχή δομικής επαγωγής —>
για κάθε x ∈ Var. Στη συνέχεια, για κάθε κανόνα του Ορισμού 9, θα
έπρεπε να δείξουμε ότι, αν η ιδιότητα P ισχύει για τους όρους των
υποθέσεων, τότε ισχύει και για τον όρο του συμπεράσματος, π.χ.

ο κανόνας (pair-I) έχει ως εξής: M :τ N :σ
pair(M,N) : τ×σ

(pair-I),

άρα θα έπρεπε να υποθέσουμε ότι P(M) και P(N) προκειμένου να
καταλήξουμεστοP(pair(M,N)). Ομοίως και για τους άλλους κανόνες.
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Οι όροιM καιN στον παραπάνω κανόνα (pair-I) λέγονται άμεσοι υπο-

όροι του pair(M,N). Το γενικό σχήμα της συντακτικής επαγωγής είναι

{άμεσοι υποόροι τουM } ⊆ P
M ∈ P

.

Δυστυχώς, η μέθοδος αυτή δεν θα τελεσφορήσει. Ο λόγος είναι ότι η
επαγωγική υπόθεση («όλοι οι άμεσοι υποόροι έχουν την ιδιότηταP»)
δεν είναι αρκετά ισχυρή για να στηρίξει το συμπέρασμα.

Θαχρειαστούμελοιπόνμιαπιο ισχυρήμορφήεπαγωγής.Αυτήθαέχει

τη γενική μορφήΜια πιο ισχυρή αρχή επαγωγής

{άμεσοι υποόροι τουM } ⊆ P E(M) ⊆ P
M ∈ P

,

όπου E(M) = {N | M ↠e N} είναι το σύνολο των ουσιωδών απλο-
ποιήσεων τουM (Ορισμός 3).

Η παραπάνω αρχή επαγωγής μάς καλύπτει για την απόδειξη της ιδιό-
τητας κανονικοποίσης. Στην πραγματικότητα, το πιο δύσκολο είναι να
δείξουμε ότι η παραπάνω ισχυρότερη μορφή επαγωγής είναι λογικά
έγκυρη· αυτός είναι ο στόχος μας για το υπόλοιπο της ενότητας.
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Η εγκυρότητα της καινούριας, πιο ισχυρής, αρχής επαγωγής είναι συ-
νέπεια του ακόλουθου βασικού αποτελέσματος (Hauptsatz).

Θεώρημα. Αν M : τ , τότε M ∈ S(τ ).

Όπου παραπάνω με S(τ ) συμβολίζουμε το μικρότερο σύνολο όρωνΠαρατηρείστε ότι ο Ορισμός
10 έχει ακριβώς τη δομή του
Ορισμού 9.

που εξαρτάται από τον τύπο τ σύμφωνα με τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 10. Για τις μεταβλητές ισχύει

(var)′ x ∈ S(τ ) αν x ∈ Var[τ ].

Για τους κανόνες εισαγωγής είναι:

(λ-Ι)′ λx.M ∈ S(τ → σ) αν x ∈ S(τ ) και M ∈ S(σ)·
(pair-Ι)′ pair(M,N) ∈ S(τ × σ) αν M ∈ S(τ ) και N ∈ S(σ)·
(Nat-Ι)′ 0 ∈ S(Nat) και s(M) ∈ S(Nat) αν M ∈ S(Nat).

Για τους κανόνες απαλοιφής είναι:

(λ-Ε)′ (MN) ∈ S(σ) αν M ∈ S(τ → σ), N ∈ S(τ ) και E((MN)) ⊆ S(σ)·
(pair-Ε)′ pri(M) ∈ S(τi) αν M ∈ S(τ1 × τ2) και E(pri(M)) ⊆ S(τi)·
(Nat-Ε)′ rec(M,N,Z) ∈ S(τ ) αν M ∈ S(τ ), N ∈ S(Nat → τ → τ ),

Z ∈ S(Nat) και E(rec(M,N,Z)) ⊆ S(τ ).
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Από τον τρόπο που ορίστηκαν τα σύνολα S(τ ) (τ ∈ Types) παραπάνω
προκύπτει εύκολα το εξής.

Λήμμα 3. Για κάθε τ ∈ Types το σύνολο S(τ ) είναι κλειστό με τη σχέση
↠ της αναγωγής. Δηλαδή, ανM ↠ N καιM ∈ S(τ ), τότεN ∈ S(τ ).

5.1 Εισαγωγικές παρατηρήσεις

Θα προσέξατε ότι στον Ορισμό 10 μόνο για τους κανόνες απαλοιφής
εμφανίζονται συνθήκες της μορφής E(. . . ) ⊆ S(. . . )· αυτό οφείλεται
στο Λήμμα 2, σύμφωνα με το οποίο μόνο οι όροι απαλοιφής έχουν
ουσιώδεις απλοποιήσεις, άρα

E(M) = ∅ για κάθεM που είναι όρος εισαγωγής

και – φυσικά –
E(x) = ∅ για κάθε x ∈ Var.

Έτσι, π.χ., έχουμε
M ∈S(τ ) N ∈S(σ)
pair(M,N)∈S(τ×σ)

(pair-I)′,

αλλά
M ∈S(τ1×τ2) E(pri(M))⊆S(τi)

pri(M)∈S(τi)
(pair-Ε)′.
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Στο εξής θα μας είναι χρήσιμοι οι ακόλουθοι συμβολισμοί:
Συμβολισμοί.

• με I συμβολίζουμε το σύνολο των όρων εισαγωγής και

• αν M όρος, I(M) := I ∩ R(M) (τα στοιχεία του I(M) λέγονται
απλοποιήσεις εισαγωγής).

Υπενθύμιση:
Λήμμα 1. Οι επουσιώδεις απλο-
ποιήσεις ενός όρου M είναι όροι
της ίδιας συντακτικής κατηγορίας.

Αφού μόνο οι όροι απαλοιφής έχουν ουσιώδεις απλοποιήσεις, οι όροι
εισαγωγής θα έχουν μόνο επουσιώδεις απλοποιήσεις· από Λήμμα 1,

I(M) = R(M) για κάθε όρο εισαγωγήςM.

Π.χ. γιαM = λx.P , είναι I(λx.P ) = R(λx.P ) = {λx.P ′ | P ′ ∈ R(P ) }.

Το ίδιο βέβαια ισχύει και για τους ατομικούς όρους (τις μεταβλητές).
[Η περίπτωση των ατομικών όρων, δηλ. των μεταβλητών, είναι πάντα τετριμμένη.]

Όπως πλέον έχει γίνει φανερό, η συντακτική κατηγορία που παρου-
σιάζει μεγαλύτερο ενδιαφέρον είναι οι όροι απαλοιφής. Από Λήμμα 1,

οι απλοποιήσεις εισαγωγής ενός όρου απαλοιφής είναι ουσιώδεις,

δηλαδή:
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(1) I(MN) ⊆ E(MN)οι απλοποιήσεις εισαγωγής ενός
όρου απαλοιφής είναι ουσιώδεις

(2) I(pri(M)) ⊆ E(pri(M))

(3) I(rec(M,N,Z)) ⊆ E(rec(M,N,Z))

Επίσης, πρέπει να είναι φανερό ότι οι ουσιώδεις αναγωγές έχουν
μία από τις ακόλουθες μορφές.

Α. MN ↠ (λx.M ′)N ′ −→e M
′[x⇒N ′] ↠ Q

Β. pri(M) ↠ pri(pair(M1,M2)) −→e Mi ↠ Q

Γ0. rec(M,N,Z) ↠ rec(M ′, N ′,0) −→e M
′ ↠ Q

Γs . rec(M,N,Z) ↠ rec(M ′, N ′, s(Z ′)) −→e (N
′Z ′)rec(M ′, N ′, Z ′)↠ Q

Οπότε σχηματίζονται αντίστοιχα οι εξής εναλλακτικές αναγωγές.

Α′. MN ↠ (λx.M ′)N −→e M
′[x⇒N ] ↠ Q

Β′. pri(M) ↠ pri(pair(M1,M2)) −→e Mi ↠ QΙσχύει ότι « Β = Β′ » —>

Γ0′. rec(M,N,Z) ↠ rec(M,N,0) −→e M ↠ Q

Γs ′. rec(M,N,Z) ↠ rec(M,N, s(Z ′)) −→e (NZ ′)rec(M,N,Z ′)↠ Q
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Ας επικεντρωθούμε σε μία από τις παραπάνω ουσιώδεις αναγωγές:

Α. MN ↠ (λx.M ′)N ′ −→e M
′[x⇒N ′] ↠ Q,

η οποία μάς οδηγεί (γιατί;) στην

Α′. MN ↠ (λx.M ′)N −→e M
′[x⇒N ] ↠ Q.

Παρατηρείστε τώρα ότι από την τελευταία προκύπτει μια ιδιότητα
κάλυψης (Cover ):

CΑ. E(MN) =
∪

λx.M ′∈ I(M)

R(M ′[x⇒N ]).

Τέμνοντας με I (το σύνολο των όρων εισαγωγής) παίρνουμε

CIΑ. I(MN) =
∪

λx.M ′∈ I(M)

I(M ′[x⇒N ]).

Εργαζόμενοι με τον ίδιο τρόπο για όλες τις ουσιώδεις αναγωγές κατα-
λήγουμε στις ιδιότητες κάλυψης που φαίνονται συγκεντρωτικά στην
επόμενη σελίδα.
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CΑ. E(MN) =
∪

λxM ′ ∈ I(M)

R(M ′[x⇒N ])

CΒ. E(pri(M)) =
∪

pair(M1,M2)∈ I(M)

R(Mi)

CΓ. E(rec(M,N,Z)) =
∪

0∈ I(Z)

R(M) ∪
∪

s(Z ′)∈ I(Z)

R((NZ ′)rec(M,N,Z ′))

CIΑ. I(MN) =
∪

λxM ′ ∈ I(M)

I(M ′[x⇒N ])

CIΒ. I(pri(M)) =
∪

pair(M1,M2)∈ I(M)

I(Mi)

“Elementary!”
CIΓ. I(rec(M,N,Z)) =

∪
0∈ I(Z)

I(M) ∪
∪

s(Z ′)∈ I(Z)

I((NZ ′)rec(M,N,Z ′))
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5.2 Το βασικό μας αποτέλεσμα

Για την απόδειξη του Θεωρήματος (Hauptsatz) θα χρειαστεί να ορί-
σουμε μια συνάρτηση ερμηνείας J·K που σε κάθε τύπο τ θα αντιστοι-
χίζει ένα σύνολο όρων JτK, το οποίο θα λέμε και «νόημα του τ». Θα
δείξουμε στο τέλος ότι στο σύνολο JτK ανήκουν όλοι οι όροι τύπου τ .

Ορισμός 11. Θεωρούμε την κλάση F όλων των συναρτήσεων
f : Types → ℘(Λ) που ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες:

• M ∈ f (τ → σ) ανM ∈ S(τ → σ) και E(MN) ⊆ f (σ) για κάθεN ∈ f (τ ).

• M ∈ f (τ1 × τ2) ανM ∈ S(τ1 × τ2) και E(pri(M)) ⊆ f (τi) για κάθε i = 1, 2.

• Z ∈ f (Nat)ανZ ∈ S(Nat) και για κάθε τύπο τ είναιE(rec(M,N,Z)) ⊆ f (τ )
για όλα ταM ∈ f (τ ) και ταN ∈ f (Nat → τ → τ ).

Έτσι ορίζεται συνάρτηση J·K : Types → ℘(Λ) με τύποJτK = ∩
f∈F

f (τ ).

Η παραπάνω συνάρτηση λέμε ότι είναι η κατά σημείο ελάχιστη που
ικανοποιεί τις ανωτέρω ιδιότητες. [Προσέξτε ότι είναι και J·K ∈ F ]

Ως πρώτη παρατήρηση, κάθε στοιχείο του JτK ανήκει στο S(τ ).
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Λήμμα 4. Για κάθε τύπο τ είναι JτK ⊆ S(τ ).

Απόδειξη. Έστωότι JτK ⊈ S(τ ) γιακάποιον τύπο τ . ΤότευπάρχειM∈JτK
για το οποίοM /∈ S(τ ). Όμως η συνάρτηση g με τύπο

g(x) =

{JτK \ {M} αν x = τJxK διαφορετικά
(x ∈ Type)

ανήκει στην κλάση F του Ορισμού 11, όμως ισχύει
g(τ ) ⊂ JτK = ∩

f∈F f (τ ) [άτοπο]

ΤοΛήμμα 4 και το Λήμμα 5 ουσια-
στικά αντιστρέφουν τους αντί-
στοιχους κανόνες που πληροί το
F στον Ορισμό 11.

Με ένα παρόμοιο επιχείρημα προκύπτει και το εξής.

Λήμμα 5. Ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές.

• ΑνM ∈ Jτ1 → σK, τότε E(MN) ⊆ JσK για κάθεN ∈ JτK.
• ΑνM ∈ Jτ1 × τ2K, τότε E(pri(M)) ⊆ JτiK για κάθε i = 1, 2.

• Για κάθε τ ∈ Types , αν Z ∈ JNatK, τότε E(rec(M,N,Z)) ⊆ JτK, για
οποιαδήποτεM ∈ JτK καιN ∈ JNat → τ → τK.

Απόδειξη. Εις άτοπον απαγωγή, αξιοποιώντας τον Ορισμό 11.

Επίσης έχουμε και το ανάλογο του Λήμματος 3.

28



ΚΑΝΟΝΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΓΙΑ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΥΠΩΝ Ν. Α. ΤΣΑΚΑΛΩΦΑΣ

Λήμμα 6. Για κάθε τ ∈ Types το σύνολο JτK είναι κλειστό με τη σχέση
↠ της αναγωγής. Δηλαδή, ανM ↠ N καιM ∈ JτK, τότεN ∈ JτK.
Απόδειξη. Από το Λήμμα 4 και τον Ορισμό 11.

Το ακόλουθο λήμμα είναι σημαντικό και μας δίνει έναν εναλλακτικό
χαρακτηρισμό της συνάρτησης J·K.
Λήμμα 7. Για κάθε όροM : τ ισχύει η εξής ισοδυναμία:

M ∈ JτK αν-ν M ∈ S(τ ) και I(M) ⊆ JτK.
Απόδειξη. (⇒) Τοευθύείναι άμεσοαπόταδύοπροηγούμεναλήμματα.

(⇐) Για το αντίστροφο, ας εξετάσουμε την περίπτωση που τ = Nat.

Έστω λοιπόν Z ∈ S(Nat) με I(Z) ⊆ JNatK· τότε για κάθε τύπο τ και

κάθεM ∈ JτK καιN ∈ JNat → τ → τK ισχύει
από ιδιότητα κάλυψης CΓ

(γιατί;)

από Λήμμα 5

E(rec(M,N,Z))

=
∪

0∈ I(Z)

R(M) ∪
∪

s(Z ′)∈ I(Z)

R((NZ ′)rec(M,N,Z ′))

⊆
∪

0∈ JNatKE(rec(M,N,0)) ∪
∪

s(Z ′)∈ JNatK)R((NZ ′)rec(M,N,Z ′))

⊆ JτK,
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επομένως (Ορισμός 11) Z ∈ JNatK. Εργαζόμαστε όμοια και για τις
άλλες περιπτώσεις.

Το ακόλουθο μας εξασφαλίζει ότι οι ατομικοί όροι (η επαγωγική βάση
της ισχυρής επαγωγήςπουθέλουμε ναορίσουμε) ανήκουνστην ερμη-
νεία των αντίστοιχων τύπων τους, όπως αναμέναμε.

Λήμμα 8. Για κάθε τύπο τ είναι Var[τ ] ⊆ JτK.
Απόδειξη. Από τον ορισμό του S(τ ) και το προηγούμενο λήμμα.

Εφεξής θα μας απασχολήσει η πληρότητα της ερμηνείας J·K. Για κάθε
κανόνα του συστήματος τύπων θα δώσουμε αντίστοιχα ένα λήμμα.[σύνολο 6 ακόμα λήμματα]

Λήμμα 9 (λ-I). ΑνM [xτ⇒N ]∈JσK για κάθεN∈JτK, τότε λxτ .M∈Jτ → σK.
Απόδειξη. ΈστωM [xτ⇒N ] ∈ JσK για κάθε N ∈ JτK. Για N = x έχουμε
M ∈ JσK ⊆ S(σ), άρα λx.M ∈ S(τ → σ).

Ας θεωρήσουμε αυθαίρεταN ∈ JτK· τότε (από CA)

E((λx.M)N) =
∪

λx.M ′∈I(λx.M)

R(M ′[x⇒N ]) = R(M [x⇒N ]) ⊆ JσK,
συνεπώς (Ορισμός 11) είναι λxτ .M ∈ Jτ → σK.

30



ΚΑΝΟΝΙΚΟΠΟΙΗΣΗ ΓΙΑ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΥΠΩΝ Ν. Α. ΤΣΑΚΑΛΩΦΑΣ

Λήμμα 10 (λ-E). ΑνM ∈ Jτ → σK καιN ∈ JτK, τότεMN ∈ JσK.
Απόδειξη. Έστω M ∈ Jτ → σK και N ∈ JτK. Από το Λήμμα 4 έχουμε
M ∈ S(τ → σ) και από το Λήμμα 5 E(MN ′) ⊆ JσK για κάθε N ′ ∈ JτK.
Αφού N ∈ JτK, είναι N ∈ S(τ ) (Λήμμα 4) και επίσης E(MN) ⊆ JσK.
ΣυνεπώςMN ∈ S(σ), αλλά και I(MN) ⊆ JσK (από σχέση (1)). Από το
Λήμμα 7 προκύπτει το ζητούμενο.

Τα επόμενα δύο λήμματα επαναλαμβάνουν το αποτέλεσμα των δύο
προηγούμενων, αλλά για την πράξη pair αυτή τη φορά.

Λήμμα 11 (pair-Ι). ΑνM1∈Jτ1K καιM2∈Jτ2K, τότε pair(M1,M2)∈Jτ1×τ2K.
Απόδειξη. Όμοια με το Λήμμα 9 (λ-Ι).

Λήμμα 12 (pair-E). ΑνM ∈ Jτ1 × τ2K, τότε pri(M) ∈ JτiK.
Απόδειξη. Όμοια με το Λήμμα 10 (λ-Ε).

Λήμμα 13 (Nat-Ι). Ισχύει 0 ∈ JNatK και, ανZ ∈ JNatK, τότε s(Z) ∈ JNatK.
Απόδειξη. Για τοπρώτοέχουμε:0 ∈ S(Nat)και γιαοποιονδήποτε τύπο
τ είναι E(rec(M,N,0)) = R(M) ⊆ JτK για κάθε M ∈ JτK και
N ∈ JNat → τ → τK· επομένως εφαρμόζουμε τον Ορισμό 11.
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Για το δεύτερο, έστω Z ∈ JNatK· τότε s(Z) ∈ S(Nat) [Λήμμα 4]. Έπειτα,
για οποιονδήποτε τύπο τ είναι

I(rec(M,N,Z))

σχέση (3) ⊆ E(rec(M,N,Z))

Λήμμα 5 ⊆ JτK ⊆ S(τ )
Άρα, από Λήμμα 7, είναι rec(M,N,Z) ∈ JτK, επομένως— δυνάμει του
Λήμματος 9 (λ-Ι) — (NZ)rec(M,N,Z) ∈ JτK. Συνεπώς,

E(rec(M,N, s(Z))) = R((NZ)rec(M,N,Z)) ⊆ JτK.
Τέλος, από τον Ορισμό 11 παίρνουμε s(Z) ∈ JτK.
Λήμμα 14 (Nat-E). Για κάθε τύπο τ , ανZ ∈ JNatK, τότε rec(M,N,Z)∈JτK
για κάθεM ∈ JτK καιN ∈ JNat → τ → τK.
Απόδειξη. Αν Z ∈ JNatK, τότε για οποιαδήποτεM ∈ JτK και
N ∈ JNat → τ → τK:

I(rec(M,N,Z))

σχέση (3) ⊆ E(rec(M,N,Z))

Λήμμα 5 ⊆ JτK
Ορισμός 11 ⊆ S(τ )

Με εφαρμογή του Λήμματος 7 προκύπτει το ζητούμενο.
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Με βάση τώρα όλα τα προηγούμενα καταλήγουμε σε μια ισχυρή
εκδοχή της αποδεικτέας ιδιότητας.

Πρόταση. Έστω όρος M :σ με FV(M) ⊆ {x1, x2, . . . , xn}. Αν N1 ∈ Jτ1K,
N2 ∈ Jτ2K, . . . , Nk ∈ JτkK, τότεM [x1⇒N1, x2⇒N2, . . . , xk⇒Nk] ∈ JσK.
Απόδειξη. Μεεπαγωγήστοσυντακτικό τουM :σ αξιοποιώντας ταπροη-
γούμενα λήμματα (από το Λήμμα 8 κ.ε.).

Εφαρμόζοντας στον όροM :σ της Προτάσεως την τετριμμένη αντικα-
τάσταση παίρνουμεM = M [x1⇒x1, x2⇒x2, . . . , xk⇒xk] ∈ JσK.
Πόρισμα. Έστω όροςM :σ με FV(M) ⊆ {x1, x2, . . . , xn}· τότεM ∈ JσK.

Έτσι καταλήγουμε στο επιθυμητό αποτέλεσμα.

Θεώρημα. ΑνM :τ , τότεM ∈ S(τ ).

Απόδειξη. Από το προηγούμενο πόρισμα και το Λήμμα 7.
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6 Εφαρμογές

Το θεώρημα της κανονικοποίησης μπορεί τώρα να αποδειχθεί. Διαι-
σθητικά, μας λέει πως κάθε υπολογισμός στο σύστημα Τ τερματίζει.

Θεώρημα. Κάθε έγκυροςόροςM ανάγεται σε κανονικόόροM ′: M↠M ′.

Απόδειξη. Προφανώς το αποτέλεσμα ισχύει αν M = x ∈ Var. Για τις

υπόλοιπες περιπτώσεις, ακολουθούμε το επαγωγικό σχήμα

{άμεσοι υποόροι τουM } ⊆ P E(M) ⊆ P
M ∈ P

.

Ηεπαγωγήστην περίπτωσηπουM είναι όρος εισαγωγής είναι τετριμ-
μένη. Για τους όρους απαλοιφής, ας εξετάσουμε ενδεικτικά την περί-
πτωση πουM = NZ.

Υποθέσεις επαγωγής: οι όροιN καιZ ανάγονται σε κανονικούς όρους
N ′ και Z ′ αντίστοιχα· κάθε P ∈ E(NZ) ανάγεται σε κανονικό όρο P ′.

Αν ο όρος N ′Z ′ είναι κανονικός, τότε έχουμε το ζητούμενο. Διαφορε-
τικά, ο όρος M ′N ′ θα είναι redex · το contractum του Q θα προκύπτει
από την ουσιώδη συστολή N ′Z ′ −→e Q, άρα Q ∈ E(NZ), οπότε (από
υπόθεση της επαγωγής)Q ↠ Q′ για κάποιον κανονικό όροQ′.
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Έναάλλοσημαντικόαποτέλεσμαπουμπορεί νααποδειχθεί με τηχρήσηΣτη διεθνή βιβλιογραφία η ιδιό-
τητα της συμβολής ενίοτε ανα-
φέρεται και ως ιδιότητα Church-
Rosser. Με τα ίδια ονόματα βρί-
σκουμε επίσης και άλλα παρα-
πλήσια αποτελέσματα. Γενικά η
σχετική ορολογία δεν έχει ακόμα
αποκρυσταλλωθεί.

αυτής της νέας αρχής επαγωγής είναι η ιδιότητα της συμβολής (conflu-
ency) για το σύστημα T.

Ορισμός. Ένας όρος M συμβάλλει αν δύο οποιεσδήποτε αναγωγές
με αφετηρία τονM μπορούν να προεκταθούν έτσι ώστε να συναντη-
θούν· συγκεκριμένα, αν M ↠ N και M ↠ N ′, τότε υπάρχει όρος P
έτσι ώστεN ↠ P καιN ′ ↠ P .

Αναφέρουμε το θεώρημα της συμβολής χωρίς απόδειξη.

Θεώρημα. Κάθε έγκυρος όρος συμβάλλει.

Κατά συνέπεια παίρνουμε το εξής.

Πόρισμα. Κάθε έγκυρος όροςM ανάγεται σε μοναδικό κανονικό όροM ′.

Ο όροςM ′ λέμε ότι είναι η κανονική μορφή τουM .

Διαισθητικά, οι κανονικές μορφές μας επιτρέπουν να δώσουμε έναν
εναλλακτικό χαρακτηρισμό της σχέσης≡.

Πόρισμα. Έστω έγκυροι όροι M και N . Είναι M ≡ N αν-ν οι M και N
έχουν την ίδια κανονική μορφή.
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Αξιοσημείωτηείναι, τέλος, και ηακόλουθη ιδιότητα τωνκλειστώνόρων
τύπου Nat.

Ας αποδείξουμε πρώτα ένα χρήσιμο λήμμα. Θυμίζουμε ότι κλειστός
χαρακτηρίζεται ένας όρος ακριβώςόταν δεν έχει ελεύθερες μεταβλη-
τές.

Λήμμα. Κάθε κλειστός κανονικός όρος είναι όρος εισαγωγής.

Απόδειξη. Με δομική επαγωγή.

Για παράδειγμα, αν ένας όροςMN είναι κλειστός και κανονικός, τότε
(από την υπόθεση της επαγωγής) οM είναι όρος εισαγωγής, άραM =

λx.M ′. Έτσι,MN = (λx.M ′)N (redex), που μας οδηγεί εις άτοπον έχο-
ντας υποθέσει ότι ο ότοςMN είναι κανονικός.

Ορίζουμε τώρα ταψηφία του συστήματος Τ.

Ορισμός. Το μικρότερο σύνολο Num που περιέχει τον όρο 0 και τον
όρο s(N) για κάθεN ∈ Num λέγεται σύνολο των ψηφίων.

Δηλαδή Num = {0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), . . . }.

Πρόταση. Κάθε κλειστός όροςM :Nat έχει κανονική μορφήN ∈ Num.
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Απόδειξη. Μεδομικήεπαγωγήκαιαξιοποιώντας τοπροηγούμενολήμ-
μα και την ιδιότητα της κανονικοποίησης.

Η παραπάνω ιδιότητα του τύπου Nat είναι γνωστή ως canonicity και
παρουσιάζεται γενικότερα σε όλους τους «γειωμένους» τύπους
(ground type). Γειωμένος χαρακτηρίζεται ένας τύπος απλώς αν οι κα-
τασκευαστές αυτού και κάθε άλλου τύπου που εμπλέκεται στον ορι-
σμό του είναι απλοί μετασχηματισμοί (τα ορίσματά τους δεν έχουν
ορίσματα). Ένα σημαντικό ανοιχτό πρόβλημα στην ομοτοπική θεωρία
τύπων είναι εάν η εν λόγω ιδιότητα εξακολουθεί να ισχύει παρουσία
του αξιώματος της μονοτιμίας (univalence axiom).
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7 Επίλογος
There may, indeed, be other ap-
plications of the system [of λ-
calculus] than its use as a logic.

ALONZO CHURCH, 1932

Οι διάφορες ιδέες που παρουσιάστηκαν εδώ έχουν έχουν μακρά και
πολύκαρποφόρα ιστορία, με προεκτάσεις πουαγγίζουνπολλούς κλά-
δους των μαθηματικών και της πληροφορικής.

Ο λ-λογισμός εισήχθη από τον Church περί το 1930 με σκοπό να χρη-
σιμοποιηθεί για τη μελέτη της λογικής. Σήμερα, βέβαια, γνωρίζουμε
το λ-λογισμό σαν έναν από τους φορμαλισμούς της θεωρίας υπολο-
γισμού, ισοδύναμο προς τις μηχανές Turing. Ωστόσο, υπάρχουν πολύ
περισσότερες εφαρμογές. Ιδιαίτερα, ο λ-λογισμός με τύπους (Church,
1940), λόγω ακριβώς των αποτελεσμάτων κανονικοποίησης σαν κι
αυτό που παρουσιάσαμε, αποτελεί τη θεωρητική βάση για το σχεδια-
σμό των σύγχρονων γλωσσών προγραμματισμού οι οποίες χρησιμο-
ποιούν ένα σύστημα τύπων για να επιτύχουν τον έγκαιρο εντοπισμό
πολλών λογικών λαθών. Τέτοιες γλώσσες προγραμματισμού επιτυγ-
χάνουν το λεγόμενο type safety και εγγυούνται ότι τα προγράμματα
που γράφονται σε αυτές τερματίζουν πάντα.

Τοπρώτο ίσωςαποτέλεσμακανονικοποίησηςοφείλεται στονGerhard
Gentzen, ο οποίος το 1934 απέδειξε το περίφημοHauptsatz (= βασικό
αποτέλεσμα), γνωστό στη διεθνή βιβλιογραφία καιως Cut-Elimination
Theorem. Το θεώρημα αυτό, που αφορά το σύστημα της φυσικής πα-

Gerhard Karl Erich
Gentzen (1909–1945)

ραγωγής, έχει σημαντικές συνέπειες για τη θεωρία αποδείξεων.
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Περί το 1940, ο Gödel παρουσιάζει τις ιδέες που αργότερα θα οδη-
γήσουν στη συναρτησιακή ερμηνεία της αριθμητικής στο σύστημα T.
Η πιο γνωστή μέθοδος για την απόδειξη της κανονικοποίησης οφεί-
λεται στον Tait (1967)· πρόκειται για τη μέθοδο της αναγωγιμότητας
(computability). Σε μια επέκταση της ιδέας του Tait στηρίζεται και ο
Jean-YvesGirard το 1972 (και ανεξάρτηταο JohnC. Reynolds το 1974)
για να αποδείξει την κανονικοποίηση για το σύστημα F, μια επέκταση
του λ-λογισμού με τύπους που καλύπτει και την περίπτωση του πολυ-
μορφισμού και συνεπώς είναι πολύ χρήσιμο για τη θεωρητική μελέτη
του συναρτησιακού προγραμματισμού (βλ. Haskell).

Η απόδειξη που παρουσιάσαμε εμείς οφείλεται στο Νικόλαο Ρήγα
(2005) καιστηνπροσπάθειά τουνααποδείξει αρχές επαγωγήςσεαπει-
ρομελείς λ-λογισμούς με ετικέτες (labels). Προς τούτο στηρίχθηκε σε
παλαιότερη εργασία του Κολέτσου (1985) για την απόδειξη της συμ-
βολής για απειρομελή συστήματα. Μία άλλη, πιο κλασική, μέθοδος
απόδειξης της κανονικοποίησης για το σύστημα Τ είναι βέβαια η προ-
αναφερθείσα του Tait. Κατά καιρούς πάντως έχουν προταθεί και αρ-
κετές άλλες τέτοιες μέθοδοι.

Βλέπουμε λοιπόνότι τοσύστημαT τουGödel αποτελεί πρότυπο για τη
μεταμαθηματική μελέτη των κατασκευαστικών μαθηματικών, αλλά
και των αντίστοιχων τεχνολογικών εφαρμογών.
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