I'PAMMIKH AATEBPA
E&étaon Xewepwvol E€aurivou 2025, Turua ITAnpogopuxrc xouw Trhemixovwvioy

Ovopatenmvuyo:

AM:

Ocua 1. [2 wovddeg] Kuxhdote tn owoth andvinon.

1. H dwvuopotinn e€lowon z1ai+. . .+xpa, = 5, 60U a1, az, . . ., f daviopata otov R™ elvon icodbvaun
HE éva Ypouuixd oot UE 1 UETABANTES Xou 1 ECLOWOELS.
o) Ywoto ) Addoc

2. 'Evag nivoxag A € R™ " pe k ehedepec petafintéc éxer n — k Baowéc petofintéc.
@) Ywoto B) Addoc

3. H dudotaon evéog davucuatixod yoeou V' memepacuévng didotaong ool PE To €hayloto Thrdog

dtavuoudtey Tou V ta onola Topdyouv 6Ao To Y@peo.
@) Xwoto B) Addoc

4. T avtioteéduao mivaxa A 1oy del 6L 1 opllovoa Tou elvan mavta 1.
o) Ywoto @) Addoc

5. T o ypoppx) amewovion T'(x) = Az woybel 6Tt 0 nuphivag g, dnhadi to olvoro {z : T'(z) = 0},
elvon To {B1o ohvoho pe Tov undevoyweo tou A.
@) Bwot6 B) Addoc

6. To ywoéuevo Az ye A € R™™ xou x € R™ elvou évag ypopuxde ouvBuaouds Tmv yeouuoy tou A.
o) Lwoto ) Addoc

7. Ao eudeiec otov R3 oL onolec TEPVAVE a6 TNV oEyT| TV aEOVWY ATOTEAOLY BLUVUCUATIXG YWEO.
o) Ywoto @) Addoc

8. To cvoho W = {(z,y,2) € R® : & + y — 22 = 0} ebvou éva eninedo oto R3.
@) Ywoto B) Addoc

9. To civoro W = {(x,y,z,w) € R : z +y — 22 = 0} eivon éva eminedo otov R,
o) Lwoto ) Addoc

10. Av oe éva oOvoro 3 BLavUoUATWY XxovéEva BEV Elvol TOMATAAGIO Tou dAAou, TOHTE elvor xaL To 3
YEoUUUIXWS ave&dpTnTaL.
o) Ywoto @) Addoc



Oéua 2. [4 wovddeg] Kuxhdote tn owoth andvinon.

1. H ypoppxs 9fxn tecodpwy dlavuoudtey oto R* eivou

) évog dlavuouatixds yhpeog didotoaong 4

B) éva eninedo oto R4

@) €vog BlavuouaTixog yweog didotaons omd 0 we 4, ye dheg tig Tiwée va eivon midovég
3) 6ho o R%.

2. H topr| wwv unepemnédwy {(z,y, z,w) : x +y+ 2z = 0} xou {(z,y, z,w) : x —y + z = 0} ebvan
o) o eudelo otov RY

B) évoc xixhog Tou TepVaEL amd TNV apy ) TwV aEOVwY

Y) M Yeowxh 9hxn Tty dlavuoudtey otov R

®) éva umoydpoc Tou RY didotaonc 2

3. H optlovoa tou mivoxa

1 2 3
0 -2 0
0 0 1
looUTaL Ue
o) 0

p) —2

©) 2

) 1

4. To ywouevo

o A

loo0ToL e

@)

5. Av A € R™" avuotpédipog t61e
o) €yet olyoupa to 0 cav WOTWA
®) n anexovion T'(x) = Az ebvon eni otov R"



Y) ot oTHAES TOU Elvar YEUUIXAOS EEXPTNUEVES
g) det(A) =0

6. T évay mivaxa A € R™M*n

@) O Bodude Tou ebvar n

B) O Boduode tou elvar m

v) Kou ou ypoppée tou elvon ypoppxde aveldptntes

) Exet m odnyolc otnv avnyrévn XAUOXOTH Lop®T| TOL.

UE YROUXAOS aveldptnTeg oTHAES E€pouue alyoupa OTL

7. "Evag mivoxag 10 x 10 ye otoryela npaypatinole apripoie Aéyeton ‘tepinou Youvtoxou’ av xdie oThAN
xan xde yoouun €xel dpotopa 0. ‘Eotew W o Slavuouatinds yHpog OAOY TV TERITOU Y 0oUVTOXOU TVAXOY.
O W éyel didotaon

o) 90

) 80

@) 81
5) 82

8. T xdde ypauuwr anewovion T : R — R™ oy del ot

%) T(x) £ T(y),¥z,y € R"

B) T(x +y) # T(x) +T(y) yio touhdytotov éva Ledyog x,y € R™

@) T'(z) = Az yw xdmowov A tou onolou 1 i-ooth oThAn wwovta e T'(e;), 6mou e; to ddvuoua ctov
R™ ye 1 otny i-001Y| cuvtetaypévn xat 0 omoudhrote aAroU

0)T'(x) = Az v xdnotov A tou onolov 1 i-00tH oThHAN oot e T'(e;), 6mou e; to didvuoua otov R™
ue 1 otny i-00th cuvtetayuévn xou 0 omoudrtote aAro0

9. O avtiotpogoc evie hvaxa A € R4 undpyer dtov
o) O ypouuéc Tou eivat YeouuUXOS aveEdpTNnTeS

B) Ot othhec ToU elvon YEUUUIXOS aveEdpTNTES

v) O Badude tou woltan ye 4

®) Ol o TopaTdve

10. O wivoxac AAT, A € R™™ givou
(@) ouupeTpixdS

B) avtioteéduoc

Y) Un avtioteéduoc

8) SLdpopoc Tou UNdevIXoy Tivoxo

Oéua 3.[3 povddeg] 'Eotw o mivaxac

05 05 0
A=105 05 0
0 0 -1

o) Etvor 0 A avtiotpéduoc; Eivar 1) aneévion T(x) = Az ent otov R3 ;5 Ioyler 6t o undevoympoc tou A
€yl OLdo TooT) TOUAdy Lo TOV 1



B) No ouuminpwdet 1 popeR tou mivaxa A = PAP™! émou A ebvon o wivaxac mou éyet Tic WioTiuée tou
A ot dlrydvio (epboov autd yiveton). (Noe&nyndel n Siodicaoio xou ot tpdEelc yio Ty elpeon twv P, Pt
va yivouv oto TpdyEeLpo).

1
,—ﬁ 0
A= |1 _ - 0
1
- 5 _ 0
P

v) No uroroyiodet o mivaxac A% — A.

Amdvinon.

To mpoBinuo eivon tereiwe avdroyo pe to HpdBinua 3 and 1o mponyoluevo diaydvioya. Ot WBloTiuéS
elvon —1,0, 1 xou o mivaxag draywvionoiowog. Adyw Caley-Hamilton ¥ Adyw Sioywvinomoydtntag €youue
A3 = A (1o Caley-Hamilton diver (A + I)(A—1)A =0 = A3 = A). Apuxu A> = A3. A2 = A . A? =
A3 = A.

Ocpa 4. [2 povddeg] Eow oopo K xou mivaxeg A, B € K"*". Yxondg eivon va anodeloupe 6t
rank(A + B) < rank(A) + rank(B). YTreviupilouye 6t évag yapoxtnplopds tou Badpol evoe mivoxo ebvor
T0 TA00C TV PacindY TOU UETABANTOYV, NAAdY| TwV 0dNY®Y Tou 6Tay EpUEL GE aVNYUEVT] XAUOXWTT) LOPYY).
Opiloupe tov mivaxa Q € K2nx2n ¢
A 0
)

omouv 0 € K™™ o nivaxag mou €yel mavtol to undevixd ototyeio tou K. Me dhha Aoyla, oL n TpoTeEg
Yeoupés Tou @ oynuatiCovton talpvoviag Tig Yeopués tou A xou yepllovtde teg pe n undevixd oto téhog. Ot
enoueves n Ypouuéc tou @ oynuatilovto maipvovtag T Yeoupés Tou B xon yeullovtde teg ue n undevixd
oTNV 0EYN.

a) [0,5 povédec] Na Seydel 6t rank(Q)) = rank(A) + rank(B).
B) [0,5 povddec] Na derydel 6t 0 @Q €xel tov (Bo Podud pe Tov mivaxa
A 0
A B
v) 0,5 povadec] No dewydel 61t 0 Q €xel tov Bo Badud ye tov nivoxo
A A
A A+B
8) 0,5 povadec] No anodeyVel n oyéon rank(A + B) < rank(A) + rank(B) .
Amdvinon.

o) Kévoupe anodoipr Gauss @épvovtac tov @ ot avnyuévn xhpaxwty| popen. Iapatnpolue bt ol tpdelc
TOL XAVOUUE Yol VOL PEROUUE TO TIAVE) UPLOTERH UTTAOX, TO OTO(0 TEPIEYEL TOV A OE AV YUEVT XAUAXWTH LoRPY



dev emneedlouv To xdTw Oed xouudTL, To onolo MeplEyel B, xou avtioTtpoga. 210 Téhog Yo mdpouye Evay
nivaxa Q' o omolog 1wovTan pe

A0

0 B

omou A, B’ ov avnypévee xhpaxwtéc popwéc twv A, B avtiotora. Adyw ypouponpdiewy, to Padudc
Tou @ xou tou Q' eivan Broc. To mAAdoc Twv Baoixdy petaBhnTdvy Tou Tivaxa autol elvor to dlpolopa
Toug TAdouc TV Baokdv PETABANTOY TV Tvdxwy A’ B’ epboov xdde Baotxh touc petoAnt unopel va
avtiotoytotel ot uua Baoixr LEToBANTH Tou Q' Aéyw Tng umhox pop@hic mou et o Q. Ouwe o Padudc evide
Tivoxa eivon To TARY0C Twv Bacixedy Tou YETOPBANT®Y, dpa To {NTOLUEVO EMETAL.

B) Eotw I'; o ypapuée tou Q. To xdde i ond 1 we n xdvouvpe Liyy = Tipp + i O ypopponpdels
dev aArdlouv tov Bardud tou mivaxo xou HETUTEETOLY Tov () 6ToV {NTOVUEVO TivoXaL.

Y) Eotww X; ot othkec tou mivaxa tou mponyolpevou epwthuatoc. T xdde i and 1 we n xdvoupe
Yign 1= Zign + 2i. Autéc o mpdéeic dev alhdlouv tov Podud tou nivaxa! %o UETATEETOLY TOV Ttivaxo TOU
TEONYOUUEVOL EpWTAUATOC 6ToV {NTOVUEVO Ttivaxa.

0) O Bodude evoc mivoxa wolton xou pe to péyedoc tne pn pndevixrc uno-opilovoac tou. O mivaxag
A+ B éyet fodud rank(A+ B) dpa éyer pla uno-opilovoa avtiotolyou yeyédous. Q¢ uno-nivaxog tou mivaxa
TOU EPOTAUOTOC Y ), 1 UTO-0pilouca TOL UTH HETAUPEPETOL XAl OTOV TVOXA TOU EpWTAUATOC ). Autd onuaivel
6TL 0 Barduodg Tou Thvoxo Tou epwTAUATOC ) elvar Toukdytotov rank(A + B). Adyw twyv epwtnudtoy o), B),
Y) woT660, 0 Badude Tou eivon axpBie rank(A) + rank(B). To {ntoduevo énetou.

'O Badude Bev ohhdler Buott Bev ohhdler o ydpoc otnAdy. Mnopel xavelc evolhaxtind va to det epapudloviac Tic
avTIOTOLYES YPUUMOTIPEEELS OTOV VAo TEOYO TVOXA, YENOLLOTOLWMVTAS OTL €Vac TVAXAE Xl 0 avaoTEOPdS TOL €YoV ToV (Blo
Bodud. Kowane, avaotpoey, Bieg ypauponpdielc ue to npon\{%')psvo EEWTNUL X0 TTEAL AVIGTEOPY.



