
Θεωϱητικές Ασκήσεις

1 Εκτίµηση Κατάταξης

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια αταξινόµητη λίστα διακριτών αριθµών x1, x2, . . . , xn. Θέλουµε
να επιλέξουµε τυχαία m < n στοιχεία από αυτήν τη λίστα (µε αντικατάσταση) και µε ϐάση
αυτό το δείγµα ϑέλουµε να επιστρέψουµε κάποιο στοιχείο x έτσι ώστε το rank(x) είναι
πεϱίπου ίσο µε k για ένα δεδοµένο k. Με τον όϱο rank εννοούµε την κατάταξη του x στην
αρχική λίστα. Το µεγαλύτεϱο από τα x1, x2, . . . , xn έχει rank 1, η δεύτεϱη µεγαλύτεϱη έχει
rank 2 κ.λ.π. και προσπαθούµε να ϐϱούµε κάτι µε rank(x) ≈ k. Περιγράψτε µια απλή
στϱατηγική για την επιλογή ενός τέτοιου x.

Πόσο µεγάλο πϱέπει να ϑέσουµε το m (µε συµϐολισµό big-O) έτσι ώστε, µε πιϑανότητα (1−δ),
η στϱατηγική σας να επιστϱέϕει ένα x µε (1− ε)k ≤ rank(x) ≤ (1 + ε)k;

2 Καταµέτϱηση Μέσω Εϱωτηµάτων

Ο ϕίλος σας έχει στο µυαλό του ένα σύνολο αϱιϑµών S ⊆ {1, . . . , n}. Εάν τον ϱωτήσετε για
ένα σύνολο Q ⊆ {1, ..., n} ϑα απαντήσει αν η τοµή S ∩ Q είναι άδεια ή όχι. Ο στόχος σας
είναι να υπολογίσετε (πεϱίπου) πόσα στοιχεία πεϱιέχονται στο σύνολο S.

(α) Σχεδιάστε µια στϱατηγική που να διακϱίνει εάν το S πεϱιέχει ≤ k ή ≥ (1 + ε)k για
οποιοδήποτε k ∈ {1, . . . , n}. ∆είξτε ότι O (log(1/δ)/ε2) εϱωτήµατα επαϱκούν για να
διακϱιϑούν οι 2 πεϱιπτώσεις µε πιϑανότητα 1− δ.
Συµϐουλή: Eπιλέξτε ένα τυχαίο σύνολο Q που πεϱιέχει κάϑε στοιχείο i ∈ {1, . . . , n}
µε πιϑανότητα 1/k.

(ϐ) ∆είξτε ότι αυτό συνεπάγεται έναν αποδοτικό εκτιµητή ŝ για το µέγεθος |S|, που µε
πιθανότητα τουλάχιστον 2/3 ικανοποιεί ŝ ≤ |S| ≤ (1 + ε)ŝ χρησιµοποιώντας την
προαναφερθείσα στϱατηγική. Ο αριθµός των ερωτηµάτων ϑα πϱέπει να είναι το πολύ
λογαριθµικός στο n.

(γ) Υποϑέτοντας ότι γνωρίζετε το µέγεθος |S|, σχεδιάστε ένα αποδοτικό σχήµα που δειγµα-
τοληπτεί ένα οµοιόµορφα τυχαίο στοιχείο από το S ϱωτώντας τον ϕίλο σας πολλές ϕοϱές
µε διαφορετικά σύνολα Q. Ο αναµενόµενος αριθµός ερωτηµάτων ϑα πϱέπει να είναι το
πολύ λογαριθµικός στο n.
Συµϐουλή: Μποϱείτε να ϐϱείτε ένα τυχαίο σύνολο Q που περιέχει ακϱιϐώς ένα στοιχείο
από το S; Μποϱείτε να σκεϕτείτε µια αποδοτική µέϑοδο για να ελέγξετε εάν το Q
ικανοποιεί αυτήν την ιδιότητα, και εάν την ικανοποιεί, να επιστϱέψετε το µοναδικό
στοιχείο του S ∩Q;
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3 Απόσταση Kolmogorov

Η απόσταση Kolmogorov µεταξύ των συναϱτήσεων µάϹας πιϑανότητας p, q : [n] → [0, 1]
οϱίϹεται ως dK(p, q) ≜ maxi∈[n] |p([1, i])− q([1, i])|, όπου p([1, u]) ≜

∑i
k=1 p(k).

(α) ∆ώστε έναν αλγόϱιϑµο για να µάϑετε µια αυϑαίϱετη κατανοµή στο [n] σε Kolmogorov
απόσταση ε µε πιϑανότητα 1 − δ χϱησιµοποιώντας O(log(1/εδ)/ε2) δείγµατα. Πως
εξηγείτε το γεγονός ότι ο αλγόϱιϑµός σας έχει δειγµατική πολυπλοκότητα ανεξάϱτητη
από το n;
Extra Credit: Μποϱείτε να αϕαιϱέσετε τον όϱο log(1/ε) για να πάϱετε την ϐέλτιστη
πολυπλοκότητα;

(ϐ) ∆είξτε ότι οποιοσδήποτε αλγόϱιϑµος εκµάϑησης για το παϱαπάνω πϱόϐληµα απαιτεί
Ω(log(1/δ)/ε2) δείγµατα.

(γ) ΄Εστω p : [n] → [0, 1] µια συνάϱτηση µάϹας πιϑανότητας που γνωϱίϹουµε ότι είναι
µονότονη (µη αύξουσα) στο διατεταγµένο πεδίο της, δηλ. pi+1 ≤ pi για όλα τα i ∈
[n − 1]. Σχεδιάστε έναν αλγόϱιϑµο που διακϱίνει µε πιϑανότητα τουλάχιστον 1 − δ τις
πεϱιπτώσεις που η p είναι οµοιόµοϱϕη, δλδ p = Un, και dTV (p, Un) ≥ ε. ∆είξτε ότι ο
αλγόϱιϑµός σας είναι ϐέλτιστος ως πϱος τη δειγµατική του πολυπλοκότητα.

4 Εκµάϑηση Οϱϑογωνίων

Η κλάση H των οϱϑογώνιων διαχωϱιστών σε d διαστάσεις πεϱιέχει συναϱτήσεις της µοϱϕής:

ha,b(x) =

{
+1 Αν για κάϑε i ∈ [d], ισχύει xi ∈ [ai, bi]

−1 διαϕοϱετικά

για παϱαµέτϱους a1, ..., ad, b1, ..., bd ∈ R. ∆ηλαδή, οι συναϱήσεις παίϱνουν την τιµή +1 αν το
σηµείο είναι µέσα στο οϱϑογώνιο και −1 αλλιώς.

(α) Να δείξετε ότι στη realizable πεϱίπτωση, ο αλγόριθµος A που για ένα σύνολο δειγµάτων
ϐϱίσκει το µικϱότεϱο ορθογώνιο που περιέχει τα ϑετικά σηµεία είναι ERM.

(ϐ) Να δείξετε ότι αν ο A είναι (ε, δ)-realizable PAC learner µε mPAC
H = O

(
d
ε
log(d/δ)

)
.

Συµϐουλή: ∆είξτε ότι ο αλγόϱιϑµος Α επιστϱέϕει ένα οϱϑογώνιο µε παϱαµέτϱους â, b̂
που είναι υποσύνολο του πϱαγµατικού οϱϑογωνίου ha∗,b∗. Στη συνέχεια δείξτε ότι για
κάϑε i ∈ d, Pr[xi ∈ (a∗i , âi)] < ϵ/(2d) και Pr[xi ∈ (b̂i, b

∗
i )] < ϵ/(2d) µε µεγάλη

πιϑανότητα.

(γ) Υποloγίστε το VC dimension της κλάσης H.

(δ) Ποια είναι τα bounds της δειγµατικής πολυπλοκότητας για realizable και agnostic PAC
learning που συνεπάγωνται για τον αλγοϱιϑµο A;
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5 Εκµάϑηση από 2 πηγές δειγµάτων

Εξετάστε µια παϱαλλαγή του µοντέλου PAC στην οποία υπάϱχουν δύο πηγές δειγµάτων: η
µια δίνει ϑετικά παϱαδείγµατα και η άλλη αϱνητικά, και τα δύο σύµϕωνα µε µια υποκείµενη
κατανοµή D στο X.

Πιο συγκεκϱιµένα, για µια συνάϱτηση f : X → {−1,+1}, έστω D+ η κατανοµή πάνω
στο X+ = {x ∈ X : f(x) = +1} µε µάϹα πιϑανότητας D+(A) = D(A)/D(X+), για κάϑε
A ⊆ X+. Οµοίως, D− είναι η κατανοµή στο X− = {x ∈ X : f(x) = −1}. Ο οϱισµός του PAC
learnability στο µοντέλο δύο πηγών είναι ο ίδιος µε τον standard οϱισµό του PAC learnability
εκτός από το ότι εδώ ο εκπαιδευόµενος έχει πϱόσϐαση σε m+(ε, δ) i.i.d. παϱαδείγµατα από
τα D+ και m−(ε, δ) i.i.d. παϱαδείγµατα από το D−. O στόχος είναι να πϱοσδιοϱιστεί µια h
τ.ω. µε πιϑανότητα τουλάχιστον 1− δ, Prx∼D+ [h(x) ̸= +1] ≤ ε και Prx∼D− [h(x) ̸= −1] ≤ ε.

(α) ∆είξτε ότι εάν µια κλάση υποϑέσεων H είναι PAC learnable στο τυπικό µοντέλο µιας
πηγής παϱαδειγµάτων, τότε είναι PAC learnable και στο µοντέλο δύο πηγών.

(ϐ) ΄Εστω h+ και h− οι συναρτήσεις που είναι πάντα +1 και πάντα −1 αντίστοιχα. Yποϑέτωντας
ότι h+, h− ∈ H, δείξτε ότι εάν η κλάση H είναι PAC learnable στο µοντέλο δύο πηγών
παραδειγµάτων, τότε είναι PAC learnable και στο τυπικό µοντέλο µιας πηγής.

6 SGD για Truncated Statistics

΄Εστω µια µονοδιάστατη κανονική κατανοµή N(µ∗, 1) µε άγνωστη µέση τιµή µ∗ και διακύ-
µανση 1. Παϱατηϱούµε δείγµατα x ∼ N(µ∗, 1) όπου µας δίνονται µόνο εφόσον x ≥ 0.
΄Εστω N≥0(µ

∗, 1) η προκύπτουσα κατανοµή. Αν είναι γνωστό ότι |µ∗| ≤ B, δείξτε ότι αν

κάνουµε SGD στην συνάϱτηση f(µ) = Ex∼N≥0(µ∗,1)

[
− ln e−

1
2 (x−µ)2∫∞

0 e−
1
2 (z−µ)2dz

]
µε projection στο

σύνολο [−B,B] µποϱούµε να εκτιµήσουµε το µ∗ σε απόσταση ε. Πόσα δείγµατα χρειαζό-
µαστε;

7 Κάτω ϕϱάγµα για τον Perceptron

∆εδοµένου ενός αϱιϑµού m, ϐϱείτε µια ακολουϑία από labeled σηµεία (x1, y1), . . . , (xm, ym) ∈
R3 × {−1,+1} για την οποία ο αλγόϱιϑµος Perceptron να κάνει λάϑος πϱόϐλεψη για κάϑε
σηµείο ενώ το άνω ϕϱάγµα για τα λάϑη που δείξαµε στην τάξη να είναι m.

Υπόδειξη: Οϱίστε κάϑε xi να είναι της µοϱϕής (a, b, yi), όπου a2 + b2 = m2 − 1. ΄Εστω
w∗ το διάνυσµα (0, 0, 1). Τώϱα, εξετάστε την απόδειξη του άνω ϕϱάγµατος του Perceptron,
ϐϱείτε πού χϱησιµοποιήϑηκαν ανισότητες (≤) αντί για ισότητες (=), και ϐϱείτε σενάϱια όπου
η ανισότητα ισχύει πϱαγµατικά µε ισότητα.
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