Θεωρία Παιγνίων: ένα παράδειγμα οι Δημοπρασίες.

Υπάρχουν τέσσερις βασικές μορφές δημοπρασιών. Ομαδοποιούνται ανά δύο ανάλογα με την διαδικασία που υιοθετείται για την διεξαγωγή της δημοπρασίας. Οι δύο ανήκουν στην κατηγορία των κλειστών προσφορών. Οι υποψήφιοι αγοραστές υποβάλλουν κλειστές προσφορές, οι οποίες στην συνέχεια ανοίγονται ταυτόχρονα από τον επόπτη της δημοπρασίας. Κερδίζει όποιος έχει κάνει την μεγαλύτερη προσφορά. Οι άλλες δύο είναι ανοικτές διαδικασίες. Στην Ολλανδικού τύπου δημοπρασία ένας εκπληστηριαστής εκφωνεί μια τιμή για το αντικείμενο προς πώληση. Αν δεν βρεθεί αγοραστής εκφωνεί μια άλλη τιμή μικρότερη από την πρώτη κ.ο.κ. μέχρι κάποιος να δεχτεί την προσφορά. Στην Αγγλικού τύπου δημοπρασία ο εκπληστηριαστής αρχίζει από χαμηλές τιμές και στην συνέχεια αυξάνει την τιμή μέχρι να μείνει ένας αγοραστής που να δέχεται την τιμή αυτή.

Θα εξετάσουμε μόνο τις δημοπρασίες με κλειστές προσφορές. Οι δύο δημοπρασίες της κατηγορίας αυτής διαφέρουν στο τι θα πληρώσει ο νικητής. Στην μία περίπτωση ο νικητής πληρώνει το ποσό που αναφέρεται στην προσφορά του. Στην δεύτερη περίπτωση πληρώνει το ποσό που αναφέρεται στην δεύτερη ψηλότερη προσφορά. Δηλαδή, κερδίζει την δημοπρασία αυτός που κάνει την ψηλότερη προσφορά, αλλά πληρώνει (χρεώνεται) το ύψος της δεύτερης καλύτερης προσφοράς.
Αν θέλουμε να δούμε τις ιδιότητες των δύο αυτών δημοπρασιών μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις τεχνικές της θεωρίας παιγνίων. Το πρώτο που θα παρατηρήσουμε είναι ότι αφού οι προσφορές ανοίγονται ταυτόχρονα, είναι σαν οι παίκτες να παίζουν ταυτόχρονα χωρίς να γνωρίζουν τι έχει επιλέξει ο αντίπαλος.
· οι παίκτες είναι οι υποψήφιοι αγοραστές

· Οι στρατηγικές των παικτών (οι δυνητικές επιλογές του καθένα) είναι το ύψος των εναλλακτικών προσφορών μεταξύ των οποίων θα επιλέξει αυτή που θα υποβάλλει.

· Η νικητήρια προσφορά καθώς και η τιμή του δημοπρατούμενου αντικειμένου προσδιορίζονται από τις προσφορές όλων των παικτών.

· Η απόδοση του παιγνίου για τον νικητή είναι το πλεόνασμα του καταναλωτή που αποκομίζει. Η απόδοση των υπολοίπων είναι μηδενική αφού δεν προβαίνουν σε ανταλλαγή (άρα δεν υπάρχει πλεόνασμα για αυτούς).

Συγκεκριμένα ο κάθε υποψήφιος ι κάνει μια προσφορά bi γνωρίζοντας την τιμή επιφύλαξης του για το δημοπρατούμενο αντικείμενο, ui. Αν κερδίσει τότε η προσφορά του είναι μεγαλύτερη από όλες τις άλλες προσφορές, δηλαδή, 
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Α) Κλειστές προσφορές και τιμολόγηση ίση με την ψηλότερη προσφορά.
Έστω ότι η δημοπρασία αφορά την πώληση ενός πίνακα ζωγραφικής. Υπάρχουν δύο υποψήφιοι αγοραστές. ο Α και η Β. Ο Α θεωρεί ότι η αξία του πίνακα (η τιμή επιφύλαξης του είναι) είναι 500 Ε., ενώ η Β 1000 Ε. 

Κάνουμε τρεις παραδοχές 

· αν και οι δύο προσφέρουν 0 Ε. ο πίνακας δεν πωλείται

· Αν η ψηλότερη προσφορά είναι 0 ο πίνακας δεν πωλείται

· Αν οι προσφορές είναι ίσες, τότε ο νικητής προσδιορίζεται με την ρίψη ενός νομίσματος.
Συμφέρει ένα υποψήφιο αγοραστή να κάνει προσφορά μεγαλύτερη από την τιμή επιφύλαξης του; Στην περίπτωση αυτή όχι αφού αυτό θα οδηγούσε σε αρνητική απόδοση.

Ο πίνακας αποδόσεων του παιγνίου αυτού είναι ο ακόλουθος
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Στον πίνακα αυτό δεν έχουν συμπεριληφθεί όλες οι δυνατές στρατηγικές (δυνητικές προσφορές) κάθε παίκτη, μόνο η μεγαλύτερη και η μικρότερη και μερικές ενδιάμεσες. Η κάθε κυψέλη του πίνακα έχει δύο νούμερα. Οι αποδόσεις της Β είναι το αριστερό νούμερο στην κάθε κυψέλη ενώ του Α αυτές στα δεξιά. Οι αποδόσεις είναι η διαφορά μεταξύ της τιμής επιφύλαξης και του ύψους της κάθε προσφοράς αν η προσφορά είναι η ψηλότερη, και μηδέν αν είναι χαμηλότερη. Δεδομένου ότι στην περίπτωση ίσων προσφορών ο νικητής προσδιορίζεται με την ρίψη νομίσματος, οι αποδόσεις στην περίπτωση αυτή είναι οι προσδοκώμενες αποδόσεις. Π.χ. στην κυψέλη (250,250) η Β έχει .5 πιθανότητα να κερδίσει. Αν κερδίσει το πλεόνασμα της θα είναι 1000 – 250. Αν χάσει το πλεόνασμα θα είναι 0. Οπότε η προσδοκώμενη αξία του πλεονάσματος θα είναι 375.
Ορισμοί: Έστω ότι έχουμε Ν παίκτες και έστω ότι μια στρατηγική του παίκτη I συμβολίζεται με 
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. Το συμπλήρωμα της στρατηγικής 
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 και αποτελείται από ένα διάνυσμα του οποίου τα στοιχεία απεικονίζουν μια δυνητική επιλογή στρατηγικής για κάθε άλλο παίκτη που συμμετέχει στο παίγνιο. Π.χ. στο παράδειγμα 
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όπου το 250 είναι μια στρατηγική του Α. 

Η συνάρτηση αποδόσεων του κάθε παίκτη 
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 δίνει τα οφέλη που προκύπτουν για τον παίκτη αυτό για κάθε συνδυασμό 
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. (δηλαδή, για κάθε κυψέλη του πίνακα αποδόσεων οι δύο αριθμοί προκύπτουν από την συνάρτηση αποδόσεων του αντιστοίχου παίκτη, δηλαδή, 
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Η 
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 αν αποδίδει το μέγιστο όφελος μεταξύ των δυνητικών επιλογών του I όταν όλοι οι άλλοι παίκτες παίζουν 
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. Π.χ. αν η Β παίξει 250, η καλύτερη αντίδραση του Α είναι να προσφέρει 250.
Αν 
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 δηλαδή, αν οι στρατηγικές όλων των παικτών είναι αμοιβαία καλύτερες αντιδράσεις τότε έχουμε ισορροπία κατά Nash.

Η 
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 είναι κυρίαρχη στρατηγική αν είναι η βέλτιστη αντίδραση για όλους τους δυνατούς συνδυασμούς 
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Aν 
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 αποτελείται από κυρίαρχες στρατηγικές, τότε η ισορροπία είναι ισορροπία κυρίαρχων στρατηγικών.

 Μια κυρίαρχη στρατηγική είναι αυστηρά κυρίαρχη αν η ανισότητα στον ορισμό είναι αυστηρή ανισότητα, δηλαδή, αν
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. Αλλιώς αποκαλείται αδύναμα κυρίαρχη. Στην περίπτωση αυτή πρέπει τουλάχιστο ένα στοιχείο του διανύσματος των αποδόσεων της κυρίαρχης στρατηγικής να είναι μεγαλύτερο από το αντίστοιχο στοιχείο κάθε άλλης στρατηγικής. Π.χ. για τον Α η στρατηγική 250 είναι αδύναμα κυρίαρχη, αφού τα δύο στοιχεία του διανύσματος των αποδόσεων (250 και 125) είναι μεγαλύτερα από τις αντίστοιχες αποδόσεις των δύο άλλων στρατηγικών, ενώ τα υπόλοιπα δύο είναι ίσα (0,0). Η Β έχει κυρίαρχες στρατηγικές;

Αν υπάρχει κυρίαρχη στρατηγική (δεν είναι απαραίτητο να υπάρχει πάντα) για κάποιο παίκτη τότε ο παίκτης αυτός θα παίξει την στρατηγική αυτή ότι και να κάνει ο αντίπαλος. 
Στο παράδειγμα μας, αφού ο Α θα παίξει 250 ότι και να κάνει η Β, αρκεί να βρούμε την καλύτερη αντίδραση της Β στην στρατηγική αυτή για να βρούμε το σημείο ισορροπίας. Η β θα παίξει 500 και θα κερδίσει. Δηλαδή, το ύψος της προσφοράς θα ήταν μικρότερο από την τιμή επιφύλαξης και των δύο παικτών.
Στην παρουσίαση κάναμε την σιωπηλή παραδοχή ότι οι παίκτες έχουν πλήρη πληροφόρηση. Δηλαδή, ότι γνωρίζουν όλα τα στοιχεία του πίνακα, κατά συνέπεια και την τιμή επιφύλαξης του αντιπάλου.

Αν οι παίκτες δεν είχαν την γνώση αυτή τότε θα έπρεπε να παίξουν την τιμή επιφύλαξης τους γα τον φόβο ότι θα χάσουν την δημοπρασία.

Β) Κλειστές προσφορές με χρέωση ίση με την δεύτερη καλύτερη προσφορά.

Υπάρχει τρόπος να αναγκάσουμε τουλάχιστο τον νικητή να παίξει την τιμή επιφύλαξης του; Αν υιοθετήσουμε την διαδικασία της δεύτερης κλειστής δημοπρασίας, τότε οι αποδόσεις είναι οι ακόλουθες δεδομένου ότι στην περίπτωση αυτή ο νικητής πληρώνει τιμή ίση με την δεύτερη καλύτερη προσφορά..
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Στην περίπτωση αυτή η προσφορά θα είναι ίση με την τιμή επιφύλαξης του νικητή. Το πρακτικό πλεονέκτημα της δημοπρασίας αυτής είναι ότι αν υπάρχουν πολλοί παίκτες τότε η απώλεια που προέρχεται από τον συγκεκριμένο τρόπο τιμολόγησης για τον πωλητή, μπορεί να είναι μικρή αν η προσφορά του δεύτερου είναι κοντά σε αυτή του πρώτου. Αντίθετα ο πωλητής επωφελείται από το γεγονός ότι η προσφορά του νικητή είναι ψηλότερη από αυτή του προηγούμενου παιγνίου. 
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