
Εισαγωγή
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141. Πληροφορική I

• Εισαγωγικές έννοιες αρχιτεκτονικής και αριθµητικής υπολογιστών.

• Αλγοριθµική επίλυση προβληµάτων.

• Βασικές δοµές και αποτελεσµατικότητα αλγορίθµων.

• Προγραµµατισµός µε Matlab / Octave.

• Εφαρµογές σε µαθηµατικά, και όχι µόνο, προβλήµατα.
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Τα ϐασικά µέρη ενός υπολογιστή

∆ΙΚΤΥΟ

ΜΟΝΑ∆ΕΣ  ΕΙΣΟ∆ΟΥ

ΜΟΝΑ∆ΕΣ  ΕΞΟ∆ΟΥ

ΑΠΟΘΗΚΕΥΣΗ (ΑΡΧΕΙΑ)

ΚΕΝΤΡΙΚΗ  ΜΟΝΑ∆Α
ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑΣ  (ΚΜΕ)

ΜΝΗΜΗ
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Η επιστήµη των υπολογιστών

Ο υπολογιστής είναι εργαλείο επίλυσης προβληµάτων λόγω:

• ταχύτητας υπολογισµού και µεγέθους µνήµης·

• γενικής χρησιµότητας µέσω της έννοιας του προγραµµατισµού.

Ενα πρόγραµµα:

– Είναι µια αλληλουχία κατάλληλων οδηγιών (εντολών) που

εκτελεί ο υπολογιστής για την επίλυση κάποιου προβλήµατος. Η

λειτουργία του υπολογιστή εποµένως, προσαρµόζεται στο

επιλυόµενο πρόβληµα.

– Υλοποιεί έναν αλγόριθµο.
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Αλγόριθµος

Μαθηµατική µεθοδολογία υπολογιστικής επίλυσης κάποιου

προβλήµατος. Κάθε αλγόριθµος ικανοποιεί τα παρακάτω κριτήρια :

• Είσοδος (≥ 0 εξωτερικά δεδοµένα).

• Εξοδος (≥ 1 αποτέλεσµα/τα).

• Ορισµένος (περιέχει σαφείς και ακριβείς οδηγίες).

• Τερµατισµός (µετά από πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων ή

πεπερασµένο υπολογιστικό χρόνο).

• Κάθε οδηγία, µεµονωµένα, είναι εξαιρετικά απλή.
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Βήµατα για την υπολογιστική επίλυση προβλήµατος

1. Ανάλυση δεδοµένων του προβλήµατος.

2. Μαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος.

3. Ανάπτυξη τεχνικών επίλυσης : αλγόριθµος. Σχεδιασµός ή επιλογή

αλγορίθµου. Συνήθως: ένα πρόβληµα—πολλοί αλγόριθµοι.

4. ∆ιατύπωση του αλγορίθµου σε γλώσσα προγραµµατισµού:

πρόγραµµα.

5. Εκτέλεση προγράµµατος για συγκεκριµένα δεδοµένα.

6. Ερµηνεία αποτελεσµάτων.
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Βασικές εντολές
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Αλγόριθµοι και Matlab

Οι 5 ϐασικές αλγοριθµικές ενέργειες και οι αντίστοιχες εντολές Matlab:

είσοδος δεδοµένων input

έξοδος αποτελεσµάτων disp

πράξεις και αναθέσεις τιµών σε µεταβλητές + − ∗ / =

έλεγχος ποσοτήτων - επιλογή ανάλογης δράσης if -else

επαναληπτική εκτέλεση while, for

Κάθε αλγόριθµος περιγράφεται τελικά µε κάποιες από τις παραπάνω

οδηγίες και µόνο αυτές.

Τα ϐήµατα ενός αλγορίθµου/προγράµµατος εκτελούνται σειριακά από

πάνω προς τα κάτω.

Ενας αλγόριθµος τερµατίζει σε πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων.
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Μετατροπή ϐαθµών Fahrenheit σε ϐαθµούς Celsius

Fahrenheit σε Celsius: c = (5/9)(f − 32)

% Ενα πρώτο πρόγραµµα

f = 451; % Τι συµβαίνει στους 451 ϐαθµούς F

c = ( f − 32)∗5/9;

disp(c);

Τα σχόλια εισάγονται µε το

χαρακτήρα % και αναπτύσσον-

ται µέχρι το τέλος της γραµ-

µής. ∆ίνουν επεξηγήσεις στον

αναγνώστη του προγράµµατος.

Αγνοούνται κατά την εκτέλεση.

Σταθερές : 451, 32, 5, 9

Μεταβλητές : f, c

Πράξεις µε όρους σταθερές ή µεταβλητές : − ∗ /

Ανάθεση τιµών σε µεταβλητές : =

Εξοδος αποτελεσµάτων: disp

Τερµατισµός εντολών µε το χαρακτήρα ‘ ;’
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Αριθµητικές σταθερές

• Χρησιµοποιούνται για αριθµητικές ποσότητες που δεν αλλάζουν

451 32 −5 +9.2 2.7183 0 1.0 0.

αλλά και η ειδική σταθερά pi για το π.

• Σε εκθετική µορφή συνήθως για πολύ µικρούς ή πολύ µεγάλους

αριθµούς (ο αριθµός α × 10̙ γράφεται ae̙ ή aE̙)

−6.023e+23 1.7E−308 9e−2 1.e10
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Μεταβλητές

• Παραµετρική διατύπωση αλγορίθµων/προγραµµάτων.

• Αναφορά σε τιµές που µεταβάλλονται σ΄ ένα πρόγραµµα, ή τιµές

που δεν είναι γνωστές πριν την εκτέλεση (σε αντίθεση µε τις

σταθερές).

• Για να χρησιµοποιηθεί µια µεταβλητή στο πρόγραµµα πρέπει να

έχει πάρει κάποια τιµή.

• Επιτρεπτά ονόµατα µεταβλητών είναι συνδυασµοί λατινικών

γραµµάτων, αριθµών και του χαρακτήρα ‘_’. Ο πρώτος χαρακτήρας

όµως δεν µπορεί να είναι αριθµός ! Παραδείγµατα:

ΝΑΙ : f c r2d2 mesos_oros

ΟΧΙ : 456 disp 3po mesos­oros

• Σ΄ ένα πρόγραµµα οι µεταβλητές είναι ϑέσεις µνήµης.
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Εκφράσεις

Οι εκφράσεις έχουν τιµές και συνήθως εκφράζουν κάποιο υπολογισµό.

Μια µεταβλητή από µόνη της αποτελεί έκφρασηα΄: f.

Μια σταθερά από µόνη της αποτελεί έκφραση: 3.14

Είναι γενικά συνδυασµοί µεταβλητών, σταθερών και τελεστώνϐ΄

area = 3.14 ∗ radius ∗ radius ;

Μερικοί αριθµητικοί τελεστές :

µονοµελείς: π.χ. πρόσηµα + και −

διµελείς: πρόσθεση +, αφαίρεση −, πολ/σµός ∗, διαίρεση /, κ.α.

α΄µε την προυπόθεση να έχει αρχικοποιηθεί
ϐ΄και κλήσεις συναρτήσεων, όπως ϑα δούµε αργότερα.
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Υπολογισµός εκφράσεων - σειρά υπολογισµού

Ανάγκη για ακριβείς κανόνες που καθορίζουν ακριβώς τη σηµασία µια

έκφρασης: Η προτεραιότητα υπολογισµών καθορίζει τη σειρά εκτέλεσης

των τελεστών σε µια έκφραση.

Η έκφραση a + b ∗ a − b 4 + 3 * 4 - 3

ισούται µε (a + b) ∗ (a − b) (4 + 3) * (4 - 3) = 7

ή µε a + (b ∗ a)− b ?? 4 + (3*4) - 3 = 13

Προτεραιότητα τελεστών :

1. πρώτα οι παρενθέσεις (), αρχίζοντας από τις πιο εσωτερικές

2. µετά οι ’πολλαπλασιασµοί’: ∗, /

3. τέλος οι ’προσθέσεις’: +, −

13

Υπολογισµός εκφράσεων - συσχετισµός τελεστών

Η προτεραιότητα δεν ξεκαθαρίζει την κατάσταση όταν όλοι οι τελεστές

είναι στο ίδιο επίπεδο προτεραιότητας.

Η έκφραση a/b ∗ c ισούται µε a/(b ∗ c) ή µε (a/b) ∗ c ??

Οι κανόνες συσχετισµού καθορίζουν τη σειρά µεταξύ συνεχόµενων

τελεστών της ίδιας προτεραιότητας. Υπάρχει διαφορά? 16/4 ∗ 2

Κανόνες συσχετισµού:

Οι περισσότεροι αριθµητικοί τελεστές στο Matlab, υπολογίζονται από

αριστερά προς τα δεξιά, για το ίδιο επίπεδο προτεραιότητας :

Η έκφραση a/b ∗ c ισούται µε (a/b) ∗ c)

Η έκφραση a + b − c + d ισούται µε ((a + b)− c) + d
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Εντολές ανάθεσης

Οι µεταβλητές παίρνουν συνήθως τιµές µε τις εντολές ανάθεσης

µεταβλητή = έκφραση

Η εκτέλεση µιας εντολής ανάθεσης υλοποιείται σε δυο διακριτά ϐήµατα

1. Υπολογισµός της έκφρασης στο δεξί µέλος.

2. Αποθήκευση της τιµής της έκφρασης στη µεταβλητή που

καθορίζεται αριστερά του τελεστή ανάθεσης =.

Εποµένως η

x = x + 1;

εντολή ανάθεσης στο Matlab, και όχι µια αλγεβρική εξίσωση !

Μια µεταβλητή µπορεί να έχει µόνο µία τιµή· όταν η µεταβλητή πάρει

κάποια νέα τιµή µε εντολή ανάθεσης, η προηγούµενη τιµή της χάνεται.
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Η εικόνα της µνήµης

∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΜΝΗΜΗ
(ΛΣ, ΑΛΛΑ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ)
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Εξοδος

• Με την εντολή disp() που έχει 2 παραλλαγές :

disp(έκφραση)

disp( ’µήνυµα ’)

Για εκτύπωση:

– της τιµής της µεταβλητής x: disp(x)

– της τιµής της έκφρασης 1 + 1: disp(1+1)

– του µηνύµατος «Matlab is cool!»: disp( ’Matlab is cool’)!

– του αριθµου 13: disp(13) αλλά και disp( ’13’)

ΛΑΘΟΣ : disp( f , c) (µόνο ένα όρισµα).
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Εξοδος (συνεχ.)

• Αν δεν τερµατίσουµε µιά εντολή µε ‘ ;’, τότε εκτυπώνεται η τίµη της

έκφρασης της εντολής. Π.χ.

f = 451 % Εκτυπώνεται ο αριθµός 451

c = ( f − 32)∗5/9 % Εκτυπώνεται η τιµή της c

c % Εκτυπώνεται η τιµή της c

f , c % Εκτυπώνεται η τιµή των f , c σε 2 γραµµές

• Με την εντολή fprintf (), για πλήρη έλεγχο της µορφής της

εκτύπωσης.
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Επανάληψη υπό συνθήκη

Μετατροπή ϐαθµών Fahrenheit σε Celsius για 0oF, 1oF, 20F, . . . , 212oF

% Μεταβλητές

% f − ϐαθµοί Fahrenheit

% c − ϐαθµοί Celsius

f = 0;

c = ( f − 32)∗5/9;

disp( f ); disp(c);

f = 1;

c = ( f − 32)∗5/9;

disp( f ); disp(c);

...

f = 212;

c = ( f − 32)∗5/9;

disp( f ); disp(c);

% Μεταβλητές

% f − ϐαθµοί Fahrenheit

% c − ϐαθµοί Celsius

f = 0;

while f <= 212,

c = ( f − 32)∗5/9;

disp( f ); disp(c);

f = f + 1;

end
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Η εντολή while

TRUE

ΣΥΝΘΗΚΗ
FALSE

S

while λογική συνθήκη ,

εντολές S

end

Η εκτέλεση των εντολών S επαναλαµβά-

νεται όσο αληθεύει η ΛΣ (λογική συνθή-

κη). Η τιµή (αληθής ή ψευδής) της ΛΣ

πρέπει :

• να να µπορεί να υπολογιστεί πριν

την εκτέλεση της while (δηλ. η ΛΣ

να είναι ορισµένη)

• να µεταβάλλεται µε κάποια από τις

εντολές S, διαφορετικά η αληθεια

της ΛΣ δεν ϑα αλλάξει.
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Λογικές (boolean) εκφράσεις

Στην απλούστερη µορφή τους συγκρίσεις, που σχηµατίζονται από:

• µεταβλητές,

• σταθερές,

• αριθµητικές εκφράσεις, και

• τελεστές συσχέτισης:

Στα µαθηµατικά: < ≤ > ≥ = 6=
Στο Matlab: < <= > >= == ˜=

Παραδείγµατα:

air_temperature > 30.0

25 <= sea_temperature

f <= 212

divisor ˜= 0
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Τιµή λογικών εκφράσεων

Κάθε έκφραση έχει µια τιµή. Ποια είναι η τιµή µιας λογικής

έκφρασης?

Απάντηση: την ϑεωρούµε ΑΛΗΘΗ ή ΨΕΥ∆Η.

Στο Matlab, όµως, είναι ένας ακέραιος.

• ΨΕΥ∆ΗΣ είναι 0 (και 0 είναι ΨΕΥ∆ΗΣ)

• ΑΛΗΘΗΣ είναι 1 (αλλά και οποιαδήποτε µη µηδενική τιµή).

• Αλλά το αποτέλεσµα µιας αληθούς έκφρασης ισούται µε 1 (µονάδα)

disp (4 < 7); % εκτυπώνει 1
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Είσοδος δεδοµένων

Μετατροπή 7 ϑερµοκρασιών C σε ϐαθµούς Fα΄ (µε while). Χρειάζεται :

• επανάληψη του υπολογισµού 7 ϕορές : χρήση µεταβλητής µετρητή.

• µηχανισµός (εντολή) εισόδου δεδοµένων: input.

% Μετατρέπει 7 ϑερµοκρασίες C σε ϐαθµούς F

% f , c − ϑερµοκρασίες F , C

% m − µετρητής

m = 1;

while m <=7,

c = input( ’ϑερµοκρασία Celsius ? ’);

f = (9/5)∗c + 32;

disp( ’ ισοδύναµη ϑερµοκρασία Fahrenheit ’); disp( f );

m = m + 1;

end

α΄f = (9/5)c + 32
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Η εντολή input

µεταβλητή = input( ’µήνυµα ’);

Κατά την εκτέλεση της, η input:

• Εµφανίζει το µήνυµα στην οθόνη και περιµένει από το χρήστη να

πληκτορολογήσει ένα αριθµό, έστω x.

• Η µεταβλητή παίρνει την τιµή x.

Με κάθε εντολή input δίνουµε τιµή σε µία µόνο µεταβλητή.
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Επιλογή εναλακτικής πορείας εκτέλεσης

΄Ελεγχος n ϑερµοκρασιών F για το αν κυµαίνονται µεταξύ ανεκτού εύρους ϐαθµών C:

clo = input( ’Ελάχιστη ανεκτή ϑερµοκρασία Celsius ? ’);

chi = input( ’Μέγιστη ανεκτή ϑερµοκρασία Celsius ? ’);

flo = 9∗clo /5 + 32; fhi = 9∗chi /5 + 32;

n = input( ’∆ώσε το πλήθος των µετρήσεων ? ’);

m = 1;

while m <= n,

f = input( ’∆ώσε ϑερµοκρασία Fahrenheit ? ’);

if f>=flo & f<=fhi ,

disp( ’ΑΝΕΚΤΗ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ ’);

else

disp( ’ΜΗ ΑΝΕΚΤΗ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ ’);

end

m = m + 1;

end
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Η εντολή if

S2S1

ΣΥΝΘΗΚΗ
TRUE FALSE

if λογική συνθήκη ,

εντολές S1

else ,

εντολές S2

end

Οι εντολές S1 εκτελούνται όταν αληθεύει

η ΛΣ (λογική συνθήκη). Στην αντίθετη

περίπτωση εκτελούνται οι εντολές S2.

Οταν δεν υπάρχει κλάδος S2, παίρνει τη

µορφή:

if λογική συνθήκη ,

εντολές S

end

26



Λογικοί (boolean) τελεστές

Σύζευξη (και) µε τελεστή & (διµελής)

Αν η ϑερµοκρασία είναι κάτω απο 0oC και ϐρέχει, τότε χιονίζει.

∆ιάζευξη (ή) µε τελεστή | (διµελής)

Αν η οµάδα µου τερµατισει στις πρώτες ϑέσεις του πρωταθλήµατος ή

κατακτήσει το κύπελλο, τότε ϑ΄ αγωνιστεί του χρόνου στην Ευρώπη.

΄Αρνηση (δεν) µε τελεστή ˜ (µονοµελής)

Αν δεν είναι Σάββατο ή Κυριακή, τότε είναι εργάσιµη µέρα.

Πίνακας αλήθειας :

p q ˜p p & q p | q

1 1 0 1 1

1 0 0 1

0 1 1 0 1

0 0 0 0
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Σύνθετες λογικές εκφράσεις

f>=flo & f<=fhi

˜(2>3)

˜2>3

8∗2 − 1 >= 15 | 8/2∗2 == 8

Προτεραιότητα τελεστών :

• πρώτα οι αριθµητικοί τελεστές,

• µετά οι τελεστές συσχέτισης και η άρνηση

• και τέλος οι διµελείς λογικοί τελεστές.

Προσοχή, στον υπολογισµό εκφράσεων της µορφής: α ⊙ χ ⊙ ̙

όπου ⊙ κάποιος από τους τελεστές συσχέτισης (π.χ. 1 < 5 < 3)

x = 5;

x > 1 & x < 3 % FALSE

1 < x < 3 % TRUE

Οι εκφράσεις αυτές γράφονται πάντα σαν: α ⊙ χ & χ ⊙ ̙

28



Μια άλλη εντολή επανάληψης

Μετατροπή 7 ϑερµοκρασιών C σε ϐαθµούς F (µε χρήση της εντολής for).

% Μετατρέπει 7 ϑερµοκρασίες C σε ϐαθµούς F

% f , c − ϑερµοκρασίες F , C

% m − µετρητής

for m = 1:7,

c = input( ’ϑερµοκρασία Celsius ? ’);

f = (9/5)∗c + 32;

disp( ’ ισοδύναµη ϑερµοκρασία Fahrenheit ’);

disp( f );

end
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Η εντολή for

TRUE

FALSE

µτβ = µτβ + Β

µτβ <= ΤΤ

µτβ = ΑΤ

S

for µτβ = ΑΤ :Β :ΤΤ ,

εντολές S

end

για τις εκφράσεις

ΑΤ : αρχική τιµή, Β: ϐήµα, ΤΤ : τελική τιµή.

∆εν γίνεται καµµία επανάληψη όταν

• AT>TT & B>0

• AT<TT & B<0

Για µοναδιαίο Β, η for γράφεται :

for µτβ = ΑΤ :ΤΤ ,

εντολές S

end
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Παραδείγµατα for

for i = 1:10, disp( i ); end

for j = 1:1:10, disp( j ); end

for m = 2:3:10, disp(m); end

for odd = 1:2:100, disp(odd); end

for even = 0:2:100, disp(even); end

for nothing = 100:10:1, disp(nothing ); end

for nada = 100:−500:100000, disp(nada); end

for countdown = 10:−1:1, disp(countdown); end
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Σχέση for και while

for µτβ = ΑΤ :Β :ΤΤ ,

εντολές ;

end

ισοδ.

µτβ = ΑΤ ;

while µτβ <= ΤΤ ,

εντολές ;

µτβ = µτβ + Β ;

end

Η for προτιµάται όταν ο αριθµός των επαναλήψεων είναι γνωστός.
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Αγνωστο πλήθος επαναλήψεων

Σε πόσα χρόνια ϑα διπλασιαστει αποταµιευµένο κεφάλαιο 1000 €, που

τοκίζεται µε 5% το χρόνο?

my_money = 1000;

n = 0;

while my_money < 2000,

my_money = my_money ∗ 1.05;

n = n + 1;

end

disp( ’Χρόνια για διπλασιασµό χρηµάτων: ’);

disp(n);

Προτιµάται η while αντί της for.
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Χρήσιµες ‘εντολές’

... για οποιεσδήποτε εκφράσεις Α και Β

Σύνταξη Τι υπολογίζει Παραδείγµατα

Α^Β ύψωση σε δύναµη 2^3, x^(2+y)

sqrt(Α) τετραγωνική ϱίζα sqrt(2)

abs(Α) απόλυτη τιµή abs(-13.6)

floor(Α) στρογγυλοποίηση πρός −∞ floor(2.3), floor(-2.3)

ceil(Α) στρογγυλοποίηση πρός +∞ ceil(2.3), ceil(-2.3)

fix(Α) ακέραιο µέρος fix(2.3), fix(-2.3)

rem(Α,Β) Α - Β∗fix(Α/Β) rem(3,2), rem(2.2,2)
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Λιγότερα κέρµατα

Ελάχιστος αριθµός κερµάτων για δεδοµένο χρηµατικό ποσόν < €1

poson = input(’∆ώσε ποσόν σε λεπτά (῾100) ? ’);

c50 = fix (poson/50); % Κέρµατα των 50λ

poson = rem(poson, 50);

c20 = fix (poson/20); % Κέρµατα των 20λ

poson = rem(poson, 20);

c10 = fix (poson/10); % Κέρµατα των 10λ

poson = rem(poson, 10);

c5 = fix (poson/5); % Κέρµατα των 5λ

poson = rem(poson, 5);

c2 = fix (poson/2); % Κέρµατα των 2λ

c1 = rem(poson, 2); % Κέρµατα του 1λ

disp( ’Συνολικός αριθµός κερµάτων: ’);

disp(c50 + c20 + c10 + c5 + c2 + c1);
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Μετατροπή cm σε ft και in

% 1in = 2.54cm, 1ft = 12 in

cm = input(’∆ώσε µήκος σε cm? ’);

total_inches = cm/2.54;

feet = fix ( total_inches /12);

inches = total_inches − feet∗12; % ή inches = rem(total_inches , 12)

disp( ’ ft : ’ ); disp(feet );

disp( ’ in : ’ ); disp(inches );
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Αλγοριθµικές τεχνικές
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Αθροισµα 10 Αριθµών

1ος Τρόπος (µη αλγοριθµικός)

s = n1 + n2 + n3 + n4 + · · · + n10

Ανάγκη για 11 µεταβλητές και 10 αναγνώσεις

n1 = input( ’n1? ’ );

n2 = input( ’n2? ’ );

n3 = input( ’n3? ’ );

...

n10 = input( ’n10? ’ );

s = n1+n2+n3+n4+n5+n6+n7+n8+n9+n10;

disp(s );

Τι γίνεται µε πρόσθεση 100 αριθµών?

⇐⇒

s = 0;

n1 = input( ’n1? ’ );

s = s + n1;

n2 = input( ’n2? ’ );

s = s + n2;

...

n10 = input( ’n10? ’ );

s = s + n10;

disp(s );

Χρειάζονται στην πράξη και οι 10 µεταβλητές n1, n2, ..., n10??
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Αθροισµα 10 Αριθµών

2ος Τρόπος (αλγοριθµικός)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Εφικτή η πρόσθεση µε χρήση ένος µόνο προσθετέου.

Χρειάζονται 2 µόνο µεταβλητες : µία για τον εκάστοτε προσθετέο (value) και µία

για το αθροισµα ( total).

• Ο αθροιστής total αρχικά παίρνει

την τιµή 0.

• Για κάθε προσθετέο εκτελούνται τα

ϐήµατα:

1. Ανάγνωση µιας ακέραιας τιµής

και αποθήκευση στην value

2. Πρόσθεση της value στο τρέχον

άθροισµα total

total = 0;

for i =1:10,

value = input( ’Επόµενος όρος ? ’);

total = total + value;

end

disp( total );
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Επεξεργασία αγνώστου πλήθους δεδοµένων - I

Το πλήθος των δεδοµένων δεν είναι πάντα το ίδιο. Καταµέτρηση

δεδοµένων.

Γενικός αλγόριθµος π.χ. αθροισµα αριθµών

n = input( ’Πλήθος δεδοµένων ? ’);

% Αρχική επεξεργασία

for i =1:n,

% Επεξεργασία δεδοµένου i

end

% Τελική επεξεργασία

n = input( ’Πλήθος προσθετέων ? ’);

sum = 0;

for i =1:n,

value = input( ’Επόµενος όρος ? ’);

sum = sum + value;

end

disp(sum);

ΠΡΟΒΛΗΜΑ µε πολύ µεγάλες λίστες αριθµών.
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Επεξεργασία αγνώστου πλήθους δεδοµένων - II

ΑΝΤΙΜΕΤΩΠΙΣΗ: ανάγνωση και επεξεργασία δεδοµένων µεχρι να εισαχθεί

κάποια ειδικό δεδοµένο (π.χ. 0 ή -1), που δεν είναι επεξεργάσιµο, απλώς

σηµατοδοτεί το τέλος των δεδοµένων.

Γενικός αλγόριθµος π.χ. γινόµενο αριθµών

% Αρχική επεξεργασία

end_of_data = % Ειδική τιµή τέλους

% ∆ιάβασε τον πρώτο όρο

value = input( ’Value? ’);

while value ˜= end_of_data,

% Επεξεργασία τρέχοντος δεδοµένου

% ∆ιάβασε το επόµενο δεδοµένο

value = input( ’Value? ’);

end

end_of_data = 0;

prod = 1;

value = input( ’Πρώτος όρος ? ’);

while value ˜= end_of_data,

prod = prod∗value;

value = input( ’Επόµενος όρος ? ’);

end

disp(prod);

41

Αθροισµα ϑετικών όρων λίστας

Για λίστα αγνώστου πλήθους όρων.

Χρειάζεται ο έλεγχος του προσήµου κάθε αριθµού στη λίστα.

end_of_data = 0;

sum = 0;

disp( ’Αθροισµα ϑετικών όρων λίστας ’);

disp( ’∆ωσε 0 για τερµατισµό ’);

value = input( ’Πρώτος όρος ? ’);

while value ˜= end_of_data,

if value > 0,

sum = sum + value;

end

value = input( ’Επόµενος όρος ? ’);

end

disp(sum);
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Αθροισµα ψηφίων ακεραίου

Για τον ακέραιο n:

• Εύρεση τελευταίου ψηφίου:

rem(n, 10)

• Αποκοπή τελευταίου ψηφίου:

fix (n/10)

Π.χ. για το 1985:

rem(1985,10) −→ 5

fix (1985/10) −→ 198

n = input( ’∆ώσε ϑετικό ακέραιο ? ’);

dsum = 0;

while n>0,

dsum = dsum + rem(n, 10);

n = fix (n/10);

end

disp(dsum);

43

Ατέρµονες επαναλήψεις

Υπάρχει περίπτωση µια επαναληπτική εντολή να µην τερµατίζει.

Παράδειγµα:

while n >= 0,

dsum = dsum + rem(n, 10);

n = fix (n/10);

end

Οταν εξαντληθούν όλα τα ψηφία, το n ϑα παίρνει διαρκώς την τιµή 0

και η παραπάνω while δεν τερµατίζει.

44



Πρώτοι Αριθµοί

Βασικό πρόβληµα στη Θεωρία Αριθµών είναι ο έλεγχος άν κάποιος

ακέραιος είναι πρώτος.

Ενας ακέραιος > 1 είναι πρώτος αν έχει ακριβώς δύο διαιρέτες :

τη µονάδα και τον εαυτό του.

Οι πρώτοι αριθµοί σηµαντικοί στην κρυπτογραφία (= µελέτη κωδίκων):

στις ηλεκτρονικές επικοινωνίες, οι υπολογιστές χρησιµοποιούνται για

κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση· πολλές τεχνικές κωδικοποίησης

ϐασίζονται στη ϑεωρία πρώτων αριθµών
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Αλγόριθµος Π1: έλεγχος πρώτων αριθµών

Είναι ο n πρώτος?

• Καταµέτρηση όλων των διαιρετών του n (χρειάζεται να

υπολογισθούν). Αν είναι ακριβώς 2 τότε ο n είναι πρώτος.

• Οι πιθανοί διαιρέτες του n είναι ≤ n, άρα αρκεί να ελεγχθεί ποιοί

από τους 1, 2, . . . , n είναι διαιρέτες του n.
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Πρόγραµµα για τον αλγόριθµο Π1

% Ελέγχει αν ένας ακέραιος είναι πρώτος αριθµός

% n − αριθµός για έλεγχο

% num_div − πλήθος διαιρετών

n = input( ’∆ώσε ακέραιο αριθµό ? ’);

num_div = 0;

for i = 1: n,

if rem(n,i ) == 0, num_div = num_div + 1; end

end

if num_div == 2,

disp( ’Ο αριθµός είναι πρώτος ’);

else ,

disp( ’Ο αριθµός είναι σύνθετος ’);

end
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Βελτίωση της αποτελεσµατικότητας του Π1:

αλγόριθµος Π2

• Ο Π1 δεν είναι πρακτικός για µεγάλους αριθµούς : ο 1000000

ϕαίνεται οτι ∆ΕΝ ειναι πρώτος στον έλεγχο µε το 2. Αρα ο

αλγόριθµος µπορεί να τερµατίζει µόλις ϐρεθεί διαιρέτης > 1.

• Περιτεύει η εξέταση πιθανών διαιρετών που είναι άρτιοι και > 2: αν

ο n δεν διαιρείται από το 2, τότε δεν διαιρείται από κανένα άρτιο.

• Αριθµοί >
√

n δεν χρειάζεται να ελεγχθούν σαν πιθανοί διαιρέτες :

Αν δ1 6= δ2 είναι δυο διαιρέτες του n τέτοιοι ώστε δ1 × δ2 = n, τότε

ένας από τους δ1, δ2 ϑα είναι οπωσδήποτε <
√

n (απόδειξη µε

απαγωγή σε άτοπο).
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Πρόγραµµα για τον αλγόριθµο Π2

% Ελέγχει αν ένας ακέραιος είναι πρώτος αριθµός

% n − αριθµός για έλεγχο

% divisor − πιθανοί διαιρέτες

% is_prime − ‘λογική’ µεταβλητή

% = 1, ο αριθµός είναι πρώτος

% = 0, ο αριθµός δεν είναι πρώτος

%

n = input( ’∆ώσε ακέραιο αριθµό ? ’);

% έστω ότι ο αριθµός είναι πρώτος

is_prime = 1;

%

if rem(n,2)==0,

is_prime = 0;

else
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divisor = 3;

while divisor <=sqrt(n) & is_prime ,

if rem(n, divisor ) == 0,

is_prime = 0;

else

divisor = divisor + 2;

end

end

end

if is_prime ,

disp( ’Ο αριθµός είναι πρώτος ’);

else ,

disp( ’Ο αριθµός είναι σύνθετος ’);

end
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Προβλήµατα µε τον αλγόριθµο Π2

• Λάθος για n = 1 (όχι πρώτος) και n = 2 (ο µόνος πρώτος άρτιος)

• Ο Π2 µπορεί να είναι αργότερος από τον Π1 γιατί υπολογίζει την

sqrt (n) σε ΚΑΘΕ επανάληψη:

while divisor <=sqrt(n) & is_prime ,

Αντιµετώπιση:

limit = sqrt (n);

while divisor <= limit & is_prime ,

• Ο Π2 µπορεί να δώσει λάθος αποτελέσµατα ανάλογα µε τον

υπολογιστή. Π.χ: για το 49 µε διαιρέτες τους 1, 7, 49, η sqrt (49)

µπορεί να υπολογίζεται σαν 6.9999999 σε κάποιο µηχάνηµα. Το 7

δεν ϑα ελεγχθεί σαν πιθανός διαιρέτης και ο Π2 ϑα δώσει οτι ο 49

είναι πρώτος. Αρα χρειάζεται ελεγχος µέχρι sqrt (n) + 1.
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Πρόγραµµα για τον αλγόριθµο Π3

% ... όπως και σε Π2

if ( rem(n,2)==0 & n>2) | n==1,

is_prime = 0;

else

divisor = 3;

limit = sqrt (n)+1;

while divisor <= limit & is_prime ,

if rem(n, divisor ) == 0,

is_prime = 0;

else

divisor = divisor + 2;

end

end

end % ... όπως και σε Π2
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Επιλογή αλγορίθµου

Μεταξύ των συντακτικά ορθών Π1 και Π3:

• Ο Π3 είναι ταχύτερος, ειδικά όταν αποτελεί µέρος µεγαλύτερης

εφαρµογής όπου καλείται πολλές ϕορές.

• Ο Π1 είναι απλούστερος και πιο ευανάγνωστος.

Σε εφαρµογές όπου ο χρόνος είναι κρίσιµος προτιµάται ο

αποτελεσµατικότερος αλγόριθµος.

Για εύκολη συντήρηση προγραµµάτων δυνατή και η χρησιµοποίηση

απλούστερων αλγορίθµων σε ϐάρος της αποτελεσµατικότητας.
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Πίνακες
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∆οµές δεδοµένων

Σε πολλά (κυρίως µαθηµατικά) προβλήµατα (π.χ. ανάλυση

πειραµάτων, στατιστική επεξεργασία, γραφικές παραστάσεις, επίλυση

γραµµικών συστηµάτων, κ.α.):

• Ανάγκη για αποθήκευση/διαχείριση πολλών δεδοµένων.

• Για την αποτελεσµατικότερη (κυρίως από πλευράς ταχύτητας

επεξεργασίας, αλλά και προγραµµατιστικής ευκολίας), διαχείριση

τους απαιτείται η οργάνωση των δεδοµένων ανάλογα µε:

– τις µεταξύ τους σχέσεις·

– τη σειρά επεξεργασίας τους·

– τον τρόπο και το µέσον αποθήκευσης τους.

• ∆οµές δεδοµένων.
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Μονοδιάστατοι πίνακες (array)

• Η απλούστερη δοµή (συλλογή) δεδοµένων είναι ο 1-διάστατος

πίνακας (array) που είναι :

∆ιατεταγµένη Η σειρά των στοιχείων είναι σηµαντική.

Οµογενής Ολα τα δεδοµένα είναι του ιδίου τύπου.

• Αναλογία µε πίνακες στα µαθηµατικά.

• Χρησιµοποιούνται όταν ϑέλουµε να ϕυλάξουµε τα δεδοµένα µας

για περαιτέρω υπολογισµούς στο προγραµµά µας. Π.χ.

– Οταν ϑέλω απλώς να προσθέσω 10 αριθµούς χρησιµοποιώ µια

µόνο µεταβλητή για όλα τα δεδοµένα µου.

– Οταν ϑέλω να συγκρίνω καθένα από τους 10 αριθµούς µε τον

µέσο όρο τους, χρησιµοποιώ ένα array 10 ϑέσεων.
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Παράδειγµα

Για να διαχειριστούµε τις ηµερήσιες ϑερµοκρασίες µιας εβδοµάδας

ΚΥ ∆Ε ΤΡ ΤΕ ΠΕ ΠΑ ΣΑ

16 18 14 12 19 21 15

Χρησιµοποιείται ο 1-διάστατος πίνακας T

16 18 14 12 19 21 15

T(1) T(2) T(3) T(4) T(5) T(6) T(7)

T

όπου η ϑερµοκρασία της Κυριακής είναι η T(1), της ∆ευτέρας η T(2), ...

Τα στοιχεία του πίνακα αποθηκεύονται σε ...

... διαδοχικές και συνεχόµενες ϑέσεις µνήµης.
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Είσοδος/έξοδος µονοδιάστατων πινάκων

Ενα-ενα τα στοιχεία Ολόκληρος ο πίνακας

for i =1:7

t ( i )=input( ’∆ώσε στοιχείο ’);

end

t = input( ’∆ώσε τον πίνακα t ’);

Ο χρήστης περιµένει το µήνυµα

και εισάγει ένα-ένα τα στοιχεία

του t

Ο χρήστης περιµένει το µήνυµα

και εισάγει ολόκληρο τον

πίνακα:

[16 18, 14, 12 19 21 15]

Τα στοιχεία του πίνακα διαχωρί-

Ϲονται µε κενά ή κόµµα.

Εξοδος του στοιχείου t ( i ):

disp( t ( i ))

Εξοδος ολόκληρου του πίνακα:

disp( t )
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Επεξεργασία µε µονοδιάστατους πίνακες

% Αποκλίσεις από µέση ηµερήσια ϑερµοκρασία για µια εβδοµάδα

% T − πίνακας ϑερµοκρασιών

% mt − µέση ηµερήσια ϑερµοκρασία

% DT − διαφορές ϑερµοκρασιών από µέση τιµή

T = input( ’∆ώσε τον πίνακα ϑερµοκρασιών ’);

sum = 0;

for i =1:7,

sum = sum + T( i );

end

mt = sum/7;

disp( ’Μέση ηµερήσια ϑερµοκρασία ’); disp(mt);

for i =1:7,

DT( i ) = T( i ) − mt;

end

disp( ’Θερµοκρασιακές διαφορές ’); disp(DT);
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Μέγιστο και ελάχιστο στοιχείο πίνακα 100 στοιχείων

for i =1:100,

list ( i ) = input( ’∆ώσε στοιχείο της λίστας ’);

end

small = list (1); % το ελάχιστο στοιχείο της λίστας

large = list (1); % το µέγιστο στοιχείο της λίστας

for i =2:100,

if list ( i ) < small ,

small = list ( i );

else ,

if list ( i ) > large,

large = list ( i );

end

end

end
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∆ισδιάστατοι πίνακες

Μαθήµατα Πληροφορικής

ΑΜ Φοιτητή Πληροφορική I Πληροφορική II Γλώσσες Προγ/σµού

201000 5 9 2

222222 10 8 0

250001 7 2 5

... ... ... ...

230712 6 6 6

• Αν n είναι το πλήθος των ϕοιτητών που εξετάστηκαν στα 3 αυτά µαθήµατα

πληροφορικής, τότε τα παραπάνω δεδοµένα παριστάνονται σαν ένας

πίνακας n × 3 (n γραµµών και 3 στηλών).

• Κάθε γραµµή του πίνακα έχει τον ίδιο αριθµό στηλών: ο ϕοιτητής 222222

ή έχει πάρει 0 στο µάθηµα ‘Γλώσσες Προγ/σµού’ δεν έχει εξεταστεί σε αυτό.
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Αναθέσεις τιµών σε µεταβλητές πινάκων

• Μονοδιάστατοι πίνακες

x = [1 2 3];

y = [5, 5, 6, 7, 8, 9];

• ∆ισδιάστατοι πίνακες

A = [1 2 3

4 5 6];

B = [1 2 3; 4, 5 6];

• Αναθέσεις τιµών σε µεµονωµένα στοιχεία ενός πίνακα:

x (1) = 8.5;

A(2,1) = 11
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Είσοδος/έξοδος δισδιάστατων πινάκων

Ενα-ενα τα στοιχεία Ολόκληρος ο πίνακας

for i =1:100

for j =1:3

M(i , j )=input( ’∆ώσε στοιχείο ’);

end

end

M = input(’∆ώσε τον πίνακα M’);

Ο χρήστης περιµένει το µήνυµα και

εισάγει ένα-ένα τα στοιχεία του M

Ο χρήστης περιµένει το µήνυµα

και εισάγει ολόκληρο τον πίνα-

κα.
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Επεξεργασία µε δισδιάστατους πίνακες

∆ίνονται οι ϐαθµολογίες 100 ϕοιτητώς που εξετάστηκαν σε 6 µαθήµατα

πληροφορικής. Να ϐρεθει :

1. Ο µέσος όρος του κάθε ϕοιτητή.

2. Το µάθηµα στο οποίο πέρασαν οι περισσότεροι ϕοιτητές.
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Επεξεργασία µε δισδιάστατους πίνακες (συνεχ.)

% M − πίνακας ϐαθµολογιών

% numpass − αριθµός ϕοιτητών που πέρασαν στο µάθηµα i

% student_friendly − µάθηµα µε τους περισσότερους επιτυχόντες

M = input(’Πίνακας ϐαθµολογιών ’);

for i =1:100, % Για κάθε ϕοιτητή

% Υπολόγισε το µέσο όρο

sum = 0;

for j =1:6,

sum = sum + M(i, j );

end

disp(sum/6);

end

%
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% Αριθµός επιτυχόντων σε κάθε µάθηµα

for j =1:6,

numpass(j ) = 0;

for i =1:100,

if M(i, j ) >= 5,

numpass(j) = numpass(j ) + 1;

end

end

end

student_friendly = 1;

for i =2:6,

if numpass(i) > numpass(student_friendly),

student_friendly = i ;

end

end

disp( student_friendly );
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Η εντολή size

Χρησιµοποιείται για την εύρεση του αριθµού των στηλών ή των

γραµµών ενός πίνακα.

Αν A είναι ένας δισδιάστατος πίνακας p × q τότε :

• size (A,1) δίνει τον αριθµό των γραµµών p του A, και

• size (A,2) δίνει τον αριθµό των στηλών q του A.

Ενας µονοδιάστατος πίνακας x είναι ουσιαστικά ένας πίνακας 1× n (µε

µια γραµµή και n στήλες. Αρα το πλήθος των στοιχείων του

υπολογίζεται σαν : size (x ,2)
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Μέγιστο και ελάχιστο στοιχείο µονοδιάστατου πίνακα

Ο αλγόριθµος στη γενικότερη µορφή του:

list = input( ’∆ώσε τη λίστα ’);

small = list (1); % το ελάχιστο στοιχείο της λίστας

large = list (1); % το µέγιστο στοιχείο της λίστας

for i =2:size ( list ,2), % πλήθος στοιχείων µε την εντολή size

if list ( i ) < small ,

small = list ( i );

else ,

if list ( i ) > large,

large = list ( i );

end

end

end
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Αρχικοποίηση πινάκων

for i =1:100,

x( i ) = i ;

% εντολές που δεσµεύουν µνήµη

end

Η εικόνα της µνήµης:
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i=1; x(i)=i;

i=2; x(i)=i;

i=3; x(i)=i;
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Αρχικοποίηση πινάκων (συνεχ.)

x = zeros (1,100); % δηµιουργεί µηδενικό διάνυσµα 100 ϑέσεων

for i =1:100,

x( i ) = i ;

% εντολές που δεσµεύουν µνήµη

end

Η εικόνα της µνήµης:
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i=3; x(i)=i;1 .....0 0 0 02 3

x
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Γραφικές παραστάσεις: η εντολή plot

Αν οι συντεταγµένες των ση-

µείων (x1, y1), (x2, y2), . . . (xn , yn)

είναι αποθηκευµένες στους µο-

νοδιάστατους πίνακες x και y

αντίστοιχα, τότε η εντολή

plot (x , y)

ενώνει γραφικά, µε ευθύγραµµα

τµήµατα το σηµείο (x1, y1) µε το

(x2, y2), το σηµείο (x2, y2) µε το

(x3, y3), ..., το σηµείο (xn−1, yn−1)

µε το (xn , yn)

Π.χ για τη συνάρτηση:

1

(x − 0.3)2 + 0.1
+

1

(x − 0.9)2 + 0.4
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0

20

40
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Γραφική παράσταση πολυωνύµου

Εστω η: y = x3 − 2x2 − 5x + 6, x ∈ [−2, +4].

−2 −1 0 1 2 3 4
−5

0

5

10

15

20

... χρειάζεται ο υπολογισµός τιµών (xi , yi) σε διακριτά σηµεία.
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Υπολογισµός τιµών πολυωνύµου I

Για δεδοµένο n και x1 = −2, x2, x3, . . . , xn = +4.

n = input( ’αριθµός σηµείων ? ’);

xleft = −2;

xright = 4;

h = ( xright−xleft )/(n−1); % ϐήµα x

x = zeros (1,n ); % αρχικοποίηση x

y = x ; % αρχικοποίηση y

i = 1;

for t= xleft :h: xright ,

x( i ) = t ;

y( i ) = t^3 − 2∗t^2 − 5∗t + 6;

i = i + 1;

end

plot (x ,y );
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Υπολογισµός τιµών πολυωνύµου II

Για δεδοµένο h και x1 = −2, x2 = x1 + h, x3 = x2 + h, . . .

h = input( ’ϐήµα αύξησης του x ? ’);

xleft = −2;

xright = 4;

n = fix (( xright−xleft )/h ) + 1; % αριθµός σηµείων

x = zeros (1,n ); % αρχικοποίηση x

y = x ; % αρχικοποίηση y

i = 1;

for t= xleft :h: xright , % δεν υπολογίζεται πάντα το xright

x( i ) = t ;

y( i ) = t^3 − 2∗t^2 − 5∗t + 6;

i = i + 1;

end

plot (x ,y );
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Ο κανόνας του Horner

Σε κάθε επανάληψη (για κάθε σηµείο (xi , yi)), για τον υπολογισµό της

τιµής της έκφρασης:

y( i ) = t^3 − 2∗t^2 − 5∗t + 6;

γίνονται 5 πολλαπλασιασµοί (2 για t^3, 2 για 2∗t^2 και 1 για 5∗t).
Αν η εκφραση υπολογιστεί ισοδύναµα σαν:

y( i ) = (( t−2)∗t − 5)∗t + 6;

τότε εκτελούνται µόνο 2 πολλαπλασιασµοί.

Προφανώς: µεγαλύτερο υπολογιστικό όφελος για πολυώνυµα µεγάλου

ϐαθµού και/ή πολλές επαναλήψεις (σηµεία).
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Υπολογισµός ϱητών συναρτήσεων

Για h = 0.25, υπολογισµός : y = (x3 + 2x2 − 5x + 6)/(x2 − x − 2), στο [−4, 3]

h = 0.25; xleft = −4; xright = 3;

n = fix (( xright−xleft)/h ) + 1; % αριθµός σηµείων

x = zeros (1,n ); y = x ; i = 1;

for t= xleft :h: xright ,

x( i ) = t ;

denom = t^2 − t − 2; % υπολογισµός παρανοµαστή

if denom == 0,

disp( ’η συνάρτηση δεν ορίζεται στο: ’); disp( t );

else ,

y( i ) = ( t^3 − 2∗t^2 − 5∗t + 6) / denom;

disp(x( i )); disp(y( i ));

end

i = i + 1;

end
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Συναρτήσεις
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Ροή ελέγχου

Είναι η σειρά µε την οποία εκτελούνται οι εντολές. Μέχρι τώρα,

«σειριακή», «επαναληπτική» και εκτέλεση «υπό συνθήκη».
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Μια άλλη µορφή ϱοής ελέγχου

Ενα πρόγραµµα καλεί

µια συνάρτηση (ή υπο-

πρόγραµµα), ο έλεγχος

µεταφέρεται προσωρινά

στις εντολές της συνάρ-

τησης και, αφού εκετελε-

στούν επιστρέφει στον αρ-

χικό κώδικα.
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Η (µεγάλη) ιδέα πίσω από τις συναρτήσεις

• Εντόπισε ένα «υπο-πρόβληµα» που χρειάζεται να επιλυθεί σαν

µέρος του προγράµµατος (της συνολικής αλγοριθµικής επίλυσης

για το πρόβληµα που αντιµετωπίζει το πρόγραµµα).

• Επίλυσε αλγοριθµικά το υπο-πρόβληµα και γράψε τον κώδικα µόνο

µια ϕορά.

• ∆ώσε στο κωδικα του υπο-προβλήµατος ένα όνοµα: αυτό τον

µετατρέπει σε συνάρτηση.

• Οταν συναντήσεις ξανά το ίδιο υπο-πρόβληµα, χρησιµοποίησε

απλώς το όνοµα της συνάρτησης για να Ϲητήσεις να εκτελεστεί

εµβόλιµα ο κώδικας της συνάρτησης προτόυ ο έλεγχος επιστρέψει

πίσω.
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Συναρτήσεις

Σύνολο συγκεντρωµένων εντολών µε χαρακτηριστικό όνοµα. Αυτοτελής

κώδικας για συγκεκριµένη υπολογιστική εργασία, που «αποκρύπτει»

προγραµµατιστικές λεπτοµέρειες.

Γιατί συναρτήσεις?

• Λογική σχεδίαση προγραµµάτος.

• «Μαύρα κουτιά».

• Επαναχρησιµοποίηση κώδικα σε άλλα προγράµµατα.

• Αποφυγή επανάληψης κώδικα στο ίδιο πρόγραµµα.

Είδη συναρτήσεων:

1. Βιβλιοθήκης (µέρος του Matlab)·

2. Ορισµένες από προγραµµατιστή.
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Σχεδιασµός συναρτήσεων, απόκρυψη υλοποίησης

Μια συνάρτηση:

• υλοποιεί κάποιον αλγόριθµο (χρειάζεται δεδοµένα εισόδου/εξόδου)

• παίρνει δεδοµένα εισόδου από την συνάρτηση που την κάλεσε, και

• δίνει δεδοµένα εξόδου πίσω στην συνάρτηση που την κάλεσε,

και πρέπει να έχει :

• µοναδικό όνοµα·

• καλά σχεδιασµένο interface (= πως επικοινωνει µε το περιβάλλον

της = τι είδους παραµέτρους χρειάζεται για να λειτουργήσει σαν

«µαύρο κουτί»)

Μια καλά σχεδιασµένη συνάρτηση λειτουργεί σαν «µαύρο κουτί»
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Προγραµµατισµός συναρτήσεων

• Ορισµός συνάρτησης

function [παράµετροι εξόδου ] = όνοµα (παράµετροι εισόδου )

εντολές

return

• Κλήση συνάρτησης

[ορίσµατα εξόδου ] = όνοµα (ορίσµατα εισόδου );
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Υπολογισµός N ! = 1× 2× 3× · · · × N

function p = Factorial (n)

%FACTORIAL(N) Υπολογίζει το Ν!

p = 1;

for i =1:n , p = p ∗ i ; end

return

Κλήση από αρχείο προγράµµατος η το περιβάλλον Matlab:

a = Factorial (5);

Κλήση από άλλη συνάρτηση:

function c = Combinations(n, k)

%COMBINATIONS(N,K) Συνδυασµοί Ν αντικειµένων ανά Κ

c = Factorial (n ) / ( Factorial (k ) ∗ Factorial (n−k));

return
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Εµβαδόν κύκλου και δακτυλίου

function E = circle_area( r )

E = pi∗r∗r ;
return

function E = ring_area( inner , outer)

%RING_AREA Εµβαδόν κυκλικού δαλτυλίου

% inner , outer − Εσωτερική/εξωτερική ακτίνα

inner_area = circle_area( inner ); % µε χρήση της circle_area

outer_area = circle_area(outer );

E = outer_area − inner_area;

return
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Τοπικές µεταβλητές

• Μια συνάρτηση µπορεί να ορίσει δικές της τοπικές µεταβλητές.

• Οι τοπικές µεταβλητές έχουν νόηµα ΜΟΝΟ µέσα στη συνάρτηση

– ∆ηµιουργούνται όταν καλείται η συνάρτηση.

– Παύουν να υπάρχουν όταν η συνάρτηση επιστρέψει.

• Οι παράµετροι µιας συνάρτησης είναι επίσης τοπικές.

• Οι παράµετροι αρχικοποιούνται αντιγράφοντας την τιµή του

ορίσµατος.
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Ενα πρόγραµµα µε συναρτήσεις

r1 = input( ’Εσωτερική ακτίνα δακτυλίου ’);

r2 = input( ’Εξωτερική ακτίνα δακτυλίου ’);

disp(ring_area(r1 , r2 ));

Κάθε συνάρτηση στο Matlab γράφεται σε δικό της αρχείο

• Το παραπάνω γράφεται εκτελείται άµεσα στο περιβάλλον Matlab, ή

γράφεται σε αρχείο µε κατάληξη .m

• Η συνάρτηση circle_area ΠΡΕΠΕΙ να γραφτεί σε αρχείο

circle_area.m

• Η συνάρτηση ring_area ΠΡΕΠΕΙ να γραφτεί σε αρχείο ring_area.m

Το Matlab εντοπίζει τον κώδικα µιάς συνάρτησης ΜΟΝΟ σε αρχεία µε

το ίδιο όνοµα και κατάληξη .m
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∆οµή προγραµµάτων: ιεραρχία συναρτήσεων

FUNCTION

FUNCTION FUNCTION FUNCTION FUNCTION FUNCTION

FUNCTION

FUNCTION

1

2 3

4 5 6 7 8
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Ροή ελέγχου συνάρτησης
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Οταν καλείται µια συνάρτηση:

1. ∆εσµεύεται χώρος στη µνήµη για τις παραµέτρους

και τις τοπικές µεταβλητές της συνάρτησης.

2. Οι τιµές των ορισµάτων αντιγράφονται στις αντίστοι-

χες µεταβλητές των παραµέτρων.

3. Ο έλεγχος µεταφέρεται στο σώµα της συνάρτησης.

4. Εκτελούνται οι εντολές της συνάρτησης

5. Ο έλεγχος και τα δεδοµένα εξόδου επιστρέφονται

στην καλούσα συνάρτηση.

6. Αποδεσµεύεται ο χώρος στη µνήµη για τις παραµέ-

τρους και τις τοπικές µεταβλητές της συνάρτησης.
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Συνάρτηση για έλεγχο πρώτων αριθµών

function is_prime = isPrime (n)

%ISPRIME(N) Επιστρέφει 1 αν ο Ν είναι πρώτος, 0 αν είναι σύνθετος

is_prime = 1;

if ( rem(n,2)==0 & n>2) | n==1,

is_prime = 0;

else

divisor = 3;

limit = sqrt (n)+1;

while divisor <= limit & is_prime ,

if rem(n, divisor ) == 0, is_prime = 0; else , divisor = divisor + 2; end

end

end

return
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Ζεύγη πρώτων αριθµών

Πρόβληµα Να ϐρεθούν όλα τα Ϲεύγη πρώτων αριθµών p και q στο

διάστηµα [3, 200] για τα οποία q = 2p + 1.

Ανάλυση Αρκεί ο έλεγχος περιττών αριθµών στο διάστηµα [3, 99]. Για

κάθε περιττό p ελέγχεται άν ο 2p + 1 είναι πρώτος. Χρησιµοποιείται

η συνάρτηση isPrime.

for p = 3:2:99,

if isPrime (p),

if isPrime(2∗p+1),

disp(p ); disp(2∗p+1);

end

end

end
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∆ιάταξη 3 αριθµών

Πρόβληµα

Να γραφεί συνάρτηση που δέχεται 3 αριθµούς a, b και c και τους

επιστρέφει διατεταγµένους έτσι ώστε a ≤ b ≤ c.

Ανάλυση Ενας µή προφανής (αλλά κοµψός) αλγόριθµος :

1. Εναλλαγή των a και b, αν χρειάζεται, έτσι ώστε a ≤ b.

2. Εναλλαγή των b και c, αν χρειάζεται, έτσι ώστε b ≤ c. (Τώρα η

µεταβλητή c έχει την µεγαλύτερη τιµή, αλλά τα a, b δεν είναι κατ΄

ανάγκη διατεταγµένα).

3. Εναλλαγή των a και b, αν χρειάζεται, έτσι ώστε a ≤ b.
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∆ιάταξη 3 αριθµών

function [ x , y ] = sort2 (x , y)

%∆ιάταξη 2 αριθµών

if y<x,

temp = y;

y = x;

x = temp;

end

return

1.  temp = y

2.   y = x

3.  x = temp
temp

x y

function [ a , b , c ] = sort3 (a, b, c)

%∆ιάταξη 3 αριθµών

[a , b] = sort2 (a, b);

[b , c ] = sort2 (b, c);

[a , b] = sort2 (a, b);

return
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Μαθηµατικές εφαρµογές
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Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (ΜΚ∆) - I

Εξαντλητικός αλγόριθµος ∆1

1. Εστω MKD(x,y) == x (δεν µπορεί να είναι >x και να διαιρεί

ταυτόχρονα το x).

2. Αν ο x διαιρεί τον y, ΤΕΛΟΣ : ΜΚ∆ είναι ο x.

3. Αν ο x ∆ΕΝ διαιρεί τον y, έστω οτι MKD(x,y) == (x−1). ΒΗΜΑ 1.

function g = MKD(x, y)

g = x;

while rem(x,g )˜=0 | rem(y,g)˜=0,

g = g − 1;

end

return
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Παρατηρήσεις στον αλγόριθµο ∆1

• Το while εκτελείται όσο η συνθήκη:

rem(x,g )˜=0 | rem(y,g)˜=0 είναι true

δηλ. σταµατάει όταν :

rem(x,g)==0 & rem(y,g)==0

• Ο αλγόριθµος ∆1 τερµατίζει πάντα (µε

MKD(x,y) == 1).

Νόµοι De Morgan

Για τις λογικές προτά-

σεις (εκφράσεις), p και

q ισχύει :

¬(p & q) ⇐⇒ ¬p | ¬q

και

¬(p | q) ⇐⇒ ¬p & ¬q

Πρόβληµα µε ∆1: χρειάζεται πολλά ϐήµατα, π.χ.

1000000 ϐήµατα για τον υπολογισµό MKD(1000005, 1000000) == 5.
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Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (ΜΚ∆) - II

Αλγόριθµος του Ευκλείδηα΄ ∆2

Βήµα 1: Υπολόγισε r = rem(x, y).

Βήµα 2: Αν r==0, τότε MKD(x,y)==y.

Βήµα 3: Αν r˜=0, εκτέλεσε το Βήµα 1 µε x=y και y=r.

Ο ∆2 υπολογίζει τον MKD(1000005, 1000000) σε δύο µόνο ϐήµατα.

function y = MKD(x, y)

r = rem(x, y );

while r ˜= 0,

x = y ; y = r ;

r = rem(x, y );

end

return

α΄Στοιχεία, Βιβλίο 7, Πρόταση ΙΙ.
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Αριθµητικοί Αλγόριθµοι

Παράδειγµα για τον υπολογισµό µαθηµατικών συναρτήσεων όπως η

sqrt για την τετραγωνική ϱίζα.

Ενδεικτικές κατηγορίες αριθµητικών αλγορίθµων:

• ∆ιαδοχικές προσεγγίσεις.

• Ανάπτυγµα σειράς.
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∆ιαδοχικές προσεγγίσεις

1. Εστω οτι η αυθαίρετη τιµή x0 είναι η απάντηση.

2. Υπολογισµός καλύτερης ’προσεγγισης’ x1 χρησιµοποιώντας το x0

(π.χ. αν x0 πολύ µεγάλο επιλέγεται µικρότερο x1 και αντίστροφα).

3. Αν εξασφαλίζεται οτι κάθε νέα προσέγγιση µε τη µεθοδολογία του

ΒΗΜΑΤΟΣ 2 πλησιάζει περισσότερο την απάντηση τότε η

επαναληπτική διαδικασία 1-2-3 οδηγεί διαδοχικά σε καλύτερες

προσεγγίσεις. ΤΕΛΟΣ όταν επιτευχθεί κάποια ικανοποιητική

ακρίβεια.
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Ελεγχος ’ισότητας’ δυο πραγµατικών αριθµών

Πρόβληµα ακρίβειας στις συγκρίσεις πραγµατικών.

Υπολογιστικά, 2 πραγµατικοί x, y, ϑεωρούνται ίσοι όταν ικανοποιούν

κάποια προσεγγιστική σχέση όπως η:

|x − y|
min(|x|, |y|) < ε

όπου ε µια σταθερά για την επιθυµητή ακρίβεια.
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Βοηθητικές συναρτήσεις

function bool = approxEqual(x, y)

epsilon = 0.000001;

num = abs(x − y);

den = minF(abs(x), abs(y ));

if ( num+den == num),

bool = (x==y);

else ,

bool = (num/den < epsilon);

end

return

function y = minF(x , y)

if x<y , y = x ; end

return
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Η µέθοδος Newton για τετραγωνική ϱίζα

x =
√

a ισοδ. µε εύρεση της ϑετικής ϱίζας της συνάρτησης f (x) = x2−a.

xx
1

x4 x3 x2

y f(x)

f (x0)

x0 − x1
= f ′(x0)⇒ x1 = x0−

f (x0)

f ′(x0)

και για την x2 − a:

xi+1 = xi −
x2

i − a

2xi

Χρειάζονται 2 µεταβλητές για τα xi+1 και xi ?
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Τετραγωνική ϱίζα µε αλγόριθµο Newton

function x = NewtonSqrt(a)

if a == 0, x = 0; return ; end

if a < 0, disp (" ERROR!"); x = −1; return ; end

x = a;

while ˜approximatelyEqual(a, x∗x)

% x = x − (x∗x − a)/(2∗x);

x = ( x + a/x)/2;

end

return
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Ανάπτυγµα σειράς

Το παράδοξο του Ζήνωνα:

s =
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+ . . .

δηλ. άπειρο πλήθος όρων µε πεπερασµένο όµως άθροισµα:

2s = 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+ . . .

ή

2s = 1 + s

Αρα η σειρά συγκλίνει στο s = 1.

Γενικός όρος της σειράς : ti = 1/2i (δυναµοσειρά)

Οι δυναµοσειρές σηµαντικές για τα υπολογιστικά µαθηµατικά.

Σε αλγόριθµους υπολογισµού δυναµοσειρών αναζητείται σχέση

που δίνει τον i-στο όρο από τον όρο i − 1.
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Υπολογισµός της s =
∑

1
2i

Κάθε νέος όρος προκύπτει από τον προηγούµενο:

ti =
1

2i
=

1

2i−1

1

2
= ti−1

1

2

sum = 0;

term = 0.5;

while 1,

sum = sum + term;

term = term/2;

end

Αλλά από κάποιο σηµείο και µετά το άθροισµα για τον υπολογιστή

παραµένει σταθερό (ακρίβεια αναπαράστασης δεκαδικών ψηφίων).

Τερµατισµός των επαναλήψεων µε τον έλεγχο:

sum == sum + term
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Το πρόγραµµα για τη σειρά του Ζήνωνα

sum = 0;

term = 0.5;

while sum ˜= sum + term,

sum = sum + term;

term = term/2;

end

disp ("Αθροισµα της σειράς του Ζήνωνα ");

disp(sum);
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Υπολογισµός τετραγωνικής ϱίζας - Σειρά Taylor

∆ιαφορίσιµες συναρτήσεις προσεγγίζονται στην περιοχή του θ από το

ανάπτυγµα Taylor

f (x) = f (θ)+f
′(θ)(x−θ)+f

′′(θ)
(x − θ)2

2!
+f

′′′(θ)
(x − θ)3

3!
+· · ·+f

(n)(θ)
(x − θ)n

n!

Για την τετραγωνική ϱίζα : f (x) = x1/2 και :

f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .

1
2

x−1/2 − 1
4

x−3/2 3
8

x−5/2 . . .

Ο τύπος Taylor υπολογίζει παραγώγους στο θ. Για ευκολία έστω θ = 1, τότε

f (1) f ′(1) f ′′(1) f ′′′(1) . . .

1 1
2

− 1
4

3
8

. . .

οπότε :

√
x = 1 +

1

2
(x − 1) − 1

4

(x − 1)2

2!
+

3

8

(x − 1)3

3!
+ · · · =

∞
∑

0

ti
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Προγραµµατισµός της µεθόδου Taylor για
√

x

Οι διαδοχικοί όροι της σειράς είναι :

t0 t1 t2 t3 . . .

1 1
2 (x − 1) −1

4
(x−1)2

2!
3
8

(x−1)3

3! . . .

η γενικά της µορφής:

coeff ∗ ( xpower / factorial )

Η σχέσεις που δίνουν τα νέα coeff, xpower, factorial για τον όρο i + 1

από τις αντίστοιχες προηγούµενες τιµές για τον όρο i ειναι :

coeff = coeff∗(0.5 − i );

xpower = xpower∗(x − 1);

factorial = factorial ∗( i + 1);
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Τετραγωνική ϱίζα µε αλγόριθµο Taylor - I

function sum = TSqrt (x)

term = factorial = coeff = xpower = 1;

sum = 0;

i = 0;

while sum ˜= sum + term,

sum = sum + term;

% προετοιµασία του όρου i + 1

coeff = coeff∗(0.5 − i );

xpower = xpower∗(x − 1);

factorial = factorial ∗( i + 1);

term = coeff∗xpower/factorial;

i = i + 1;

end

return
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Ορια σύγκλισης σειράς Taylor

Προβληµα

Για θ = 1, η
√

x από τον τύπο του Taylor στην περιοχή του θ συγκλίνει

ΜΟΝΟ για :

0 < x < 2

Λυση

Αναγωγή του προβλήµατος για οποιοδήποτε x στην περιοχή σύγκλισης.

Παρατηρηση √
4x = 2

√
x

δηλ. µετά από διαδοχικές διαιρέσεις του x µε το 4, υπολογίζεται η
√

x

στο διάστηµα (0, 2) και ακολουθεί διόρθωση του αποτελέσµατος µε

αντίστοιχο αριθµό πολλαπλασιασµών ×2.
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Τετραγωνική ϱίζα µε αλγόριθµο Taylor - II

function y = TaylorSqrt (x)

if x == 0, y = 0; return ; end

if x < 0, disp (" ERROR!"); y = −1; return ; end

correction = 1;

while x >= 2,

x = x / 4;

correction = correction ∗ 2;

end

y = TSqrt (x)∗correction ;

return
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Εύρεση ϱιζών συνάρτησης: γραφική µέθοδος

1. γραφ. παράσταση f (x) στο [α, ̙].

2. εκτίµηση «καλύτερου» [α′, ̙′].

3. γραφ. παράσταση f (x) στο [α′, ̙′].

4. επανάληψη 2 και 3 µέχρι ...
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 20
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f(x)
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-2

-1.5

-1
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 0.5
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f(x)

-0.15

-0.1

-0.05

 0
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 0.1

 0.15
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f(x)
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Αυτοµατοποιηµένη αναζήτηση ϱιζών

Αναζήτηση ϱιζών συνάρτησης f στο διάστηµα [a, b]

1. Αναζήτηση υποδιαστηµάτων που που περιέχουν ϱίζες.

2. Περιορισµός του υποδιαστήµατος [xl , xr ] που περιέχει τη ϱίζα ρ, ετσι

ώστε |xl − xr | < ϸ η καλύτερα approxEqual(xl,xr ), δηλ. xl ≃ xr ≃ ρ.

f(a} < 0

f(b) > 0

a b

ρ

rl
x x

y

x
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Αναζήτηση υποδιαστηµάτων µε ϱίζες

xfirst = input( ’Αριστερό άκρο αρχικού διαστήµατος ’);

xlast = input( ’∆εξί άκρο αρχικού διαστήµατος ’);

nsteps = input( ’Αριθµός υποδιαστηµάτων ’);

% Ελεγξε αν το αρχικό διάστηµα περιέχει κάποια ϱίζα

if f ( xfirst )∗ f ( xlast ) > 0,

disp( ’∆εν υπάρχει αλλαγή προσήµου στο διάστηµα ’);

else ,

xstep = ( xlast− xfirst )/nsteps;

xl = xfirst ; xr = xl + xstep;

while f ( xl )∗ f ( xr ) > 0

xl = xr ; xr = xr + step;

end

disp( ’Υπάρχει ϱίζα µεταξύ των ’); disp( xl ); disp( xr );

end
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Συστηµατικός περιορισµός του διαστήµατος µε τη ϱίζα

xfirst = input( ’Αριστερό άκρο αρχικού διαστήµατος ?’);

xlast = input( ’∆εξί άκρο αρχικού διαστήµατος ?’);

if f ( xfirst )∗f ( xlast ) > 0,

disp( ’∆εν υπάρχει αλλαγή προσήµου στο διάστηµα ’);

else ,

while ˜approxEqual(xlast , xfirst ),

% διαιρώ συνεχώς µε 25, µέχρι το διάστηµα να είναι αρκετά µικρό

xstep = ( xlast − xfirst )/25;

xl = xfirst ; xr = xl + xstep;

while f ( xl )∗f ( xr ) > 0

xl = xr ; xr = xr + step;

end

xfirst = xl ; xlast = xr ;

end

disp( ’Υπάρχει ϱίζα µεταξύ των ’); disp( xl ); disp( xr );

end
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Η µέθοδος της διχοτόµησης

x
r

x
m

x
l

x
l

x
r

x
m

x

y

x
l

x
r

x
m

x

x

y

y 2ο διαστηµα

1ο διαστηµα

3ο διαστηµα
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Αλγόριθµος διχοτόµησης

% xl , xr − άκρα διαστηµάτων

% fl , fr − οι τιµές της συνάρτησης στα άκρα

% xm − µέσον διαστηµάτων

% fm − η τιµή της συνάρτησης στο µέσον κάθε διαστήµατος

%

% αρχικό διάστηµα

xl = input( ’Αριστερό άκρο ? ’);

xr = input( ’∆εξί άκρο ? ’);

% υπολογισµός f (x ) στα άκρα του διαστήµατος

fl = f ( xl );

fr = f ( xr );

if fl ∗ fr > 0,

disp( ’∆εν υπάρχει αλλαγή προσήµου στο διάστηµα ’);

else , % αλλαγή προσήµου, υπάρχει ϱίζα
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xm = (xl + xr )/2;

while ˜approxEqual(xl , xm),

fm = f (xm);

if fl ∗fm <= 0, % επιλογή αριστερού υποδιαστήµατος

xr = xm;

else , % επιλογή δεξιού υποδιαστήµατος

xl = xm;

fl = fm;

end

xm = (xl + xr )/2;

end

disp( ’Η ϱίζα είναι : ’);

disp(xm);

disp( ’Η τιµή της συνάρτησης στη ϱίζα είναι : ’);

disp( f (xm));

end
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Παρατηρήσεις

Η µ. της διχοτόµησης ανεξάρτητη της f (εφαρµόζεται σε οποιαδήποτε

συνάρτηση).

Π.χ. για να ϐρούµε τις ϱίζες της f (x) = x3 − 4x2 − 4x + 12 αρκεί να

γράψουµε την παρακάτω συνάρτηση f του Matlab

function y = f (x)

y = x^3 − 4∗x^2 − 4∗x + 12;

Για τις ϱίζες µιάς άλλης συνάρτησης g(x) ϑα πρεπει :

1. ή να γράψουµε συνάρτηση g του Matlab και ταυτόχρονα να

τροποποιήσουµε τον αλγόριθµο της διχοτόµησης ώστε να καλεί τη

συνάρτηση g αντί της f

2. ή να γραψουµε συνάρτηση f του Matlab που υπολογίζει την g(x)

και να αφήσουµε το πρόγραµµα της διχοτόµησης ως έχει.
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Ο µηχανισµός feval

Ιδανικά, ϑα ϑέλαµε η µ. της διχοτόµησης να γραφεί σαν συνάρτηση και

να ϐρίσκει τις ϱίζες µιας οποιασδήποτε συνάρτησης ανεξάρτητα από το

όνοµά της.

Αν matlab_fun είναι το όνοµα µιας συνάρτησης Matlab µε µια

παράµετρο εισόδου και µια εξόδου τότε η εντολή

a = feval( ’matlab_fun’, z );

είναι ισοδύναµε µε την κλήση της συνάρτησης

a = matlab_fun(z);

Π.χ. τόσο η sin (pi/4) όσο και η feval( ’ sin ’ , pi/4) υπολογίζουν το

sin(π/4).
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Συνάρτηση για µ. διχοτόµησης

function [ root , err ] = bisect ( f , xl , xr )

% err − κώδικας λάθους

% err == 0, ϐρέθηκε ϱίζα

% err == 1, δεν ϐρέθηκε ϱίζα

err = 0;

fl = feval( f , xl ); fr = feval( f , xr );

if fl ∗ fr > 0,

err = 1; root = 0;

else , % αλλαγή προσήµου, υπάρχει ϱίζα

xm = (xl + xr )/2;

while ˜approxEqual(xl , xm),

fm = feval( f , xm);

if fl ∗fm <= 0, % επιλογή αριστερού υποδιαστήµατος

xr = xm;
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else , % επιλογή δεξιού υποδιαστήµατος

xl = xm; fl = fm;

end

xm = (xl + xr )/2;

end

root = xm;

end

και καλείται π.χ. για τη συνάρτηση sin

[ r , not_found] = bisect ( ’ sin ’ , 2∗pi−0.5, 2∗pi+0.5);

if ( not_found),

disp( ’∆εν υπάρχει αλλαγή προσήµου στο διάστηµα ’);

else

disp( ’Η ϱίζα είναι : ’);

disp( r );

end
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Αλλες µέθοδοι εύρεσης ϱιζών

l
x x̂

rxmx x

y f(x)

µ. της χορδής

xx
1

x2x3x4

y f(x)

xx
1

x4 x3 x2

y f(x)

µ. της τέµνουσας µ. Newton
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Αριθµητική ολοκλήρωση

Σηµαντικό υποπρόβληµα σε πολλές εφαρµογές σε διάφορα

επιστηµονικά πεδία :

S =

∫ b

a

f (x) dx = lim
n→+∞

Sn

Εξ΄ ορισµού είναι το άθροισµα των

εµβαδών απείρων ορθογωνίων µηδε-

νικού πλάτους.

Sn =
n

∑

i=1

f (x ′

i )× (xi+1 − xi)
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ba

Αρνητικές τιµές της f (x) αφαιρούνται από το άθροισµα.
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Ο κανόνας του ορθογωνίου

Προσέγγιση µε ικανό αριθµό ορθογωνί-

ων, ή καλύτερα από ϑ. µέσης τιµής ολο-

κληρωτικού λογισµού:

∃ x
′ : S1 = (b − a) × f (x ′) ≡ S

Και επειδή το x ′ δεν είναι γνωστό ϑεω-

ϱούµε

f (x ′) ≃
n

∑

i=1

wi × f (xi), µε

n
∑

i=1

wi = 1

για διάφορα xi ∈ [a, b].

x     = b
n+1

xna=x
1

x
2

x
3

x i x i+1

1x’ 2x’ ix’ nx’
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Ο κανόνας του ορθογωνίου (συνεχ.)

Στην απλούστερη µορφή:

• επιλέγονται ίσα ϐάρη: wi = 1/n

• τα xi είναι n ισαπέχοντα σηµεία στο [a, b]

Ανάλογα µε ποιό άκρο των υποδιαστηµάτων χρησιµοποιείται :

xi = a + i × (b − a)/n, i = 0, 1, 2, . . . , n − 1,

xi = a + i × (b − a)/n, i = 1, 2, . . . , n

και οι αντίστοιχοι τύποι του ορθογωνίου:

R
′ =

b − a

n
×

n−1
∑

i=0

f (xi),

R
′′ =

b − a

n
×

n
∑

i=1

f (xi)

Για f αύξουσα στο [a, b]: R′ < S < R′′
a=x

0
x

1

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������

f(x)

x

y

2
x  =b

126



Ο κανόνας του τραπεζίου

T =
R′ + R′′

2
=

1

2

[

b − a

n
×

n−1
∑

i=0

f (xi) +
b − a

n
×

n
∑

i=1

f (xi)

]

=
b − a

2 × n
×

[

f (x0) + 2 ×
n−1
∑

i=1

f (xi) + f (xn)

]

=
h

2
×

[

f (a) + 2 ×
n−1
∑

i=1

f (a + i × h) + f (b)

]

, µέ h =
b − a

n
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Συνάρτηση για ολοκλήρωση µε κανόνα του τραπεζίου

function area = trapezoid( f , a , b , n)

% a, b − όρια ολοκλήρωσης

% n − αριθµός υποδιαστηµάτων

h = (b−a)/n;

sum = 0;

for i =1:n−1

x = a + i∗h;

sum = sum + feval(f , x );

end

fa = feval( f , a ); fb = feval( f , b);

area = h∗((fa+fb )/2 + sum);

return
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Εκτίµηση σφάλµατος στον κανόνα του τραπεζίου

Για τον υπολογισµό:
∫ 1

0
7− 7x6 dx (ακριβής τιµή: 6).
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Για µικρά διαστήµατα

και οµαλές συναρτήσεις,

µια εκτίµηση (άνω ϕράγ-

µα) του σφάλµατος ολο-

κλήρωσης δίνεται από

T2n − Tn.

n Tn σφάλµα e Tn − Tn/2

2 5.195313 0.804687

4 5.785767 0.214233 0.599454

8 5.945597 0.054403 0.159828

16 5.986347 0.013653 0.040750

32 5.996584 0.003416 0.010237

Για διπλάσιο n το σφάλµα διαιρείται µε το

4, άρα: e ≃ c/n2

Μιά ακριβέστερη εκτίµηση του σφάλµατος

ολοκλήρωσης δίνεται από (Tn − Tn/2)/3
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Αποτελεσµατικότητα αλγορίθµων

130



Αποτελεσµατικότητα αλγορίθµων

• Ενας σωστός αλγόριθµος δεν είναι κατ΄ ανάγκη και αποτελεσµατικός.

• Παρά τη συνεχή αύξηση των υπολογιστικών δυνατοτήτων, το ϑέµα της

αποτελεσµατικότητας παραµένει πολύ σηµαντικό : ανάγκη για επίλυση

ακόµα µεγαλύτερων προβληµάτων.

• Ενα πρόβληµα µπορεί στην πράξη να µην επιλύεται από ένα µη

αποτελεσµατικό αλγόριθµο.

• Η αποτελεσµατικότητα ανάγεται στην ελαχιστοποίηση του αριθµού των

πράξεων που απαιτούνται για τον υπολογισµό ενός αποτελέσµατος.

• Οταν τεκµηριωθεί η αποτελεσµατικότητα ενός αλγορίθµου για µια

κατηγορία προβληµάτων, τότε ο αλγόριθµος µπορεί να εφαρµοστεί µε

προβλέψιµη συµπεριφορά για οποιοδήποτε πρόβληµα της ίδιας κατηγορίας.

• Το ϑέµα της αποτελεσµατικότητας των αλγορίθµων είναι είναι από τα

σηµαντικότερα στην Πληροφορική. Εδώ δίνεται µόνο µια ϐασική εισαγωγή.
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Μέτρηση της αποτελεσµατικότητας

Η αποτελεσµατικότητα εκφράζεται από τον ϱυθµό αύξησης των

απαιτήσεων του αλγορίθµου σε χρόνο (πράξεις) και χώρο (µνήµη) σαν

συνάρτηση του µεγέθους του προβλήµατος.

• Αν ο αλγόριθµος εφαρµοστεί σε πρόβληµα διπλάσιου µεγέθους,

πόσες περισσότερες πράξεις ϑα εκτελεστούν και πόσα περισσότερα

δεδοµένα ϑα πρέπει να αποθηκευτούν?

• Απαντώντας στην ερώτηση αυτή µπορούµε να προβλέψουµε αλλά

και να συγκρίνουµε την αποτελεσµατικότητα αλγορίθµων.

Το µέγεθος του προβλήµατος n αντιπροσωπεύει το πλήθος των

δεδοµένων που επεξεργάζεται ένα αλγόριθµος. Π.χ. έλεγχος αν ο

αριθµός n είναι πρώτος, άθροισµα n αριθµών, εύρεση πραγµατικών

ϱιζών πολυωνύµου ϐαθµού n.
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Πολυπλοκότητα αλγορίθµου O

Γραµµικός αλγόριθµος O(n)

t = a + b × n

για διπλάσιο µέγεθος προβλήµατος

διπλασιάζεται και ο χρόνος επίλυ-

σης.

1

2

t

n

Τετραγωνικός αλγόριθµος O(n2)

t = a + b × n + c × n2

για διπλάσιο µέγεθος προβλήµατος

τετραπλασιάζεται και ο χρόνος επί-

λυσης. n

t
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Παρατηρήσεις

Ο ταχύτερος αλγόριθµος συχνά

εξαρτάται από το µέγεθος του προ-

ϐλήµατος.

Αλλοι παράγοντες, π.χ. η είσοδος

δεδοµένων, µπορεί να επιβαρύνουν

ένα αλγόριθµο καθώς αυξάνεται το

µέγεθος του.
a b n

A3

A2
A1

t

Η αποτελεσµατικότητα ενός αλγορίθµου σε χρόνο/χώρο εξετάζεται σε 2

επίπεδα:

µαθηµατικής δοµής: καθορίζει την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου.

υλοποίησης: ενας «καλός» αλγόριθµος µπορεί να υλοποιηθεί

αναποτελεσµατικά.
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Παρατηρήσεις (συνεχ.)

Συχνά οι ϐελτιώσεις σε χρόνο και χώρο είναι ασυµβίβαστες. Π.χ. για

τον έλεγχο ενός πρώτου αριθµού µπορούµε να ελέγξουµε σαν πιθανούς

διαιρέτες :

1. ή όλους τους περιτούς αριθµούς ≤ √n,

2. ή µόνο τους πρώτους αριθµούς ≤ √n, από µια λίστα

αποθηκευµένων πρώτων αριθµών.

Ο 2ος αλγόριθµος είναι ενδεχοµένως αποτελεσµατικότερος σε χρόνο

αλλά χρειάζεται µια µεγάλη αποθηκευµένη λίστα πρώτων αριθµών, που

µπορεί να δεσµεύει περισσότερο χώρο από εκείνο που διαθέτουµε.
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Ανάλυση παραγόντων

Αναζήτηση των παραγόντων (όχι

κατ΄ ανάγκη πρώτων) ακεραίου

n.

% Αλγόριθµος A

n = input( ’ ? ’ ); % Q1

m = 2; % Q2

while m <= n−1,

if rem(n, m) == 0, % P1

disp(m); % P2

end

m = m + 1; % P3

end

Για κάθε n (n ≥ 2) εκτελούνται n−2

επαναλήψεις.

Αν P = P1+P2+P3, Q = Q1+Q2 εί-

ναι ο χρόνος που απαιτείται για την

εκτέλεση των εντός και εκτός του for

εντολών αντίστοιχα, τότε ο συνολι-

κός χρόνος είναι

P×(n−2)+Q = P×n+(Q−2×P)

και επειδή, τα P, Q ανεξάρτητα του

n συµπεραίνουµε ότι πρόκειται για

γραµµικό αλγόριθµο O(n).
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Ανάλυση παραγόντων (συνεχ.)

Για περαιτέρω ϐελτίωση, χρειάζεται

µείωση των επαναλήψεων.

Για κάθε παράγοντα m του n και ο

c = n/m είναι επίσης παράγοντας

και χρειάζονται µόνο ≈ √n επανα-

λήψεις.

Υπάρχει επιπλέον ένα αµελητέο κό-

στος Q3, ενώ το κόστος κάθε επανά-

ληψης αυξάνεται (στη χειρότερη πε-

ϱίπτωση) κατά P2+P4 που είναι ανε-

ξάρτητα του n.

% Αλγόριθµος B

n = input( ’ ? ’ ); % Q1

m = 2; % Q2

k = floor ( sqrt (n )); % Q3

while m <= k,

if rem(n, m) == 0, % P1

c = n/m; % P4

disp(m); disp(c ); % 2xP2

end

m = m + 1; % P3

end

Στη χειρότερη περίπτωση:

(P1 + 2× P2 + P3 + P4)× ⌊
√

n⌋+ Q1 + Q2 + Q3 και εποµένως ο νέος

αλγόριθµος είναι O(
√

n) ως προς το χρόνο.
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Κανονικοποιηµένες µονάδες χρόνου

Το κόστος των αριθµητικών πράξεων ενός αλγορίθµου εκφράζεται

παίρνοντας σαν µονάδα µέτρησης το χρόνο που χρειάζεται ο

υπολογιστής για να κάνει µια πρόσθεση. Ενδεικτικές τιµές (εξαρτώνται

από την αρχιτεκτονική του επεξεργαστή):

+, −, × /
√· floor rem λογικές πράξεις input disp

1 4 4 1 6 1 g p

όπου το κόστος για rem(m,n) υπολογίζεται από m − (m/n)× n.
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Αναλυτική µέτρηση πράξεων

% Αλγόριθµος A

n = input( ’ ? ’ ); % g

m = 2; % 1

while m <= n−1, % 2∗(n−2)+2

if rem(n, m) == 0, % 7∗(n−2)

disp(m); % p∗(n−2)

end

m = m + 1; % 2∗(n−2)

end

% Αλγόριθµος B

n = input( ’ ? ’ ); % g

m = 2; % 1

k = floor ( sqrt (n )); % 6

while m <= k, % 1∗(k−1)+1

if rem(n, m) == 0, % 7∗(k−1)

c = n/m; % 5∗(k−1)

disp(m); % p∗(k−1)

disp(c ); % p∗(k−1)

end

m = m + 1; % 2∗(k−1)

end

(11 + p)× n − 2× p + g − 19 (15 + 2× p)× ⌊√n⌋ − 7− 2× p + g
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Παρατηρήσεις

Ο αλγόριθµος που προκύπτει από τον B αντικαθιστώντας τις γραµµές

k = floor ( sqrt (n ));

while m <= k,

από την

while m <= floor( sqrt (n))

εκτελεί 6 επιπλέον µονάδες κόστους ανά επανάληψη και συνολικά

εκτελεί

(21 + 2× p)× ⌊
√

n⌋ − 7− 2× p + g

«προσθέσεις» (πράξεις).
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Μέτρηση πράξεων για διάφορα n

Αλγόριθµος A Αλγόριθµος B

n 11n + p(n − 2) + g − 19 15⌊√n⌋+ 2p(⌊√n⌋ − 1) + g − 7

4 25 + 2p + g 23 + 2p + g

10 91 + 8p + g 38 + 4p + g

100 1081 + 98p + g 143 + 18p + g

500 5481 + 498p + g 323 + 42p + g

1000 10981 + 998p + g 458 + 60p + g
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«Πυθαγόρειες τριάδες»

Να ϐρεθούν όλοι οι ακέραιοι a, b, c για τους οποίους ισχύει

a2 + b2 = c2

και

a + b + c ≤ p

b

c

a

ή ισοδύναµα, να ϐρεθούν όλα τα

ορθογώνια τρίγωνα µε ακέραια

µήκη πλευρών, των οποίων η πε-

ϱίµετρος δεν υπερβαίνει µια µέ-

γιστη τιµή p.
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«Πυθαγόρειες τριάδες»- Αλγόριθµος 1

maxperimeter = input(’Μέγιστη περίµετρος ? ’);

for side1 = 1: maxperimeter,

for side2 = 1: maxperimeter,

for hyp = 1:maxperimeter,

if side1^2+side2^2==hyp^2 & side1+side2+hyp<=maxperimeter,

disp(side1 ); disp(side2 ); disp(hyp);

end

end

end

end

Το µέγεθος του προβλήµατος p είναι η τιµή της maxperimeter.

Η εντολή if εκτελείται maxperimeter^3 ϕορές και εποµένως ο

αλγόριθµος 1 είναι O(p3).
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Παρατηρήσεις στον αλγόριθµο 1

• Εστω c ο µεγαλύτερος από τους 3 ακεραίους. Από τριγωνική

ανισότητα:

c ≤ a + b⇒ 2c ≤ a + b + c ⇒ c ≤ p/2

• Ο αλγόριθµος 1 ϑα υπολογίσει π.χ. για τους αριθµούς 3 : 4 : 5

όλους τους δυνατούς συνδυασµούς τους. Αυτό αποφεύγεται αν

ϑεωρήσουµε ότι οι πλευρές είναι διατεταγµένες έτσι ώστε a ≤ b ≤ c.

• Η πιο εσωτερική εντολή επανάληψης µπορεί να τερµατιστεί όταν το

άθροισµα των πλευρών ξεπεράσει την περίµετρο.
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«Πυθαγόρειες τριάδες»- Αλγόριθµος 2

maxperimeter = input(’Μέγιστη περίµετρος ? ’);

for side1 = 1: maxperimeter/2,

for side2 = 1: maxperimeter/2,

sumside = side1 + side2 ;

hyp = side2;

while hyp<=maxperimeter/2 & sumside+hyp<=maxperimeter,

if side1^2+side2^2==hyp^2,

disp(side1 ); disp(side2 ); disp(hyp);

end

hyp = hyp + 1;

end

end

end
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Παρατηρήσεις στον αλγόριθµο 2

Μια λεπτοµερής καταµέτρηση των πράξεων του αλγορίθµου 2, δίνει

p3

48
+

p2

8
+

p

6

δηλ. ο αλγόριθµος 2 είναι και πάλι O(p3).

Για περαιτέρω ϐελτίωση µπορούµε να εξαλείψουµε την πιο εσωτερική

εντολή επανάληψεις παρατηρώντας ότι :

• Η hyp µπορεί αν υπολογιστεί από τις side1 και side2

hyp = fix ( sqrt (side1^2+side2^2));

• Αφού υπολογίσουµε την hyp ϑα πρέπει να ελέγξουµε αν είναι

ακέραιος αριθµός

if hyp^2==side1^2+side2^2
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«Πυθαγόρειες τριάδες»- Αλγόριθµος 3

maxperimeter = input(’Μέγιστη περίµετρος ? ’);

for side1 = 1: maxperimeter/2,

side2 = side1 ;

sidesq = 2∗side1^2;

while side2<=maxperimeter/2 & sidesq<=maxperimeter^2/4,

sidesq = side1^2 + side2^2;

hyp = fix ( sqrt (sidesq ));

if hyp^2==sidesq,

disp(side1 ); disp(side2 ); disp(hyp);

end

side2 = side2 + 1;

end

end

Εκτελούνται p2/8 + p/4 πράξεις, δηλ. ο αλγόριθµος 3 είναι O(p2).
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Αναζήτηση και ταξινόµηση
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Αναζήτηση (search)

Πρόβληµα: αναζήτηση της καταχώρησης key στη λίστα LIST

Μορφές αναζήτησης :

• ΄Υπαρξη συγκεκριµένης καταχώρησης στη λίστα.

• Θέση καταχώρησης στη λίστα.

• Συχνότητα εµφάνισης κάποιας καταχώρησης στη λίστα.

Η επιλογή αλγορίθµου αναζήτησης εξαρτάται από:

• Μέγεθος της λίστας.

• ∆ιάταξη της λίστας.

• Πλήθος αναζητήσεων.

Η αποτελεσµατικότητα της αναζήτησης καθορίζεται από τον αριθµό των

συγκρίσεων που απαιτούνται σαν συνάρτηση του µεγέθους n της λίστας.
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Γραµµική (linear) αναζήτηση

Τα στοιχεία της λίστας ελέγχονται το ένα µετά το άλλο στη σειρά.

• Αν η λίστα ∆ΕΝ είναι διατεταγµένη: απαιτούνται n/2 συγκρίσεις

κατά µέσο όρο, και n συγκρίσεις στη χειρότερη περίπτωση (όταν η

καταχώρηση είναι το τελευταίο στοιχείο της λίστας).

• Σε διατεταγµένη λίστα απαιτούνται πάντα n/2 συγκρίσεις.
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Αλγόριθµος γραµµικής αναζήτησης

function [ pos, hit ] = linear (key , LIST )

% hit − TRUE (1) αν υπάρχει key στη LIST

% pos − ϑέση του key στη LIST

n = max(size(LIST ,1), size ( LIST ,2)); % πλήθος στοιχείων LIST

hit = 0;

loc = 1;

while loc<=n & ˜hit ,

if key == LIST (loc ),

pos = loc;

hit = 1;

else

loc = loc + 1;

end

end
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∆υαδική binary αναζήτηση

Προυπόθεση η διάταξη της λίστας. Η σύγκριση του key µε το µεσαίο

στοιχείο της λίστας κατατάσσει την αναζητούµενη καταχώρηση σε ένα

από τα δύο (αριστερό, δεξιό) τµήµατα (υπολίστες) της LIST. Η διαδικασία

επαναλαµβάνεται για το νέο τµήµα, που περιέχει τα µισά στοιχεία του

προηγούµενου.

Ο µέγιστος αριθµός συγκρίσεων για τη δυαδική αναζήτηση εκφράζει

ουσιαστικά πόσες ϕορές το µέγεθος της λίστας n διαιρείται µε το 2:

⌊log2 n⌋+ 1

Αριθµός συγκρίσεων σε γραµµική και δυαδική αναζήτηση:

n 4 8 16 128 512 1024 1048576

γραµµική (µ.ο.) 2 4 8 64 256 512 524288

δυαδική (max) 3 4 5 8 10 11 21
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Αλγόριθµος δυαδικής αναζήτησης

function [ pos, hit ] = binary(key , LIST )

n = max(size(LIST ,1), size ( LIST ,2));

hit = 0;

left = 1; right = n;

while ˜ hit & left <=right ,

mid = floor (( left + right )/2);

if key == LIST (mid),

pos = mid; hit = 1;

else

if key < LIST (mid), right = mid − 1; else left = mid + 1; end

end

end

return
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Ταξινόµηση (sort)

• ∆ιάταξη των στοιχείων µιας λίστας µε ϐάση κάποια σχέση µεγέθους

µεταξύ τους.

• Οι τεχνικές ταξινόµησης είναι ανεξάρτητες από το είδος διάταξης.

Εδώ Ϲητείται η διάταξη κάποιας λίστας σε αύξουσα σειρά.

• Και η αποτελεσµατικότητα της ταξινόµησης καθορίζεται από τον

αριθµό των συγκρίσεων που απαιτούνται, σαν συνάρτηση του

µεγέθους n της λίστας.
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Ταξινόµηση µε επιλογή (selection)

΄Εστω OLD η αρχική λίστα.

1. ∆ηµιουργείται µια 2η λίστα NEW ίσου µεγέθους, αρχικά κενή.

2. Επιλέγεται το µικρότερο στοιχείο small της OLD.

3. Το small µεταφέρεται στην πρώτη διαθέσιµη ϑέση της NEW.

4. Η ϑέση του small στην OLD ‘αδειάζει’ (αντικαθίσταται από ένα πολύ

µεγάλο αριθµό).

5. Επανάληψη των ϐηµάτων 2, 3, και 4 έως ότου ‘αδειάσει’ η OLD.
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Αλγόριθµος selection sort

Η ταξινόµηση µε επιλογή πραγµατοποιείται σε n ϐήµατα (περάσµατα)

µε n − 1 συγκρίσεις σε κάθε πέρασµα.

function NEW = select(OLD)

n = max(size(OLD,1), size(OLD,2));

NEW = zeros(1,n);

Inf = 1e9; % τιµή άδειας ϑέσης

for i = 1: n

[ small , pos] = min(OLD);

NEW(i) = small ;

OLD(pos) = Inf ;

end

return
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Αλγόριθµος selection sort (συνεχ.)

Χρειαζόµαστε επίσης συνάρτηση min που επιστρέφει το µικρότερο

στοιχείο small µιας λίστας LIST καθώς και τη ϑέση του pos στη λίστα.

function [ small , pos] = min(LIST )

n = max(size(LIST ,1), size ( LIST ,2));

small = LIST (1);

pos = 1;

for i = 2: n

if LIST ( i ) < small ,

small = LIST ( i );

pos = i ;

end

end

return
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Ταξινόµηση µε εναλλαγή (exchange)

Κατηγορία αλγορίθµων ταξινόµησης: συγκρίσεις ανά Ϲεύγη και

εναλλαγή των τιµών τους για µερική διάταξη. Η ολική διάταξη

επιτυγχάνεται µετά από µια σειρά κατάλληλων µερικών διατάξεων.

∆ιαφοροποιούνται στη συστηµατοποίηση του ελέγχου των Ϲευγών.

Ο αλγόριθµος της ϕυσαλίδας (bubble sort). Σε κάθε πέρασµα το

max στοιχείο που αποµένει στη λίστα ‘αναδύεται’ στη ϑέση n − i + 1.

Π.χ. το πρώτο πέρασµα για τη λίστα : 7, 9, 8, 3, 4 είναι :

ϐήµα 1ο: 7 9 8 3 4

ϐήµα 2ο: 7 9 8 3 4

ϐήµα 3ο: 7 8 9 3 4

ϐήµα 4ο: 7 8 3 9 4

ϐήµα 5ο: 7 8 3 4 9
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Ο αλγόριθµος της ϕυσαλίδας (bubble sort) - I

function LIST = bubble(LIST)

n = max(size(LIST ,1), size ( LIST ,2));

% maxz − µέγιστος αριθµός Ϲευγών σε κάθε πέρασµα

for maxz = n−1:−1:1,

for z = 1: maxz

if LIST (z ) > LIST (z+1),

temp = LIST(z );

LIST (z ) = LIST (z+1);

LIST (z +1) = temp;

end

end

end
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Πρόβληµα µε τον αλγόριθµο I

... είναι δυνατό να έχει επιτευχθεί διάταξη προτού ολοκληρωθούν όλα

τα περάσµατα. STOP µετά από το πρώτο πέρασµα στο οποίο ∆ΕΝ έγινε

καµµία εναλλαγή...

• Χρησιµοποιούµε µια λογική µεταβλητή, έστω xflag.

• Αρχικά σε κάθε πέρασµα i η xflag είναι 0 (FALSE). Αν γίνει έστω

και µια εναλλαγή στη διάρκεια του i τότε xflag = 1.

• Αν µετά το πέρασµα i, η τιµή της xflag παραµείνει 0, δεν έχουν

γίνει εναλλαγές στοιχείων στο i και εποµένως η λίστα είναι ήδη

ταξινοµηµένη από το πέρασµα i − 1.
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Ο αλγόριθµος της ϕυσαλίδας (bubble sort) - II

function LIST = bubble(LIST)

n = max(size(LIST ,1), size ( LIST ,2));

maxz = n−1;

xflag = 1; % =TRUE υποθέτουµε ότι ϑα γίνουν εναλλαγές

while xflag

xflag = 0; % =FALSE ∆ΕΝ έχουν γίνει ακόµα εναλλαγές στο πέρασµα

for z = 1: maxz

if LIST (z ) > LIST (z+1),

temp = LIST(z ); LIST (z ) = LIST (z +1); LIST (z +1) = temp;

xflag = 1;

end

end

maxz = maxz − 1;

end
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Ανάλυση του αλγορίθµου II

• Σε κάθε πέρασµα απαιτείται µια σύγκριση λιγότερη από το

προηγούµενο πέρασµα.

• Χειρότερη περίπτωση όταν το ελάχιστο στοιχείο της λίστας ϐρίσκεται

στην τελευταία ϑέση. Μέγιστος αριθµός συγκρίσεων:

(n − 1) + (n − 2) + · · ·+ 2 + 1 =
n(n − 1)

2

• ΄Οταν η λίστα είναι ήδη διατεταγµένη γίνονται n − 1 συγκρίσεις.
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Ταξινόµηση µε εισαγωγή (insertion)

΄Εστω OLD η αρχική λίστα.

1. ∆ηµιουργείται µια 2η λίστα NEW ίσου µεγέθους, αρχικά κενή.

2. ∆ιατρέχονται τα στοιχεία της OLD µε τη σειρά και εισάγονται

κατάλληλα στη NEW, αφού ενδεχοµένως µετακινηθούν κάποια από

τα στοιχεία της NEW για να δηµιουργήσουν ϑέση για την εισαγωγή

του.
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Ταξινόµηση µε εισαγωγή (insertion) (συνεχ.)

Παράδειγµα:

Βήµα OLD NEW

1ο 7 9 8 3 4 7 7 - - - - -
2ο 7 9 8 3 4 7 7 9 - - - -
3ο 7 9 8 3 4 7 7 8 9 - - -
4ο 7 9 8 3 4 7 3 7 8 9 - -
5ο 7 9 8 3 4 7 3 4 7 8 9 -
6ο 7 9 8 3 4 7 3 4 7 7 8 9

Προγραµµατιστικά, η OLD διατρέχεται από αριστερά προς τα δεξιά

(δείκτης i), ενώ η NEW από δεξιά προς αριστερά (δείκτης j).

164



Αλγόριθµος insertion sort

function NEW = insert(OLD)

n = max(size(OLD,1),size(OLD,2));

NEW = zeros(1,n);

for i = 1: n

hit = 0; % FALSE

j = i − 1;

while j >0 & ˜ hit ,

if NEW(j)>OLD(i),

NEW(j+1) = NEW(j);

j = j − 1;

else

hit = 1; % TRUE

end

end

NEW(j+1) = OLD(i);

end
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Ανάλυση αλγορίθµου εισαγωγής

• Σε κάθε ϐήµα i απαιτούνται κατά µ.ο. (i − 1)/2 συγκρίσεις κατά τη

γραµµική αναζήτηση στη NEW. Εποµένως ο µ.ο. του αριθµού

συγκρίσεων για όλα τα ϐήµατα είναι :

(0 + 1 + · · ·+ (n − 1))/2 =
n(n − 1)

4

• Χειρότερη περίπτωση όταν η λίστα είναι διατεταγµένη ανάποδα, µε

µέγιστο αριθµό συγκρίσεων:

n(n − 1)

2

• ΄Οταν η λίστα είναι ήδη διατεταγµένη απαιτούνται n − 1 συγκρίσεις.
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Αλγόριθµοι γραµµικής άλγεβρας
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Εσωτερικό γινόµενο

Υπολογισµός σ = xT y µε x, y ∈ R
n

function [ sigma, err ] = inner (x , y)

err = 0;

n = max(size(x ,1), size (x ,2));

if n ˜= max(size(y,1), size (y ,2)),

err = 1;

return ;

end

sigma = 0;

for i = 1: n

sigma = sigma + x( i )∗y( i );

end

Ο αλγόριθµος είναι O(n).
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Πολλαπλασιασµός πίνακα µε διάνυσµα

Υπολογισµός y = Ax µε A ∈ R
m×n , x ∈ R

n , y ∈ R
m

function [ y , err ] = matvec(A, x)

m = size(A ,1); n = size (A , 2);

err = 0;

if size (x ,1) ˜= n , err = 1; return ; end

y = zeros(m, 1);

for i = 1: m

sum = 0;

for j = 1: n , sum = sum + A(i, j )∗x( j ); end

y( i ) = sum;

end

Ο αλγόριθµος είναι O(m × n).
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Παράδειγµα πολ/σµού πίνακα µε διάνυσµα

Κάθε µήνα 2 ανταγωνιστικές επιχειρήσεις Α και Β, διατηρούν ποσοστό από τους

πελάτες τους tAA και tBB αντίστοιχα, ενώ µετακινούνται tAB από Β προς Α και tBA

από Α προς Β. Ο συνολικός αριθµός πελατών είναι σταθερός. Αν και οι ϱυθµοί

µεταβολής παραµένουν σταθεροί, και σε κάποια χρονική στιγµή οι 2 εταιρείες

έχουν xA και xB πελάτες αντίστοιχα, µετά από 1 µήνα οι πελάτες είναι :





tAA tAB

tBA tBB









xA

xB



 = Tx

και ο αλγόριθµος για τον αριθµό πελατών µετά από p µήνες :

p = input( ’Μήνες ?’);

for i = 1: p , [x , err ] = matvec(T, x ); end

if ˜ err , disp(x ); end

(Τι µπορείτε να συµπεράνεται για τα στοιχεία του T?)
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Γινόµενο πινάκων

Υπολογισµός : C = AB µε A ∈ R
m×n , B ∈ R

n×k , C ∈ R
m×k

function [ C, err ] = matmat(A, B)

m = size(A ,1); n = size (A ,2); k = size (B ,2);

err = 0;

if size (B,1)˜=n , err =1; return ; end

C = zeros(m,k);

for i = 1: m

for j = 1: k

sum = 0;

for l = 1: n , sum = sum + A(i, l )∗B( l , j ); end

C(i , j ) = sum;

end

end
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Παράδειγµα γινοµένου πινάκων

Ο πίνακας µετασχηµατισµού T12 για ένα έτος, για τις επιχειρήσεις Α

και Β του προηγούµενου παραδείγµατος υπολογίζεται από

T12 = T12

T12 = matmat(T,T);

for p = 3:12

T12 = matmat(T12,T);

end
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Προσοµοίωση
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Προσοµοίωση

Κατάστρωση µοντέλων συστηµάτων και διεξαγωγή υπολογιστικών

πειραµάτων µε τα µοντέλα αυτά για :

• πρόβλεψη µελλοντικής συµπεριφοράς του συστήµατος (π.χ.

µετεωρολογικά µοντέλα)·

• διερεύνηση εναλλακτικών σεναρίων λειτουργίας του συστήµατος

(π.χ. οικονοµικά µοντέλα).

Η προσωµοίωση περιγράφει τη µεταβολή του συστήµατος µε το χρόνο.

Η ποσοτική περιγραφή του συστήµατος σε κάποια χρονική στιγµή δίνει

την κατάσταση του συστήµατος, και οι µεταβλητές που την

περιγράφουν ονοµάζονται µεταβλητές κατάστασης.
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Προσοµοίωση (συνεχ.)

Βασικό πρόβληµα προσοµοίωσης: πως οι µεταβλητές κατάστασεις

µεταβάλλονται µε το χρόνο.

Συνεχή µοντέλα: Ϲητείται η κατάσταση για κάθε t.

∆ιακριτά µοντέλα: κατάσταση σε διακριτές χρονικές στιγµές (t + δt).

Τα συνεχή µοντέλα προσεγγίζονται από διακριτά.

Οι κανόνες µεταβολής της κατάστασης µπορεί να δίνουν :

• προκαθορισµένη (νοµοτελειακή) εξέλιξη του συστήµατος (η νέα

κατάσταση καθορίζεται πλήρως από τις προηγούµενες).

• πιθανοτική (στοχαστική) εξέλιξη (από διαφορετικές δυνατές νέες

καταστάσεις επιλέγεται µια, πιθανοτικά).
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∆οµή αλγορίθµων προσοµοίωσης

1. input παραµέτρους προσοµοίωσης και αρχικές καταστάσσεις

2. while δεν έχει επιτευχθεί το κριτήριο τερµατισµού

(α) t ← t + δt

(ϐ) Αλλαγή στις µεταβλητές κατάστασης — νέα κατάσταση

end

3. Συµπεράσµατα για συµπεριφορά του συστήµατος

Το ϐήµα 2(ϐ) είναι το σηµαντικότερο και συνήθως απαιτεί πολλούς και

πολύπλοκους υπολογισµούς.

Στο 3ο ϐήµα η συµπεριφορά του συστήµατος περιγράφεται

συνοψίζοντας σηµαντικές λειτπυργίες είτε µε κάποιο πίνακα είτε

γραφικά.
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Παράδειγµα επένδυσης

Μισθωτός µε ετήσιο εισόδηµα s και ετήσια αύξηση µισθού 100α%

επενδύει κάθε χρόνο το 100̙% του προηγούµενου µισθού του µε

ετήσιο επιτόκιο 100ϸ%. Ποιά η κατάσταση της επένδυσης σε 5, 10, 15,

..., 30 χρόνια?

Ο µισθός µε το χρόνο:

s(t + 1) = s(t) + αs(t)

και η αποταµίευση p:

p(t + 1) = p(t) + ϸp(t) + ̙s(t)
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Επένδυση (συνεχ.)

s = input( ’Αρχικός µισθός ?’);

p = input( ’Αρχική αποταµίευση ?’);

alpha = input( ’Ετήσια αύξηση ?’);

beta = input( ’Ποσοστό επένδυσης ?’);

epsilon = input( ’Ετήσιο επιτόκιο ?’);

for t = 0:30

p = p + epsilon∗p + beta∗s;
s = s + alpha∗s;
if rem(t,5)==0,

disp( t ); disp(s ); disp(p);

end

end
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Παράδειγµα καταδίωξης

Πεζοπόρος (Π) κινείται προς ϕράχτη (Φ) σε απόσταση 400m και

καταδιώκεται από ταύρο (Τ) µε αρχική κατάσταση όπως στο σχήµα:

Τ(50,100)

Φ
Π

θ

100 200 300
x

y

Αν οι ταχύτητες των Π και Τ είναι αντίστοιχα vΠ=8m/sec και

vT =8.5m/sec, ποιά η κατάληξη της καταδίωξης?
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Καταδίωξη (συνεχ.)

Η ϑέση του Τ εξαρτάται από τη ϑέση του Π. Για µικρά δt ϑεωρούµε ότι

ο Τ κινείται σε ευθεία προς τον Π. Οι κινήσεις τους καθορίζονται από

τις συντεταγµένες τους. Σε κάθε χρονική στιγµή η µεταξύ τους

απόσταση είναι :

s(t) =

√

(xT (t)− xΠ(t))
2

+ yT (t)2

η κίνηση του Π:

xΠ(t + δt) = xΠ(t) + vΠ ∗ δt

και η κίνηση του Τ:

xT (t + δt) = xT (t) + δt ∗ vT ∗ sin θ = xT (t) + δt ∗ vT ∗
xΠ(t)− xT (t)

s(t)

yT (t + δt) = yT (t) + δt ∗ vT ∗ cos θ = yT (t) + δt ∗ vT ∗
−yT (t)

s(t)
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Αλγόριθµος καταδίωξης

% Αρχικές ϑέσεις ταύρου, οδοιπόρου και ϕράχτη

xb = input( ’x ταύρου ?’); yb = input (’y ταύρου ?’);

xh = input( ’x πεζοπόρου ?’); xf = input (’ x ϕράχτη ?’);

dt = input( ’dt?’ ); vb = input( ’v ταύρου ?’); vh = input (’v πεζοπόρου ?’);

t = 0; s = sqrt ((xb−xh)^2+yb^2);

while xh<xf & s>1

t = t + dt;

xb = xb + (xh−xb)∗vb∗dt/s; yb = yb − yb∗vb∗dt/s;

xh = xh + vh∗dt;

s = sqrt ((xb−xh)^2+yb^2);

end

if xh >= xf ,

disp( ’Ο Π σώθηκε ’); disp(s );

else

disp( ’Ο Τ έφτασε τον Π µετά από ’); disp(xh ); disp (’m’)

end
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Η πορεία του ταύρου

Για ταχύτητες και αρχικές ϑέσεις όπως προηγουµένως:
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Η απόσταση ταύρου - πεζοπόρου

Για ταχύτητες και αρχικές ϑέσεις όπως προηγουµένως:
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Παράδειγµα δυναµικής

Κίνηση αντικειµένων υπό την επίδραση εξωτερικών δράσεων.

Επιλέγεται σύστηµα συντεταγµένων, χαράσεται το διάγραµµα

ελευθέρου σώµατος που έχει µάζα m, ταχύτητα v, επιτάχυνση γ και

πάνω του ασκείται συνολική δύναµη F . Για την περιγραφή του

µοντέλου χρησιµοποιούνται για κάθε κατεύθυνση x, y οι σχέσεις :

Fx = mγx , Fy = mγy

dvx = γ̄xdt, dvy = γ̄ydt

dx = v̄xdt, dy = v̄ydt.

όπου v̄, γ̄ οι µέσες τιµές για ταχύτητα και επιτάχυνση αντίστοιχα.
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∆υναµική (συνεχ.)

Αναπήδηση µπάλλας σε επίπεδο δάπεδο, µε αρχική ταχύτητα v στη

ϑέση (x0, y0) και επιτάχυνση ϐαρύτητας g = 9.81m/sec2.

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

v

v

y

x

y

x

y

θ

x

v

0

0

Σε κάθε αναπήδηση η κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας

ελαττώνεται κατά 10%.
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∆υναµική (συνεχ.)

Εξισώσεις κίνησης :

vx(t) = σταθ.

vy(t + δt) = vy(t)− g ∗ δt

x(t + δt) = x(t) + vx(t) ∗ δt

y(t + δt) = y(t) +
vy(t) + vy(t + δt)

2
∗ δt

Για την αναπήδηση:

if y(t + δt) ≤ 0,

vy(t + δt)← |0.9 ∗ vy(t + δt)|
end
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Αλγόριθµος αναπήδησης

x = input( ’αρχικό x ? ’);

y = input( ’αρχικό y ? ’);

v = input( ’αρχική ταχύτητα (µέτρο) ? ’);

theta = input( ’γωνία ϐολής ? ’);

dt = input( ’dt?’ );

nmax = input(’µέγιστος αριθµός αναπηδήσεων ? ’);

g = −9.8;

vx = v∗cos(theta);

vy_old = v∗sin(theta);
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Αλγόριθµος αναπήδησης (συνεχ.)

n = 0;

t = 0;

while n<nmax,

t = t + dt;

x = x + vx∗dt;

vy_new = vy_old + g∗dt;

y = y + ( vy_old + vy_new)∗dt/2;

vy_old = vy_new;

if y<=0,

vy_old = abs(0.9∗vy_old);

y = 0;

n = n + 1;

end

end
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Γραφική παράσταση αναπήδησης

Για x0 = y0 = 0, v = 10m/sec, θ = π/4, nmax = 5 και δt = 0.01:
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∆υναµική πληθυσµών

Αλληλεπίδραση πληθυσµών µεταξύ τους και µε το περιβάλλον.

Ενα είδος - σταθερός ϱυθµός ανάπτυξης

Ο πληθυσµός P σε χρόνο t:

P(t + δt) = P(t) + c ∗ P(t) ∗ δt = (1 + c ∗ δt) ∗ (P(t))

και για ισαπέχοντα χρνικά διαστήµατα:

P(t) = P(0) ∗ (1 + c ∗ δt)
n
, t = n ∗ δt

c=0

c<0

c>0

t

P(0)

P
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Πληθυσµός µε περιορισµένα αποθέµατα τροφής

Το περιβάλλον µπορεί να υποστηρίξει µέχρι Pmax άτοµα. Ο ϱυθµός

ανάπτυξης προσεγγίζεται από:

c′ = c ∗ Pmax − P(t)

Pmax

που για P(t)→ 0, P(t)→ Pmax δίνει αντίστοιχα c′ = c και c′ = 0.

Ο πληθυσµός στο χρόνο:

P(t + δt) = P(t) + c′ ∗ P(t) ∗ δt

και µε κανονικοποίηση p(t) = P(t)/Pmax προκύπτει η ϑεµελιώδης

εξίσωση της οικολογίας:

p(t + δt) = p(t) + c ∗ (1− p(t)) ∗ p(t) ∗ δt
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Αλγόριθµος για ϑεµελιώδη εξ. οικολογίας

function [ p , t ] = eco(c, dt , p0, tlimit )

nsteps = floor ( tlimit /dt)+1;

t = zeros (1,nsteps );

p = zeros (1,nsteps );

p (1) = p0;

for i =2:nsteps

t ( i ) = t ( i−1) + dt;

p( i ) = p( i−1) + c∗(1−p(i−1))∗p(i−1)∗dt;

end
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Γραφική παράσταση

Για c = 1, p0 = 0.05, δt = 0.25, tlimit = 10:
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Αρπακτικά και λεία

Ενας πληθυσµός (λεία) αποτελεί τροφή για έναν άλλο (αρπακτικά):

Λαγοί R(t): αναπαράγονται 4 λαγοί το µήνα από κάθε Ϲεύγος (c = 2).

R(t + δt) = R(t) + 2 ∗ δt ∗ Rmax − R(t)

Rmax
∗ R(t) (1)

Αλεπούδες F(t): αυξάνουν κατά 4 το χρόνο ανά Ϲεύγος (για ένα µήνα

c = 1/12 = 0.167) όταν R(t) = Rmax και F(t) <<<. Ελαττώνονται

ανάλογα. ΄Οταν αντιστοιχούν 15 λαγοί ανά αλεπού, τότε οι

αλεπούδες δεν αυξάνονται πλέον (c′ = 0):

c′ =
R(t)− 15 ∗ F(t)

Rmax

και για τον πληθυσµό των αλεπούδων:

F(t + δt) = F(t) + 0.167 ∗ δt ∗ R(t)− 15 ∗ F(t)

Rmax
∗ F(t)
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Αρπακτικά και λεία (συνεχ.)

Αλλά οι λαγοί µειώνονται από τις αλεπούδες µε ϱυθµό ανάλογο του

διαθέσιµου πληθυσµού τους, που αντιστοιχεί σε 15 λαγούς ανά αλεπού

όταν R(t) = Rmax. Οπότε η (1) γίνεται :

R(t + δt) = R(t) + 2 ∗ δt ∗ Rmax − R(t)

Rmax
∗ R(t)− 15 ∗ δt ∗ R(t)

Rmax
∗ F(t)

Με κανονικοποίηση ως πρός Rmax, δηλ. r(t) = R(t)/Rmax και

f (t) = F(t)/Rmax οι λαγοί :

r(t + δt) = r(t) + 2 ∗ δt ∗ r(t) ∗ (1− (r(t))− 15 ∗ δt ∗ r(t) ∗ f (t)

και οι αλεπούδες :

f ((t + δt) = f (t) + 0.167 ∗ δt ∗ f (t) ∗ (r(t)− 15 ∗ f (t))
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Αλγόριθµος αρπακτικών-λείας

function [ r , f , t ] = foxrabbit (tmax, nsteps , r0 , f0)

% tmax − διάρκεια παρατήρησης (σε µήνες)

% nsteps − ϐήµατα χρόνου ανά µήνα

% r0 , f0 − αρχικοί πληθυσµοί

t = zeros (1, tmax∗nsteps+1);

f = zeros (1, tmax∗nsteps+1); r = zeros (1, tmax∗nsteps+1);

f (1) = f0 ; r (1) = r0 ; dt = 1/nsteps ; i = 1;

for m = 1:tmax

for n = 1: nsteps

i = i + 1;

t ( i ) = t ( i−1) + dt;

f ( i ) = f ( i−1)+0.167∗dt∗f(i−1)∗(r(i−1)−15∗f(i−1));

r ( i ) = r ( i−1)+2∗dt∗r(i−1)∗(1−r(i−1))−15∗dt∗r(i−1)∗f(i−1);

if r ( i )<0, r ( i )=0; end

end

end
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Γραφικές παραστάσεις

Για tmax = 60 µήνες και nsteps = 10:
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Το συγκεκριµένο οικοσύστηµα ισορροπεί ανέξάρτητα από τους

αρχικούς πληθυσµούς.
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