
Σειρές

Το σύμβολο 𝚺 του αθροίσματος

Έστω η ακολουθία 𝑎. Μια έκφραση της μορφής

 𝑎

ஶ

ୀଵ

= 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + 𝑎ଷ + ⋯ + 𝑎 + ⋯ 

ονομάζεται άπειρη σειρά (ή απλώς σειρά). Ο 𝑎 αποτελεί το 𝑛-οστό όρο της σειράς.

Από την ακολουθία 𝑎 ορίζεται μια νέα ακολουθία 𝑠, με βάση τις σχέσεις

𝑠ଵ = 𝑎ଵ

𝑠ଶ = 𝑎ଵ + 𝑎ଶ

𝑠ଷ = 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + 𝑎ଷ

⋮

𝑠 = 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + 𝑎ଷ + ⋯ + 𝑎

⋮

Καθένας από τους όρους αποτελεί μερικό άθροισμα της σειράς ∑ 𝑎
ஶ
ୀଵ .

Παραδείγματα

Αν 𝑎 = 𝑛  τότε:1.

Σειρές
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Αν 𝑎 =
ଵ

ଶ⎯⎯  τότε:2.

Σύγκλιση σειρών

1) Μία σειρά ∑ 𝑎
ஶ
ୀଵ συγκλίνει στον αριθμό 𝐿 ∈  ℝ, αν και μόνο αν η ακολουθία 𝑠 των 

μερικών αθροισμάτων συγκλίνει στον 𝐿. Τότε γράφουμε

 𝑎

ஶ

ୀଵ

= 𝐿

Ο πραγματικός αριθμός 𝐿 στον οποίο συγκλίνει μια σειρά ονομάζεται άθροισμα ή όριο της 
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Ο πραγματικός αριθμός 𝐿 στον οποίο συγκλίνει μια σειρά ονομάζεται άθροισμα ή όριο της 
σειράς. 

Μία σειρά συγκλίνει στο +∞ (στο – ∞), αν και μόνο αν η ακολουθία 𝑠 των μερικών 
αθροισμάτων συγκλίνει στο +∞ (ή στο – ∞):

 𝑎

ஶ

ୀଵ

= +∞ ൭𝛹  𝑎

ஶ

ୀଵ

= −∞൱ 

Παράδειγμα

Έστω η σειρά 1 +  1 +  1 + … 

Ο 𝑛-οστός όρος της ακολουθίας μερικών αθροισμάτων είναι

Επειδή

lim
→ஶ

𝑠 = lim
→ஶ

𝑛 = +∞

τελικά

1 +  1 +  1 + … = +∞

και η σειρά απειρίζεται θετικά.

2) Αν η σειρά ∑ 𝑎
ஶ
ୀଵ συγκλίνει στο ℝ, τότε lim

→ஶ
𝑎 = 0.

Το αντίθετο δεν ισχύει. Δηλαδή, αν lim
→ஶ

𝑎 = 0 η σειρά ∑ 𝑎
ஶ
ୀଵ δεν είναι απαραίτητο να 

συγκλίνει στο ℝ.

Παράδειγμα

Η σειρά ∑ ଵ


⎯ஶ

ୀଵ δε συγκλίνει στο ℝ αν και lim
→ஶ

ଵ


⎯ = 0.

3) Αν lim
→ஶ

𝑎 ≠ 0 ή αν το όριο της 𝑎 δεν υπάρχει, τότε η σειρά δε συγκλίνει στο ℝ

(κριτήριο μη-σύγκλισης).

Παραδείγματα

H σειρά ∑ ଷమାଶ

ସమିଷ
⎯⎯⎯⎯⎯ஶ

ୀଵ   δε συγκλίνει στο ℝ διότι lim
→ஶ

ଷమାଶ

ସమିଷ
⎯⎯⎯⎯⎯=

ଷ

ସ
⎯ ≠ 0.1.

H σειρά ∑ (−1)ାଵஶ
ୀଵ   δε συγκλίνει στο ℝ διότι δεν υπάρχει το όριο lim

→ஶ
(−1)ାଵ.2.
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Πράξεις/σχέσεις μεταξύ σειρών

Βασικές ιδιότητες
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Βασικές ιδιότητες

Αν η σειρά ∑ 𝑎
ஶ
ୀଵ συγκλίνει στο ℝ τότε είναι φραγμένη. Το αντίστροφο δεν ισχύει.1.

Αν η σειρά ∑ 𝑎
ஶ
ୀଵ είναι φραγμένη και έχει όλους τους όρους της θετικούς, τότε συγκλίνει 

στο ℝ.
2.

Αν η σειρά ∑ 𝑎
ஶ
ୀଵ δεν είναι φραγμένη και έχει όλους τους όρους της θετικούς, τότε 

απειρίζεται θετικά.
3.

Αν η σειρά ∑ 𝑎
ஶ
ୀଵ συγκλίνει στο ℝ τότε η ακολουθία 𝑎 είναι μηδενική. Αν η ακολουθία 

δεν είναι μηδενική, η σειρά δε συγκλίνει.
4.

Γεωμετρικές σειρές

Παρατηρήστε ότι η γεωμετρική σειρά είναι το άθροισμα απείρων όρων γεωμετρικής 
προόδου.

Παραδείγματα γεωμετρικών σειρών
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Τηλεσκοπικές σειρές 

Παράδειγμα
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Αρμονικές σειρές

Μια σειρά ονομάζεται αρμονική τάξης p, αν είναι της μορφής 


1

𝑛⎯⎯⎯

ஶ

ୀଵ

όπου 𝑝 ρητός αριθμός. 

Κριτήριο σύγκλισης 

Μια αρμονική σειρά συγκλίνει στο ℝ, αν και μόνο αν 

𝑝 >  1
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Να ελέγξετε αν οι παρακάτω γεωμετρικές σειρές συγκλίνουν:1.

Ασκήσεις
Δευτέρα, 18 Νοεμβρίου 2024 1:36 μμ
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