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Εκφωνήσεις και ενδεικτικές (αναλυτικές) λύσεις των ϑεµάτων που τέθηκαν στην εξέταση:

Μαθηµατικά Ι, 28 Ιανουαρίου 2015.

Οι λύσεις που δίνονται είναι ενδεικτικές και σε καµία περίπτωση δεν είναι µοναδικές. Προφανώς υπάρχουν και άλλοι

τρόποι επίλυσης που είναι εξίσου ορθοί.

�� ��Θέµα 1ο:

Α) Να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ f(x) dx, όπου

f(x) =


−2xe−x, x ≥ 1

x4+x
x2−2 , 0 ≤ x ≤ 1

ex sin(3x), x ≤ 0

. (2.5 µονάδες)

Β) Βρείτε το εµβαδόν της επιφάνειας που σχηµατίζεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = x3−x+ 2,

g(x) = x2 + 1. (1 µονάδα)�� ��Λύση:

Α) Είναι
∫ +∞
−∞ f(x) dx = limk→−∞

∫ 0

k
exsin(3x) dx+

∫ 1

0
x4+x
x2−2 + dx+limr→+∞

∫ r

1
−2xe−x dx. Υπολογίζουµε τα επιµέρους

ολοκληρώµατα χωριστά :

B ΄Εστω Ik =
∫ 0

k
exsin(3x) dx, εφαρµόζουµε 2 ϕορές ολοκλήρωση κατά παράγοντες και έχουµε

Ik =
1

10

(
− 3 + 3ek cos(3k)− ek sin(3k)

)
.

Για k → −∞ είναι limk→−∞ eksin(3k) = 0 και limk→−∞ ekcos(3k) = 0 (κριτήριο παρεµβολής) και τελικά έχουµε

lim
k→−∞

Ik = lim
k→−∞

∫ 0

k

exsin(3x) dx = − 3

10
. (1)

B ΄Εστω I =
∫ 1

0
x4+x
x2−2 dx, επειδή ο ϐαθµός του αριθµητή είναι µεγαλύτερος από τον ϐαθµό του παρανοµαστή κάνουµε

διαίρεση πολυωνύµων και από την ταυτότητα της διαίρεσης έχουµε x4 + x = (x2 − 2)(x2 + 2) + x+ 4. ΄Αρα

I =

∫ 1

0

(x2 − 2)(x2 + 2) + x+ 4

x2 − 2
dx =

∫ 1

0

x2 + 2 dx+

∫ 1

0

x+ 4

x2 − 2
dx = [

x3

3
+ 2x]10 +

∫ 1

0

x+ 4

x2 − 2
dx =

7

3
+

∫ 1

0

x+ 4

x2 − 2
dx.

Για το ολοκλήρωµα
∫ 1

0
x+4
x2−2 dx ϑα εφαρµόσουµε την µέθοδο των απλών κλασµάτων, οπότε αρχικά παραγοντοποιούµε τον

παρανοµαστή του κλάσµατος, x2 − 2 = (x−
√

2)(x+
√

2) και αναζητάµε πραγµατικούς αριθµούς A, B ώστε

x+ 4

x2 − 2
=

A

x−
√

2
+

B

x+
√

2
.

Πολλαπλασιάζουµε µε (x−
√

2)(x+
√

2) και τα δύο µέλη της παραπάνω ισότητας οπότε έχουµε

x+ 4 = A(x+
√

2) +B(x−
√

2).
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Για x =
√

2⇒ A = 2
√
2+1
2 , για x = −

√
2⇒ B = 1−2

√
2

2 . ΄Αρα∫ 1

0

x+ 4

x2 − 2
dx =

2
√

2 + 1

2
·
∫ 1

0

1

x−
√

2
dx+

1− 2
√

2

2
·
∫ 1

0

1

x+
√

2
dx =

2
√

2 + 1

2
·
[
ln|x−

√
2|
]1
0
+

1− 2
√

2

2
·
[
ln|x+

√
2|
]1
0
⇒

∫ 1

0

x+ 4

x2 − 2
dx =

√
2ln
(√2− 1√

2 + 1

)
− ln
√

2.

Τελικά έχουµε:

I =
7

3
+
√

2ln
(√2− 1√

2 + 1

)
− ln
√

2 . (2)

B ΄Εστω Ir =
∫ r

1
−2xe−x dx, εφαρµόζουµε ολοκλήρωση κατά παράγοντες και έχουµε

Ir = −2
(2

e
− e−r(1 + r)

)
.

Για r → +∞ είναι limr→+∞ e−r(1 + r) = 0 (κανόνας L’ Hospital) τελικά έχουµε

lim
r→+∞

Ir = lim
r→+∞

∫ r

1

−2xe−x dx = −4

e
. (3)

Από τις (1), (2), (3), το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα είναι :

∫ +∞

−∞
f(x) dx =

61

30
− 4

e
+
√

2ln
(√2− 1√

2 + 1

)
− ln
√

2 ' −4.61099 .

Β) Θεωρούµε την συνάρτηση h(x) = f(x) − g(x) = x3 − x2 − x + 1. Αρχικά ϐρίσκουµε τα σηµεία τοµής της Cf µε την

Cg λύνοντας την εξίσωση h(x) = 0⇒ x3 − x2 − x+ 1 = 0⇒ (x− 1)2(x+ 1) = 0⇒ x = 1 ή x = −1. Το σχηµατιζόµενο

εµβαδόν ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1

Το πρόσηµο της h προσδιορίζεται από τον παρακάτω πίνακα:

2
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(x− 1)2

x+ 1

h(x)

+ + +

−1 1

− + +

− + +

Ο

Ο

Ο Ο

Ολοκληρώνουµε την h στο [−1, 1] και έχουµε I =
∫ 1

−1(x3 − x2 − x+ 1) dx =
[
x4

4 −
x3

3 −
x2

2 + x
]1
−1

= 4
3 .

Το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι E = 4
3 .�� ��Θέµα 2ο:

Α) ΄Ενας κατασκευαστής παράγει ένα προϊόν µε κόστος 2 ευρώ ανά τεµάχιο. Το προϊόν πωλείται στην τιµή των 5 ευρώ

ανά τεµάχιο, και σε αυτή την τιµή, υπολογίζεται ότι αγοράζονται 4000 τεµάχια το µήνα. Ο κατασκευαστής σχεδιάζει

να ανεβάσει την τιµή και υπολογίζει ότι για κάθε 1 ευρώ αύξηση στην τιµή, ϑα πωλούνται 400 λιγότερα τεµάχια από το

προϊόν του το µήνα. Σε ποια τιµή ϑα πρέπει να πουλήσει το προϊόν ο κατασκευαστής ώστε να µεγιστοποιηθούν τα κέρδη

του; (1.5 µονάδες)

Β) ΄Εστω η µη αρνητική συνάρτηση f για την οποία ισχύει
∫ +∞
−∞ f(x) dx = 1 και

∫ +∞
−∞ xf(x) dx = m, m ∈ R. Να δείξετε

ότι ∫ +∞

−∞
(x−m)2f(x) dx =

∫ +∞

−∞
x2f(x) dx−m2. (1 µονάδα)�� ��Λύση:

Α) ΄Εστω q < 4000 η ποσότητα που ϑα πωληθεί, τότε ϑα έχουν πωληθεί 4000− q λιγότερα τεµάχια. Αφού 1 ευρώ αύξηση

στην τιµή επιφέρει µείωση στις πωλήσεις κατά 400 τεµάχια, τα 4000− q τεµάχια αντιστοιχούν σε αύξηση στην τιµή κατά
4000−q

400 ευρώ. Εποµένως η νέα τιµή διαµορφώνεται στα p(q) = 5 + 4000−q
400 ευρώ. Τα έσοδα σε αυτή την περίπτωση ϑα είναι

R(q) = p · q =
(

5 + 4000−q
400

)
· q ευρώ. Τελικά αφού το κόστος είναι 2 ευρώ ανά τεµάχιο η συνάρτηση του κέρδους δίνεται

από τον τύπο:

P (q) = R(q)− 2q = 13q − q2

400
.

Ζητάµε λοιπόν να µεγιστοποιήσουµε την συνάρτηση P (q) µε τον περιορισµό q > 0.

Είναι P ′(q) = 13− q
200 και για P ′(q) = 0 έχουµε q = 2600 . Τέλος, αφού P ′′(q) = − 1

200 είναι P ′′(2600) < 0 και από το

κριτήριο της 2ης παραγώγου ο αριθµός των τεµαχίων που µεγιστοποιούν το κέρδος είναι q = 2600.

Η Ϲητούµενη τιµή είναι p(2600) = 5 + 4000−2600
400 ⇒ p(2600) = 8.5 ευρώ .

Β) Είναι
∫ +∞
−∞ (x−m)2f(x) dx =

∫ +∞
−∞ (x2−2xm+m2)f(x) dx =

∫ +∞
−∞ x2f(x) dx−2m

∫ +∞
−∞ xf(x) dx+m2

∫ +∞
−∞ f(x) dx.

Από την εκφώνηση έχουµε ότι
∫ +∞
−∞ f(x) dx = 1 και

∫ +∞
−∞ xf(x) dx = m, εποµένως αντικαθιστώντας στην προηγούµενη

ισότητα έχουµε

∫ +∞

−∞
(x−m)2f(x) dx =

∫ +∞

−∞
x2f(x) dx−m2.
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�� ��Θέµα 3ο:

Α) Να ϐρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόµενων ευθειών στο γράφηµα της καµπύλης y − xy2 + x2 + 1 = 0 στα σηµεία όπου

x = 1. (1.5 µονάδες)

Β) Να χρησιµοποιήσετε πολυώνυµο Taylor 3ου ϐαθµού για να προσεγγίσετε τον αριθµό
√

4.1. (1.5 µονάδες)�� ��Λύση:

Α) Παραγωγίζουµε και τα 2 µέλη της ισότητας, οπότε έχουµε

y′ − y2 − 2xyy′ + 2x = 0⇒ y′(1− 2xy) = y2 − 2x.

Για x = 1 η αρχική ισότητα µας δίνει y − y2 + 2 = 0⇒ y2 − y − 2 = 0⇒ (y − 2)(y + 1) = 0⇒ y = 2 ή y = −1. Οπότε

έχουµε 2 σηµεία επαφής τα A(1,−1) και B(1, 2).

Για το σηµείο A είναι x = 1, y = −1 και η σχέση y′(1− 2xy) = y2 − 2x µας δίνει y′ = − 1
3 . Η εξίσωση της εφαπτοµένης

στο A είναι y + 1 = − 1
3 (x− 1)⇒ y = −1

3
x− 2

3
.

Για το σηµείο B είναι x = 1, y = 2 και η σχέση y′(1 − 2xy) = y2 − 2x µας δίνει y′ = − 2
3 . Η εξίσωση της εφαπτοµένης

στο B είναι y − 2 = − 2
3 (x− 1)⇒ y = −2

3
x+

8

3
.

Β) ΄Εστω f(x) =
√
x. Αφού ο αριθµός 4 είναι ”κοντά” στον 4.1 και οι τιµές της f και των παραγώγων της στο 4 είναι

εύκολο να υπολογιστούν, επιλέγουµε να χρησιµοποιήσουµε πολυώνυµο Taylor µε κέντρο το 4. Αρχικά υπολογίζουµε τις

παραγώγους

f ′(x) =
1

2
x−

1
2 , f ′′(x) = −1

4
x−

3
2 , f ′′′(x) =

3

8
x−

5
2 ,

οπότε

f(4) = 2, f ′(4) =
1

4
, f ′′(4) = − 1

32
, f ′′′(4) =

3

256
.

Το πολυώνυµο Taylor 3ου ϐαθµού µε κέντρο τον αριθµό 4 ϑα έχει την µορφή:

P3(x) = f(4) + f ′(4)
(x− 4)

1!
+ f ′′(4)

(x− 4)2

2!
+ f ′′′(4)

(x− 4)3

3!
⇒ P3(x) = 2 +

(x− 4)

4
− (x− 4)2

64
+

(x− 4)3

512
.

Τελικά έχουµε

√
4.1 ' P3(4.1) = 2 +

(4.1− 4)

4
− (4.1− 4)2

64
+

(4.1− 4)3

512
' 2.02485⇒

√
4.1 ' 2.02485 .

�� ��Θέµα 4ο:

Α) Υποθέτουµε ότι η Ϲήτηση q µε την τιµή p ενός αγαθού συνδέονται µε την σχέση p = −3q2 − 15q + 62. (α) Να

υπολογίσετε την ελαστικότητα της Ϲήτησης όταν η τιµή είναι p = 20. (ϐ) Να ϐρεθεί η ποσοστιαία αύξηση στην τιµή που

προκαλεί ποσοστιαία µείωση στην Ϲήτηση ίση µε 3%. (1.5 µονάδες)

Β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫

x
(x−1)(x+1)2 dx. (1.5 µονάδες)�� ��Λύση:

4
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Α) α) Αρχικά, ϐρίσκουµε από την σχέση p = −3q2 − 15q + 62 την ποσότητα q που αντιστοιχεί στην τιµή p = 20. Είναι

20 = −3q2 − 15q + 62 ⇒ q2 + 5q − 14 = 0 ⇒ q = −7 ή q = 2, όµως q > 0 άρα q = 2 . Παραγωγίζουµε και τα 2 µέλη

της ισότητας p = −3q2− 15q+ 62 ως προς p και έχουµε 1 = −6qq′− 15q′ ⇒ q′(6q + 15) = −1 . Για q = 2, p = 20 είναι

q′ = − 1
27 και εd = q′ · pq = − 10

27 . Τελικά έχουµε

εd ' −0.37(%) .

ϐ) ΄Εστω ότι η ποσοστιαία αύξηση στην τιµή είναι k% τότε ∆p = k
100p και

∆q

q
· 100 ' q′ ·∆p

q
· 100 = k · εd ⇒ k · εd = −3⇒ k · (−10

27
) = −3⇒ k = 8.1 .

Β) Θα εφαρµόσουµε την µέθοδο των απλών κλασµάτων, οπότε αναζητάµε πραγµατικούς αριθµούς A, B, Γ ώστε

x

(x− 1)(x+ 1)2
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

Γ

(x+ 1)2
.

Πολλαπλασιάζουµε µε (x− 1)(x+ 1)2 και τα δύο µέλη της παραπάνω ισότητας οπότε έχουµε

x = A(x+ 1)2 +B(x+ 1)(x− 1) + Γ(x− 1).

Για x = 1⇒ A = 1
4 , για x = −1⇒ Γ = 1

2 και για x = 0⇒ B = − 1
4 . ΄Αρα∫

x

(x− 1)(x+ 1)2
dx =

1

4
ln|x− 1| − 1

4
ln|x+ 1| − 1

2(x+ 1)
+ c, c ∈ R.

Τελικά έχουµε, ∫
x

(x− 1)(x+ 1)2
dx =

1

4
ln
∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣− 1

2(x+ 1)
+ c, c ∈ R .
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