
ΕΘ
ΝΙ
ΚΟ

ΚΑ
Ι Κ

ΑΠ
Ο∆

ΙΣ
ΤΡ
ΙΑ
ΚΟ

ΠΑ
ΝΕ

ΠΙ
ΣΤ
ΗΜ

ΙΟ
ΑΘ

ΗΝ
ΩΝ

Εκφωνήσεις και ενδεικτικές (αναλυτικές) λύσεις των ϑεµάτων που τέθηκαν στην εξέταση:

Μαθηµατικά Ι, 23 Ιανουαρίου 2017.

Οι λύσεις που δίνονται είναι ενδεικτικές και σε καµία περίπτωση δεν είναι µοναδικές. Προφανώς υπάρχουν και άλλοι

τρόποι επίλυσης που είναι εξίσου ορθοί.

�� ��Θέµα 1ο:

Α) ΄Εστω A = {1, 2, 3, 4} και ορίζουµε τη διµελή σχέση R στο A ώστε R = {(x, y) ∈ A2|x + y = άρτιος}.

α) Να κατασκευάσετε το καρτεσιανό γινόµενο A2. ϐ) Να εξετάσετε αν η R είναι σχέση ισοδυναµίας. (1.5 µονάδες)

Β) Να υπολογίσετε, µε τη ϐοήθεια του διαφορικού, µια προσέγγιση του
√

63. (1 µονάδα)�� ��Λύση:

Α) α) Είναι

A2 = A×A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4)}

ϐ) Ανακλαστική: ΄Εστω x ∈ A, τότε (x, x) ∈ R⇔ x + x = άρτιος, που ισχύει αφού x + x = 2x = άρτιος.

Συµµετρική: ΄Εστω x, y ∈ A, τότε (x, y) ∈ R⇔ x + y = άρτιος⇔ y + x = άρτιος⇔ (y, x) ∈ R.

Μεταβατική: ΄Εστω x, y, z ∈ A, τότε (x, y) ∈ R και (y, z) ∈ R⇒ x+y = άρτιος και y+z = άρτιος⇒ x+y = 2k, y+z =

2m⇒ x + 2y + z = 2k + 2m⇒ x + z = 2k + 2m− 2y ⇒ x + z = 2(k + m− y) = άρτιος⇒ (x, z) ∈ R.

΄Αρα, η σχέση είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική δηλαδή είναι σχέση ισοδυναµίας.

Β) Γνωρίζουµε ότι, ∆f ' df = f ′(x) · dx. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) =
√
x, x ≥ 0 µε f ′(x) = 1

2
√
x
, x > 0 τότε

∆f = f(64)− f(63) ' f ′(63) · 1⇒ 8−
√

63 ' 1
2
√
63
⇒ 16

√
63− 2 · 63 ' 1⇒

√
63 ' 127

16 .

�� ��Θέµα 2ο: Α) ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = e−2x. Να υπολογίσετε τη n-οστή παράγωγο της f και στη συνέχεια να

αναπτύξετε την f σε σειρά Maclaurin. (1.5 µονάδες)

Β) Να ϐρείτε το ανοικτό διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

+∞∑
n=1

3n√
n
· xn. (1 µονάδα)

Γ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση της Ϲήτησης q ενός προϊόντος είναι αντιστρόφως ανάλογη της τιµής του. Να αποδείξετε

ότι η συνάρτηση της Ϲήτησης ϑα έχει την ίδια ελαστικότητα για όλες τις τιµές p. (1 µονάδα)�� ��Λύση:
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Α) Εύκολα ϐλέπουµε ότι f(0) = 1 άρα a0 = f(0)
0! = 1, f ′(x) = −2e−2x ⇒ f ′(0) = −2 και a1 = f ′(0)

1! = −2
1! και

συνεχίζοντας καταλήγουµε ότι

f (n)(x) = (−2)ne−2x

και

an =
f (n)(0)

n!
=

(−2)n

n!
.

΄Αρα η σειρά Maclaurin της f είναι
+∞∑
n=0

(−2)n

n!
· xn

Β) Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του λόγου, οπότε για cn = 3n√
n
· xn είναι

r = lim
n→+∞

∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣ 3n+1
√
n+1
· xn+1

3n√
n
· xn

∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣ 3
√
n√

n + 1
· x
∣∣∣ = |3x|.

Για να ϐρούµε το ανοικτό διάστηµα σύγκλισης, λύνουµε την ανίσωση r < 1 ως προς x, δηλαδή |3x| < 1⇒ −1
3 < x < 1

3 .

Το Ϲητούµενο διάστηµα σύγκλισης είναι το (− 1
3 ,

1
3 ).

Γ) Αφού η συνάρτηση της Ϲήτησης είναι αντιστρόφως ανάλογη της τιµής της, ϑα ισχύει q = a
p , a > 0. ΄Αρα q′ = − a

p2 και

για την ελαστικότητα ϑα ισχύει εd = − a
p2 · p

a
p

= −1⇒ εd = −1, για κάθε τιµή p.

�� ��Θέµα 3ο: ∆ίνεται η λογιστική καµπύλη f(t) = 100
1+e−3t , t ≥ 0.

α) Να εξετάσετε αν η f έχει οριζόντια(ες) ασύµπτωτη(ες) και να µελετήσετε την f ως προς τη µονοτονία, τα ακρότατα και

την κυρτότητα. Να σχεδιάσετε την f . (2 µονάδες)

ϐ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫ ln 3

0

f(t)dt. (1 µονάδα)

�� ��Λύση: α) Παρατηρούµε ότι, limt→+∞ f(t) = limt→+∞
100

1+e−3t = 100. Εποµένως, η ευθεία y = 100 είναι οριζόντια

ασύµπτωτη της f .

Μονοτονία-Ακρότατα: Είναι f ′(t) = 300e−3t

(e−3t+1)2
> 0 εποµένως η f είναι γνησίως αύξουσα και στο t = 0 λαµβάνει ελάχιστη

τιµή ενώ δεν έχει µέγιστη.

Κυρτότητα: Είναι

f ′′(t) =
900e−3t

(e−3t + 1)
2

(
2e−3t

e−3t + 1
− 1

)

και f ′′(t) < 0⇔ 2e−3t

e−3t+1 − 1 < 0⇔ e−3t < 1⇔ t > 0. ΄Αρα στο πεδίο ορισµού της, Df = [0,+∞), η f είναι κοίλη.

Η γραφική παράσταση της f ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

ϐ) Είναι ∫ ln 3

0

f(t)dt =

∫ ln 3

0

100

1 + e−3t
dt = 100

∫ ln 3

0

e3t

e3t + 1
dt = 100

[ ln(1 + e3t)

3

]ln 3

0
= . . . =

100 ln(14)

3
.

2
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Σχήµα 1: Η συνάρτηση f(t) = 100
1+e−3t .

�� ��Θέµα 4ο:

Α) Να υπολογίσετε, µε ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων, το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ +∞

1

x

ex
dx. (1 µονάδα)

Β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫

x−1
3x2+9 dx. (1 µονάδα)�� ��Λύση:

Α) Γράφουµε το ολοκλήρωµα µε µορφή ορίου και στη συνέχεια εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση, οπότε έχουµε∫ +∞

1

x

ex
dx = lim

k→+∞

∫ k

1

x

ex
dx = lim

k→+∞

(
[−xe−x]k1 +

∫ k

1

e−xdx
)

= lim
k→+∞

(
[−xe−x]k1 + [−e−x]k1

)
= . . . =

lim
k→+∞

(−k − 1

ek
+

2

e

)
=

2

e
' 0.735.

Παρατήρηση: Με εφαρµογή του κανόνα L’Hospital έχουµε ότι limk→+∞

(
−k−1
ek

)
= limk→+∞

(
−1
ek

)
= 0.

Β) Χωρίζουµε το ολοκλήρωµα σε δυο ολοκληρώµατα οπότε έχουµε∫
x− 1

3x2 + 9
dx =

1

3

(∫
x

x2 + 3
dx−

∫
1

x2 + 3
dx

)
=

1

3

(
1

2

∫
2x

x2 + 3
dx− 1

3

∫
1(

x√
3

)2
+ 1

dx

)
=

1

6
ln(x2 + 3)−

√
3

9
arctan

( x√
3

)
+ c, c ∈ R.
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