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Εκφωνήσεις και ενδεικτικές (αναλυτικές) λύσεις των ϑεµάτων που τέθηκαν στην εξέταση:

Μαθηµατικά Ι, 24 Ιουλίου 2014.

Οι λύσεις που δίνονται είναι ενδεικτικές και σε καµία περίπτωση δεν είναι µοναδικές. Προφανώς υπάρχουν και άλλοι

τρόποι επίλυσης που είναι εξίσου ορθοί.

✞

✝

☎

✆
Θέµα 1ο:

Α) Να µελετήσετε ως προς την µονοτονία, την κυρτότητα, τα ακρότατα και τα σηµεία καµπής την συνάρτηση:

f(x) =
1√
2π

e
−x2

2 . (1 µονάδα)

Β) Να υπολογίσετε το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ xf(x) dx. (1.5 µονάδες)

Γ) Να χρησιµοποιήσετε πολυώνυµο Taylor 4ου ϐαθµού για να προσεγγίσετε την τιµή του ορισµένου ολοκληρώµατος
∫ x2

x1

f(x) dx, όπου x1, x2 οι ϑέσεις των σηµείων καµπής της f µε x1 < x2. (1 µονάδα)

✞

✝

☎

✆
Λύση:

Α) Είναι f ′(x) = 1√
2π

e
−x2

2 ·
(

−x2

2

)′
= −x√

2π
e

−x2

2 και f ′′(x) =
(

−x√
2π

e
−x2

2

)′
= −1√

2π
e

−x2

2 + x2

√
2π

e
−x2

2 = 1√
2π

(x2 − 1)e
−x2

2 .

Εύρεση µονοτονίας και ακροτάτων : ϑέτουµε f ′(x) = 0 ⇒ −x√
2π

e
−x2

2 = 0 ⇒ x = 0 (κρίσιµο σηµείο).

Ο πίνακας µονοτονίας είναι :

f ′

f

+ −

0

ր ց

Ο

Εποµένως, η συνάρτηση f παρουσιάζει στο σηµείο (0, f(0)) ≡ (0, 1√
2π

) τοπικό µέγιστο ( το οποίο είναι ολικό µέγιστο).

Εύρεση κυρτότητας και σηµείων καµπής : ϑέτουµε f ′′(x) = 0 ⇒ 1√
2π

(x2 − 1)e
−x2

2 = 0 ⇒ x2 − 1 = 0 ⇒ x = 1 ή x = −1

(πιθανές ϑέσεις σηµείων καµπής).

f ′′

f

+ − +

−1 1
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Εποµένως, η συνάρτηση f παρουσιάζει σηµεία καµπής στα σηµεία (−1, f(−1)) και (1, f(1)) .

Β) Με ϐάση γνωστή ιδιότητα έχουµε :
∫ +∞
−∞ xf(x) dx =

∫ 0

−∞ xf(x) dx +
∫ +∞
0

xf(x) dx.

Θέτουµε I1 =
∫ 0

−∞ xf(x) dx και I2 =
∫ +∞
0

xf(x) dx.

Αρχικά, για k < 0, υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα
∫ 0

k
xf(x) dx =

∫ 0

k
x 1√

2π
e

−x2

2 dx = 1√
2π

∫ 0

k
xe

−x2

2 dx =

−1√
2π

∫ 0

k
−xe

−x2

2 dx = −1√
2π

∫ 0
−k2

2

eu du = −1√
2π

[eu]0
−k2

2

= −1√
2π

(1− e
−k2

2 ).

Εφαρµόσαµε αλλαγή µεταβλητής ως ακολούθως :

Θέτουµε u = −x2

2
, άρα du = −xdx και για x = k ⇒ u = −k2

2
ενώ για x = 0 ⇒ u = 0.

Με ανάλογο τρόπο, για m > 0 προκύπτει ότι
∫m

0
xf(x) dx = −1√

2π
(e

−m2

2 − 1).

Τελικά έχουµε I1 + I2 = −1√
2π

(

limk→−∞(1 − e
−k2

2 ) + limm→+∞(e
−m2

2 − 1)
)

= 1− 1 = 0.

΄Αρα
∫ +∞
−∞ xf(x) dx = 0.

Γ) Οι ϑέσεις των σηµείων καµπής είναι x1 = −1, x2 = 1 εποµένως αναζητάµε το ολοκλήρωµα

I =

∫ 1

−1

1√
2π

e
−x2

2 dx =
1√
2π

∫ 1

−1

e
−x2

2 dx.

Θεωρούµε την συνάρτηση h(x) = ex για την οποία εύκολα ϐλέπουµε ότι h′(x) = h′′(x) = ex και h(0) = h′(0) = h′′(0) = 1

άρα το πολυώνυµο Taylor δευτέρου ϐαθµού για την h είναι P2(x) = h(0)+ h′(0) x
1!
+ h′′(0)x

2

2!
= 1+ x+ x2

2
. Θέτουµε στο

P2(x) όπου x το −x2

2
οπότε προκύπτει το πολυώνυµο Taylor που προσεγγίζει την e−

x2

2 και είναι το Q4(x) = 1− x2

2
+ x4

8
.

΄Αρα

I ≈ 1√
2π

∫ 1

−1

(1− x2

2
+

x4

8
) dx =

1√
2π

[

x− x3

6
+

x5

40

]1

−1
=

103

60
√
2π

.

✞

✝

☎

✆
Θέµα 2ο:

Α) Η συνάρτηση Ϲήτησης q ως προς την τιµή p για ένα προϊόν δίνεται από την σχέση p3 + p = q3 + q. Να δείξετε ότι για

p = 1 η Ϲήτηση έχει µοναδιαία ελαστικότητα. Να ερµηνεύσετε το αποτέλεσµα. (1.5 µονάδες)

Β) Αν µε R συµβολίσουµε το ολικό έσοδο να δείξετε ότι ισχύει η σχέση dR
dp

= q(1 + εd). (0.5 µονάδες)

Γ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση της Ϲήτησης q ενός προϊόντος είναι αντιστρόφως ανάλογη της τιµής του. Να αποδείξετε

ότι η συνάρτηση της Ϲήτησης ϑα έχει την ίδια ελαστικότητα για όλες τις τιµές p. (1.5 µονάδες)

✞

✝

☎

✆
Λύση:

Α) Για την ελαστικότητα ισχύει ότι εd = q′ · p

q
. Εφαρµόζουµε παραγώγιση πεπλεγµένης συνάρτησης οπότε έχουµε

(p3 + p)′ = (q3 + q)′ ⇒ 3p2 + 1 = 3q2q′ + q′ ⇒ q′ =
3p2 + 1

3q2 + 1
.

΄Οταν p = 1 η σχέση p3 + p = q3 + q µας δίνει q3 + q = 2 ⇒ q3 + q − 2 = 0. Προφανής ϱίζα το q = 1, άρα από το σχήµα

Horner έχουµε q3 + q − 2 = 0 ⇒ (q − 1)(q2 + q + 2) = 0 ⇒ q = 1 (Παρατηρήστε ότι το τριώνυµο δεν έχει ϱίζες).

Για p = 1, q = 1 έχουµε q′ = 3·12+1

3·12+1
= 1 και τελικά είναι εd = 1.

2
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Ερµηνεία : Αύξηση της τιµής κατά 1% επιφέρει αύξηση της Ϲήτησης κατά το ίδιο ποσοστό. (Να εξηγήσετε κατά πόσο µια

τέτοια κατάσταση έχει ϱεαλιστική ϐάση).

Β) Θεωρία.

Γ) Αφού η συνάρτηση της Ϲήτησης είναι αντιστρόφως ανάλογη της τιµής του ϑα ισχύει q = a
p
, a > 0. ΄Αρα q′ = − a

p2 και

για την ελαστικότητα ϑα ισχύει εd = − a
p2 · p

a
p

= −1 ⇒ εd = −1, για κάθε τιµή p.

✞

✝

☎

✆
Θέµα 3ο:

Α) Να εξετάσετε αν η σχέση R = {(x, y) ∈ R
2| ο x διαιρεί τον y} είναι σχέση ισοδυναµίας. (1 µονάδα)

Β) Η συνάρτηση Ϲήτησης ως προς την τιµή δίνεται από την σχέση ln q = p2 + 2p+ 2. Ορίζουµε το σύνολο A = {1, 3, 5},

για κάθε τιµή p ∈ A να ϐρείτε την ελαστικότητα εd(p). (1 µονάδα) Αν B είναι το σύνολο που περιέχει τις ελαστικότητες

που υπολογίσατε, δηλαδή B = {a ∈ R|a = εd(p), p ∈ A}, να υπολογίσετε το καρτεσιανό γινόµενο A×B. (0.5 µονάδες)

✞

✝

☎

✆
Λύση:

Α) Ανακλαστικότητα: Αφού ο x διαιρεί τον εαυτό του, το στοιχείο (x, x) ∈ R και η σχέση R είναι ανακλαστική.

Συµµετρικότητα: Αν ο x διαιρεί τον y τότε αυτό δεν σηµαίνει απαραίτητα ότι και ο y διαιρεί τον x εποµένως αν (x, y) ∈ R

αυτό δεν συνεπάγεται ότι (y, x) ∈ R. Τελικά η R δεν είναι συµµετρική οπότε δεν µπορεί να είναι σχέση ισοδυναµίας.

Παρατήρηση: Προφανώς µπορούσαµε κατευθείαν να δείξουµε ότι η σχέση δεν είναι συµµετρική οπότε δεν είναι σχέση

ισοδυναµίας.

Β) Παρατηρούµε ότι, µε παραγώγιση της σχέσης που µας δίνεται έχουµε (ln q)′ = (p2 + 2p + 2)′ ⇒ q′

q
= 2p + 2, όµως

εd = q′

q
· p ⇒ εd = (2p+ 2)p.

Χρησιµοποιούµε τον τύπο της ελαστικότητας που αποδείξαµε, οπότε για p ∈ A έχουµε, p = 1 ⇒ εd = 4, p = 3 ⇒ εd = 24

και για p = 5 ⇒ εd = 60. Το σύνολο B έχει σαν στοιχεία τις παραπάνω ελαστικότητες οπότε είναι B = {4, 24, 60}. Για το

καρτεσιανό γινόµενο του A × B δηµιουργούµε όλα τα δυνατά Ϲεύγη µε πρώτη συντεταγµένη στοιχείο του A και δεύτερη

στοιχείο του B. Τελικά έχουµε

A×B = {(1, 4), (1, 24), (1, 60), (3, 4), (3, 24), (3, 60), (5, 4), (5, 24), (5, 60)}.

✞

✝

☎

✆
Θέµα 4ο:

Α) Μία εταιρεία σκέφτεται να ναυλώσει ένα λεωφορείο χωρητικότητας 50 ατόµων για γκρουπ µε τουλάχιστον 35 άτοµα.

Αν ένα γκρουπ περιέχει ακριβώς 35 άτοµα τότε η τιµή του ενός εισιτηρίου είναι 51 ευρώ. Σε µεγάλα γκρουπ ατόµων, για

κάθε ένα άτοµο που υπερβαίνει τα 35 άτοµα µειώνεται το εισιτήριο ανά άτοµο κατά 1 ευρώ. Προσδιορίστε το µέγεθος του

γκρουπ των ατόµων που µεγιστοποιεί τα έσοδα από τα εισιτήρια. (1.5 µονάδες)

Β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫

x3
+x

x−1
dx. (2 µονάδες)

✞

✝

☎

✆
Λύση:

Α) ΄Εστω x ο αριθµός των ατόµων που υπερβαίνουν τα 35 άτοµα. Τότε το συνολικό πλήθος των ατόµων ϑα είναι x+35 και

3
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αφού κάθε ένα από τα x άτοµα επιφέρει µείωση κατά 1 ευρώ στην τιµή του εισιτηρίου, τα x άτοµα ϑα επιφέρουν µείωση

κατά x ευρώ. Οπότε η τιµή του εισιτηρίου διαµορφώνεται στα 51 − x ευρώ. Συµβολίζουµε µε R(x) την συνάρτηση των

εσόδων από την πώληση των εισιτηρίων, οπότε µε ϐάση τα παραπάνω ϑα έχουµε

R(x) = (x+ 35)(51− x), 0 ≤ x ≤ 15.

Είναι R′(x) = (51 − x) − (x + 35) = −2x + 16 και R′(x) = 0 ⇒ x = 8. Αφού η συνάρτηση είναι ορισµένη σε κλειστό

διάστηµα για να ϐρούµε το µέγιστο υπολογίζουµε τα R(0) = 1785, R(8) = 1849, R(15) = 1800 και στην τιµή του x για

την οποία ϐρίσκουµε την µεγαλύτερη τιµή της R(x) έχουµε µεγιστοποίηση των εσόδων. ΄Αρα x = 8 και το Ϲητούµενο

µέγεθος του γκρουπ είναι 35 + 8 = 43 άτοµα.

Β) Αφού ο ϐαθµός του αριθµητή είναι µεγαλύτερος από τον ϐαθµό του παρανοµαστή, αρχικά κάνουµε διαίρεση πολυω-

νύµων και έχουµε x3 + x = (x− 1)(x2 + x+ 2) + 2. Εποµένως έχουµε

∫

x3 + x

x− 1
dx =

∫

(x − 1)(x2 + x+ 2) + 2

x− 1
dx =

∫

x2 + x+2 dx+

∫

2

x− 1
dx =

x3

3
+

x2

2
+ 2x+2 ln |x− 1|+ c, c ∈ R.
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