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Εκφωνήσεις και ενδεικτικές (αναλυτικές) λύσεις των ϑεµάτων που τέθηκαν στην εξέταση:

Μαθηµατικά Ι, 10 Σεπτεµβρίου 2014.

Οι λύσεις που δίνονται είναι ενδεικτικές και σε καµία περίπτωση δεν είναι µοναδικές. Προφανώς υπάρχουν και άλλοι

τρόποι επίλυσης που είναι εξίσου ορθοί.

�� ��Θέµα 1ο:

Α) Να µελετήσετε ως προς την µονοτονία, την κυρτότητα, τα ακρότατα και τα σηµεία καµπής την συνάρτηση:

f(x) =
1

π
· 1

1 + x2
. (1.5 µονάδες)

Β) Να εξετάσετε αν συγκλίνει το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ +∞
−∞ |x|f(x) dx. (1 µονάδα)

Γ) Βρείτε το εµβαδόν της επιφάνειας που οριοθετείται από τον άξονα x′x και από το γράφηµα της συνάρτησης f(x) =

x3 − x2 − 2x, −1 ≤ x ≤ 2. (1 µονάδα)�� ��Λύση:

Α) Είναι f ′(x) = 1
π ·
(

1
1+x2

)′
= − 2x

π(1+x2)2 και f ′′(x) =
(
− 2x

π(1+x2)2

)′
= 2(3x2−1)

π(1+x2)3 .

Εύρεση µονοτονίας και ακροτάτων : ϑέτουµε f ′(x) = 0⇒ − 2x
π(1+x2)2 = 0⇒ x = 0 (κρίσιµο σηµείο).

Ο πίνακας µονοτονίας είναι :

f ′

f

+ −

0

↗ ↘

Ο

Εποµένως, η συνάρτηση f παρουσιάζει στο σηµείο (0, f(0)) ≡ (0, 1
π ) τοπικό µέγιστο (το οποίο είναι ολικό µέγιστο).

Εύρεση κυρτότητας και σηµείων καµπής: ϑέτουµε f ′′(x) = 0 ⇒ 2(3x2−1)
π(1+x2)3 = 0 ⇒ 3x2 − 1 = 0 ⇒ x = 1√

3
ή x = − 1√

3

(πιθανές ϑέσεις σηµείων καµπής).

f ′′

f

+ − +

− 1√
3

1√
3

^ _ ^

ΟΟ

Εποµένως, η συνάρτηση f παρουσιάζει σηµεία καµπής στα σηµεία (− 1√
3
, f(− 1√

3
)) και ( 1√

3
, f( 1√

3
)).
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Β) Με ϐάση γνωστή ιδιότητα έχουµε:

∫ +∞
−∞ |x|f(x) dx =

∫ 0

−∞−xf(x) dx+
∫ +∞
0

xf(x) dx.

Θέτουµε I1 =
∫ +∞
0

xf(x) dx.

Για k > 0, υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα

∫ k
0
xf(x) dx = 1

π

∫ k
0

x
1+x2 dx = 1

π

∫ k
0

1
2 ·

(1+x2)′

1+x2 dx = 1
2π

[
ln(1 + x2)

]k
0

=

1
2π

(
ln(1 + k2)− ln1

)
= ln(1+k2)

2π .

Τελικά έχουµε I1 = limk→+∞
1
2π ln(1 + k2) = +∞.

΄Αρα το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ +∞
−∞ |x|f(x) dx δεν συγκλίνει.

Γ) Αρχικά ϐρίσκουµε τα σηµεία τοµής της Cf µε τον άξονα x′x, οπότε έχουµε f(x) = 0 ⇒ x3 − x2 − 2x = 0 ⇒

x(x2 − x − 2) = 0 ⇒ x(x + 1)(x − 2) = 0 ⇒ x = 0 ή x = −1 ή x = 2. Το πρόσηµο της f προσδιορίζεται από τον

παρακάτω πίνακα:

x

x+ 1

x− 2

f(x) − + − +

− − + +

−1 0 2

− + +

− − −

+

+

Ο

Ο

Ο

ΟΟ Ο

Ολοκληρώνουµε την f σε κάθε ένα από τα υποδιαστήµατα [−1, 0] και [0, 2] και αθροίζουµε τις απόλυτες τιµές των

αποτελεσµάτων.

Είναι I1 =
∫ 0

−1(x3 − x2 − 2x) dx =
[
x4

4 −
x3

3 − x
2
]0
−1

= 5
12 και I2 =

∫ 2

0
(x3 − x2 − 2x) dx =

[
x4

4 −
x3

3 − x
2
]2
0

= − 8
3 .

Το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι E = |I1|+ |I2| = 37
12 .�� ��Θέµα 2ο:

Α) ΄Ενας έµπορος αυτοκινήτων πουλά 200 αυτοκίνητα το χρόνο. Η διατήρηση ενός αυτοκινήτου στην αποθήκη κοστίζει

100 ευρώ το χρόνο. Το κόστος παραγγελίας νέων αυτοκινήτων από τον κατασκευαστή εµπεριέχει ένα σταθερό κόστος 100

ευρώ συν 80 ευρώ ανά αυτοκίνητο. Να υπολογίσετε πόσες ϕορές τον χρόνο ϑα πρέπει να παραγγέλνει αυτοκίνητα και σε

τι µέγεθος παραγγελίας, έτσι ώστε να ελαχιστοποιήσει το ετήσιο κόστος. Να κάνετε την υπόθεση ότι αν x είναι το µέγεθος

της παραγγελίας, x > 0, τότε κατά µέσο όρο στην αποθήκη παραµένουν
x
2 αυτοκίνητα. (1.5 µονάδες)

Β) Το οριακό κόστος σε ένα εργοστάσιο είναι
lnq
q ευρώ/µονάδα, όταν το επίπεδο παραγωγής είναι q µονάδες. Να ϐρείτε

πόσο ϑα µεταβληθεί το ολικό κατασκευαστικό κόστος αν το επίπεδο παραγωγής αυξηθεί από 10 σε 12 µονάδες. (1.5

µονάδες)�� ��Λύση:

Α) ΄Εστω x το µέγεθος της παραγγελίας, τότε ο αριθµός των παραγγελιών ανά έτος ϑα είναι
200
x (αφού παραγγέλνει 200

αυτοκίνητα στο έτος). Το κόστος της κάθε παραγγελίας x αυτοκινήτων είναι 100 + 80x ευρώ, εποµένως για τις
200
x

2
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παραγγελίες ϑα είναι
200
x · (100 + 80x) ευρώ. Το κόστος αποθήκευσης, µε ϐάση την υπόθεση που κάνουµε, ϑα είναι

x
2 · 100 = 50x ευρώ. Εποµένως, το συνολικό κόστος είναι C(x) = 200

x · (100 + 80x) + 50x⇒ C(x) = 20000
x + 50x+ 16000.

Ζητάµε λοιπόν να ελαχιστοποιήσουµε την συνάρτηση C(x) µε τον περιορισµό x > 0.

Είναι C ′(x) = 50 − 20000
x2 = 50(x−20)(x+20)

x2 και για C ′(x) = 0 έχουµε x = 20 (αφού x > 0). Τέλος, αφού C ′′(x) =

40000
x3 είναι C ′′(20) = 5 > 0 και από το κριτήριο της 2ης παραγώγου ο αριθµός των αυτοκινήτων ανά παραγγελία που

ελαχιστοποιούν το κόστος είναι x = 20. Ο αριθµός των παραγγελιών είναι
200
20 = 10. ∆ηλαδή ο έµπορος πρέπει να κάνει

10 ϕορές παραγγελία των 20 αυτοκινήτων.

Β) Είναι C ′(q) = lnq
q , q > 0 άρα το Ϲητούµενο ολικό κόστος δίνεται από το ορισµένο ολοκλήρωµα

∫ 12

10
C ′(q) dq =∫ 12

10
lnq
q dq =

∫ 12

10
lnq · (lnq)′ dq = 1

2

[
ln2q

]12
10

= 1
2

(
ln2(12)− ln2(10)

)
= 0.436431.�� ��Θέµα 3ο:

Α) Να υπολογίσετε την κλίση της ευθείας που εφάπτεται στην καµπύλη x2y3 + xy2 + y+ 1 = 0 στο x = 1. (1.5 µονάδες)

Β) Με την ϐοήθεια του διαφορικού να εκτιµήσετε την µεταβολή στην συνάρτηση f(x) = x3 + x− 5, αν το x από την τιµή

2 µειωθεί στην τιµή 1.99. Να δώσετε µια σύντοµη ερµηνεία του αποτελέσµατος. (1.5 µονάδες)�� ��Λύση:

Α) Παραγωγίζουµε και τα 2 µέλη της ισότητας, οπότε έχουµε (x2)′y3 + x2(y3)′ + (x)′y2 + x(y2)′ + (y)′ = 0 ⇒ 2xy3 +

3x2y2y′ + y2 + 2xyy′ + y′ = 0 ⇒ (3x2y2 + 2xy + 1)y′ = −2xy3 − y2 . Για x = 1 η αρχική ισότητα µας δίνει

y3 + y2 + y + 1 = 0⇒ y2(y + 1) + (y + 1) = 0⇒ (y2 + 1)(y + 1) = 0⇒ y + 1 = 0⇒ y = −1. Οπότε για x = 1, y = −1

η σχέση (3x2y2 + 2xy + 1)y′ = −2xy3 − y2 µας δίνει y′ = 1
2 . Τελικά η Ϲητούµενη κλίση είναι

1
2 .

Β) Γνωρίζουµε ότι για το διαφορικό ισχύει df = f ′(x)dx. Για x = 2 στην f ′(x) = 3x2 + 1 έχουµε f ′(2) = 13. Επιπλέον,

dx = 1.99 − 2 = −0.01. Από τον προσεγγιστικό τύπο ισχύει ∆f ' df(2) = 13 · (−0.01) = −0.13. Σαν συµπέρασµα

έχουµε ότι η µείωση κατά
1

100 στην τιµή του x προκάλεσε µείωση κατά
13
100 στην τιµή της f .�� ��Θέµα 4ο:

Α) Η συνάρτηση Ϲήτησης q, µιας εταιρείας, ως προς την τιµή p για ένα προϊόν δίνεται από την σχέση q + 2p = 90 ενώ η

συνάρτηση του µέσου κόστους δίνεται από την σχέση AC = q2−8q+ 2
q +57. Να ϐρείτε το επίπεδο των διαθέσιµων αγαθών

q που: α) µεγιστοποιούν τα έσοδα, ϐ) ελαχιστοποιούν το οριακό κόστος, γ) µεγιστοποιούν το κέρδος. (1.5 µονάδες)

Β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα

∫
x+4

x3+3x2−10x dx. (2 µονάδες)�� ��Λύση:

Α) α) Για τα έσοδα ισχύει R = p · q και αφού q+ 2p = 90⇒ p = − 1
2q+ 45 έχουµε R = q(− 1

2q+ 45)⇒ R = − 1
2q

2 + 45q.

Βρίσκουµε την παράγωγο, R′ = −q + 45 και για R′ = 0 ⇒ q = 45. Αφού R′′ = −1 < 0, από το κριτήριο της 2ης

παραγώγου έχουµε ότι για q = 45 µεγιστοποιούνται τα έσοδα.

ϐ) Ισχύει ότι AC = C
q ⇒ C = AC · q ⇒ C = q3 − 8q2 + 57q + 2. Το οριακό κόστος είναι MC = C ′ = 3q2 − 16q + 57,

οπότε ϐρίσκουµε το ελάχιστο στην συνάρτηση MC.

3



Ε
Θ
Ν
ΙΚ
Ο
Κ
Α
Ι
Κ
Α
Π
Ο
∆
ΙΣ
Τ
Ρ
ΙΑ
Κ
Ο

Π
Α
Ν
Ε
Π
ΙΣ
Τ
Η
Μ
ΙΟ

Α
Θ
Η
Ν
Ω
Ν

Είναι MC ′ = 6q − 16 = 0 ⇒ q = 8
3 . Αφού MC ′′ = 6 > 0, από το κριτήριο της 2ης παραγώγου έχουµε ότι για q = 8

3

ελαχιστοποιείται το οριακό κόστος.

γ) Για το κέρδος ισχύει P = R − C = −q3 + 15
2 q

2 − 12q − 2. Παραγωγίζουµε και έχουµε, P ′ = −3q2 + 15q − 12 οπότε

P ′ = 0⇒ −3q2 + 15q − 12 = 0⇒ q = 1 ή q = 4.

Η δεύτερη παράγωγος είναι P ′′ = −6q + 15, οπότε για q = 1 ⇒ P ′′ = 9 > 0 που σηµαίνει ότι έχουµε τοπ. ελάχιστο και

για q = 4⇒ P ′′ = −9 < 0 που σηµαίνει ότι έχουµε τοπ. µέγιστο. Παρατηρούµε ότι για q = 4 έχουµε ολικό µέγιστο.

Β)Θα εφαρµόσουµε την µέθοδο των απλών κλασµάτων, οπότε αρχικά παραγοντοποιούµε τον παρανοµαστή του κλάσµατος,

x3 + 3x2 − 10x = x(x− 2)(x+ 5) οπότε αναζητάµε πραγµατικούς αριθµούς A, B, Γ ώστε

x+ 4

x3 + 3x2 − 10x
=
A

x
+

B

x− 2
+

Γ

x+ 5
.

Πολλαπλασιάζουµε µε x(x− 2)(x+ 5) και τα δύο µέλη της παραπάνω ισότητας οπότε έχουµε

x+ 4 = A(x− 2)(x+ 5) +Bx(x+ 5) + Γx(x− 2).

Για x = 0⇒ A = − 2
5 , για x = 2⇒ B = 3

7 και για x = −5⇒ Γ = − 1
35 . ΄Αρα∫

x+ 4

x3 + 3x2 − 10x
dx = −2

5

∫
1

x
dx+

3

7

∫
1

x− 2
dx− 1

35

∫
1

x+ 5
dx = −2

5
ln|x|+ 3

7
ln|x− 2| − 1

35
ln|x+ 5|+ c, c ∈ R.
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