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Κεφάλαιο 1

Προαπαιτούµενα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα γίνει µια συνοπτική αναφορά στα κοµµάτια, τα οποία είναι προαπαιτούµενα, για την
κατανόηση των εν συνεχεία κεφαλαίων.

1.1 Θεωρία πιθανοτήτων

1.1.1 Βασικοί Ορισµοί και Ιδιότητες

Η σύγχρονη ϑεωρία των πιθανοτήτων πηγάζει από την έρευνα που δηµοσίευσε ο Andrey Kolmogorov το 1933.

Ορισµός 1.1 Πείραµα τύχης είναι µια διαδικασία της οποίας το αποτέλεσµα δεν είναι εκ των προτέρων δεδοµένο.

Ορισµός 1.2 Απλό ή στοιχειώδες ενδεχόµενο είναι κάθε ένα από τα δυνητικά αποτελέσµατα ενός πειράµατος

τύχης.

Ορισµός 1.3 ∆ειγµατικός χώρος ή Υπερσύνολο, είναι το σύνολο όλων των ενδεχοµένων, δηλαδή όλων των

δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης και συµβολίζεται µε το γράµµα Ω .

Ο αριθµός των συνολικών εν δυνάµει αποτελεσµάτων που επηρεάζουν την χρηµατιστηριακή αγορά είναι τε-
ϱάστιος. ΄Ολα τα υποσύνολα ενός δειγµατικού χώρου Ω σχηµατίζουν ένα σύνολο που υποδηλώνεται µε 2Ω. Το
πλήθος των στοιχείων του Ω συµβολίζεται µε |Ω|.

Παρατήρηση 1.1 Εάν το πλήθος των ενδεχοµένων είναι πεπερασµένο, δηλαδή |Ω| = n, τότε το σύνολο 2Ω
έχει

2n στοιχεία.

Αναφερόµενοι σε πραγµατικά δεδοµένα και καταστάσεις, είναι αξιοσηµείωτο ότι µια πλήρη περιγραφή της
συνολικής πληροφόρησης του χρηµατοπιστωτικού κόσµου υφίσταται, εάν ο δειγµατικός χώρος Ω αντιπροσωπε-
ύει όλες τις πιθανές καταστάσεις του οικονοµικού κόσµου (states of the world), τότε το σύνολο 2Ω περιγράφει
όλα τα πιθανά γεγονότα που µπορεί να συµβούν στην αγορά.

Ορισµός 1.4 Πληθικός Αριθµός, ενός ενδεχοµένου A είναι το πλήθος των στοιχείων του ενδεχοµένου A και

συµβολίζεται ως n(A).

Ορισµός 1.5 ΄Ενα υποσύνολο A καλείται υποσύνολο του B, δηλαδή A ⊂ B, αν κάθε στοιχείο του A είναι και

στοιχείο του B. Αν το B περιέχει και στοιχεία τα οποία δεν ανήκουν στο A, τότε το A καλείται γνήσιο υποσύνολο

του B.

Ιδιότητα 1.1 ∆ύο σύνολα A και B καλούνται ίσα ή ισοδύναµα, αν A ⊂ B και B ⊂ A.

Ορισµός 1.6 Κενό σύνολο είναι ένα σύνολο χωρίς στοιχεία, είναι υποσύνολο κάθε άλλου συνόλου και συµβο-

λίζεται µε ∅.

Ορισµός 1.7 Η ένωσή δύο συνόλων A και B, αποτελείται από κάθε στοιχείο που ανήκει στο A, το B, ή και στα

δύο σύνολα και συµβολίζεται ως A ∪ B. ΄Οταν αναφερόµαστε σε ενδεχόµενα, η ένωση δύο ενδεχοµένων A ∪ B
αντιστοιχεί στο να συµβεί είτε το Α είτε το Β (π.χ. αν κάνουµε αναφορά για ένα ῾῾ίδρυµα᾿᾿ ή ῾῾κερδοφόρο᾿᾿ ενοούµε

την ένωση του ενδεχοµένου ῾῾ίδρυµα᾿᾿ και του ενδεχοµένου ῾῾κερδοφόρο᾿᾿).
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Ορισµός 1.8 Η τοµή δύο συνόλων A και B, αποτελείται από κάθε στοιχείο που ανήκει και στα δύο σύνολα

ταυτόχρονα και συµβολίζεται µε A ∩ B ή AB. ΄Οταν αναφερόµαστε σε ενδεχόµενα, η τοµή δύο ενδεχοµένων

A ∩ B αντιστοιχεί στο να συµβεί το Α και το Β. (π.χ. αν κάνουµε αναφορά για ένα ῾῾ίδρυµα᾿᾿ και ῾῾κερδοφόρο᾿᾿

ενοούµε την τοµή του ενδεχοµένου ῾῾ίδρυµα᾿᾿ και του ενδεχοµένου ῾῾κερδοφόρο᾿᾿, δηλαδή ῾῾κερδοφόρο ίδρυµα᾿᾿).

Ορισµός 1.9 Τα σύνολα A και AC ή (A′) καλούνται συµπληρωµατικά σύνολα, όταν :

1. AAC = ∅
και

2. A ∪AC = Ω

δηλαδή το AC αποτελείται από όλα τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου Ω, που δεν ανήκουν στο σύνολο A.

Ορισµός 1.10 Η διαφορά δύο συνόλων A και B συµβολίζεται µε A − B και µας δηλώνει όλα τα στοιχεία του

συνόλου A που δεν ανήκουν στο σύνολο B ή η δυνατότητα να πραγµατοποιηθεί το A ενδεχόµενο αλλά όχτι το B
(π.χ. A−B =῾῾µη κερδοφόρο ίδρυµα᾿᾿).

Ορισµός 1.11 Ξένα ή ασυµβίβαστα ενδεχόµενα, καλούνται δύο ενδεχόµενα A και B τα οποία ικανοποιούν την

σχέση AB = ∅.

Ιδιότητα 1.2 Ιδιότητες συνόλων ή ενδεχοµένων:

• Αντιµεταθετική : A ∪B = B ∪A και A ∩B = B ∩A.

• Προσεταιριστική : A ∪ (B ∪ Γ) = (A ∪B) ∪ Γ και A ∩ (B ∩ Γ) = (A ∩B) ∩ Γ.

• Επιµεριστική : A ∪ (B ∩ Γ) = (A ∪B) ∩ (A ∪ Γ) και A ∩ (B ∪ Γ) = (A ∩B) ∪ (A ∩ Γ).

• Συµπλήρωµα συµπληρώµατος : (AC)C = A.

• A ∪ Ω = Ω, A ∩ Ω = A,A ∩ ∅ = ∅ και A ∪ ∅ = A.

• AAC = ∅, A ∪AC = Ω, AA = A και A ∪A = A.

• Κανόνες De Morgan: (A ∪B)C = AC ∩BC
και (A ∩B)C = AC ∪BC

.

Παράδειγµα 1.1 ΄Εστω το σύνολο A = {α, β, γ, δ, ε, ζ} και ο δειγµατικός χώρος Ω{α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ}, τότε να

ϐρείτε :

αʹ) Το συµπληρωµατικό σύνολο A.

ϐʹ) Το συµπληρωµατικό σύνολο του προηγούµενου ερωτήµατος.

γʹ) την τοµή και την ένωση των συνόλων A,A′.

Λύση: Σύµφωνα µε τα περιγραφόµενα στους προηγούµενους ορισµούς και ιδιότητες ϑα µπορέσουµε να ϐρούµε

και να απαντήσουµε τα Ϲητούµενα. Πιο συγκεκριµένα:

αʹ) A′ = {ζ, η, θ}

ϐʹ) (A′)′ = {α, β, γ, δ, ε, ζ} = A

γʹ) A ∪A′ = {α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ} και A ∪A′ = {} = ∅

Παράδειγµα 1.2 ΄Εστω τα σύνολα A = {α, β, γ, δ, ε, ζ}, B = {δ, ε, ζ, η, θ} και Γ = {α, β}, τα οποία αποτελούν

πεζά γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου (χ) στο δειγµατικό χώρο Ω = {χ}. Να ϐρείτε :
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αʹ) Τον πληθικό αριθµό για κάθε ένα από τα σύνολα A και B.

ϐʹ) Τι είναι το σύνολο Γ;

γʹ) Την ένωση των συνόλων A και B.

δʹ) Την τοµή των συνόλων A και B.

εʹ) Το συµπληρωµατικό σύνολο του A.

ϛʹ) Την διαφορά των συνόλων A και B.

Ϲʹ) Τα σύνολα A−B και A είναι ξένα µεταξύ τους ;

Λύση: Σύµφωνα µε τα περιγραφόµενα στους προηγούµενους ορισµούς και ιδιότητες ϑα µπορέσουµε να ϐρούµε

και να απαντήσουµε τα Ϲητούµενα. Πιο συγκεκριµένα:

αʹ) Οι πληθικοί αριθµοί των ενδεχοµένων A και B είναι N(A) = 6 και N(B) = 5 αντίστοιχα.

ϐʹ) Το Γ = {α, β} είναι υποσύνολο του A.

γʹ) A ∪B = {α, β, γ, δ, ε, ζ, η, θ }

δʹ) A ∩B = AB = {δ, ε, ζ}

εʹ) AC = {η, θ, ι, κ, λ, µ, ν, ξ, o, π, ρ, σ, τ, υ, φ, χ, ψ, ω}

ϛʹ) A−B = {α, β, γ}

Ϲʹ) Τα σύνολα A−B και B είναι προφανώς ξένα µεταξύ τους.

Ορισµός 1.12

1. Κλασσικός: Η πιθανότητα ενός ενδεχοµένου Α, ορίζεται ως ο λόγος του πληθικού αριθµού του ενδεχοµένου

προς τον πληθικό αριθµό του δειγµατικού χώρου, υπό την προϋπόθεση ότι τα απλά ενδεχόµενο είναι

ισοπίθανα. Με άλλα λόγια ο λόγος του πλήθους των ευνοϊκών για το ενδεχόµενο αποτελεσµάτων (απλών

ενδεχοµένων) δια του συνολικού αριθµού των αποτελεσµάτων (του πειράµατος τύχης).

P (A) =
n(A)

n(B)

2. Η Πιθανότητα ως ΄Οριο: ΄Οταν ένα πείραµα τύχης επαναλαµβάνεται n ϕορές και το ενδεχόµενο A
εµφανιστεί σε x από αυτές, τότε

P (A) = lim
n→∞

(x
n

)
Παρατήρηση 1.2 Για να διατυπώσουµε τον αξιωµατικό ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας, χρειάζεται να ο-

ϱίσουµε τον χώρο ενδεχοµένων A. Ο χώρος ενδεχοµένων A αποτελείται από όλα τα δυνατά υποσύνολα του

δειγµατικού χώρου Ω και έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

• Ω ⊂ A, που συνεπάγεται ότι ∅ ∈ A.

• Αν A1, A2, . . . , An ∈ A, τότε η ενωσή και η τοµή αυτών των συνόλων ανήκουν στο A, δηλαδή ∪ni=1Ai ∈ A
και ∩ni=1Ai ∈ A, όπου i = 1, 2, . . . , n.

Ορισµός 1.13 Αξιωµατικός (κατά Kolmogorov): Μια συνάρτηση πιθανότητας P (A) µε πεδίο ορισµού τον

χώρο ενδεχοµένων A και πεδίο τιµών το διάστηµα [0, 1], καλείται συνάρτηση πιθανότητας, όταν ικανοποιεί τα

ακόλουθα αξιώµατα :

• P (A) ≥ 0∀A ∈ A.

• P (Ω) = 1
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• Αν A1, A2, . . . είναι µία ακολουθία ξένων µεταξύ τους ενδεχοµένων που ανήκουν στον χώρο ενδεχοµένων

A, τότε ισχύει ότι :

P (∪∞i=1Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai)

Παράδειγµα 1.3 Ας ϑεωρήσουµε ότι ϱίχνουµε ένα Ϲάρι µία ϕορά µε Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Πόση είναι η πιθα-

νότητα να εµφανιστεί το στοιχείο 5 στο Ϲάρι ;

Λύση: ∆εδοµένου ότι έχουµε ισοπίθανα δυνατά αποτελέσµατα, τότε :

P (Ω) = P ({1, 2, 3, 4, 5, 6}) = 1 και P (Ω) = P ({1, 2, 3, 4, 5, 6}) = P (∪6
i=1{i}) =

∑n
i=1 P ({i}) = 6p

΄Αρα, η πιθανότητα να εµφανιστεί το στοιχείο 5, από το Ϲάρι, είναι p = 1/6.

Ιδιότητα 1.3 Οι ιδιότητες της συνάρτησης πιθανότητας P (A) είναι οι :

1. P (∅) = 0.

2. Αν A1, A2, . . . , An ∈ A, είναι ξένα µεταξύ τους τότε P (∪ni=1Ai) =
∑n

i=1 P (Ai).

3. P (AC) = 1− P (A).

4. Αν A,B ∈ A, τότε P (A) = P (AB) + P (ABC) και P (A−B) = P (ABC) = P (A)− P (B).

5. Αν A,B ∈ A, τότε P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB).

6. Αν A,B ∈ A και A ⊂ B, τότε P (A) ≤ P (B).

7. Αν A1, A2, . . . , An ∈ A, τότε η ανισότητα του Boole είναι P (∪ni=1Ai) ≤
∑n

i=1 P (Ai).

Παράδειγµα 1.4 ΄Εστω ότι ϱίχνουµε ένα Ϲάρι µία ϕορά. Θεωρήστε ότι τα ενδεχόµενα A = {1, 2}, B = {4, 5, 6, }
και Γ = {3, 4}, τα οποία είναι υποσύνολα του δειγµατεικού χώρου Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} του προβλήµατος. Ποιά

είναι η πιθανότητα των γεγονότων A ∪B και A ∪ Γ;

Λύση: Τα ενδεχόµενα A και B, καθώς A και Γ είναι ξένα µεταξύ τους. Από τις ιδιότητες 1.4.5 και 1.4.6 ϑα

έχουµε ότι :

P (A ∪B) = P (A) + P (B) = 2/6 + 3/6 = 5/6

και

P (A ∪ Γ) = P (A) + P (Γ) = 2/6 + 2/6 = 2/3

Ορισµός 1.14 ∆εσµευµένη Πιθανότητα καλείται η πιθανότητα να συµβεί το ενδεχόµενο A, δεδοµένου ότι

συνέβη το ενδεχόµενο B και συµβολίζεται µε P (A|B), δίδεται από τους κάτωθι τύπους :

P (A|B) =
n(AB)

n(B)
=
P (AB)

P (B)

Ιδιότητα 1.4 Οι ιδιότητες της δεσµευµένης πιθανότητας είναι :

1. P (∅|B) = 0.

2. Αν A1, A2, . . . , An ∈ A και είναι ασυµβίβαστα τότε P ((∪ni=1Ai)|B) =
∑n

i=1 P (Ai|B). Στην αντίθετη

περίπτωση (δεν είναι ασυµβίβαστα), τότε ισχύει ότι : P ((∪ni=1Ai)|B) ≤
∑n

i=1 P (Ai|B).

3. Αν A ∈ A, τότε P (AC |B) = 1− P (A|B).
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Παράδειγµα 1.5 ΄Εστω ότι ένας επενδυτής σκέφτεται να επενδύσει σε ένα χαρτοφυλάκιο µε δύο µετοχές, από

το σύνολο των προσφερόµενων µετοχών, συγκεκριµένα δύναται να επενδύσει το χρηµατικό του ποσό σε µετοχές

του ψευδαργύρου ( Ψ ) και µετοχές πετρέλαιο ( Π ).

αʹ) Ποιός είναι ο δειγµατικός χώρος Ω;

ϐʹ) Ποιά είναι η πιθανότητα ο επενδυτής να προβεί στην αγορά του χαρτοφυλακίου που εµπεριέχει δύο µετοχές

ψευδάργυρου ;

γʹ) Ποιά είναι η πιθανότητα ο επενδυτής να προβεί προβεί στην αγορά συνολικά δύο µετοχών του χρυσού, αν

γνωρίζουµε ότι έχει ήδη προβεί στην αγορά µίας µετοχής ψευδαργύρου ;

Λύση: ΄Εστω A το ενδεχόµενο ο επενδυτής ῾῾να προβεί στην αγορά δύο µετοχών Ψ ᾿᾿ και B το ενδεχόµενο ο

επενδυτής ῾῾ έχει ήδη αγοράσει µία µετοχή Ψ ᾿᾿, τότε A = {ΨΨ} και B = {ΨΠ,ΠΨ,ΠΠ}.

αʹ) Ο δειγµατικός χώρος είναι : Ω = {ΨΨ,ΨΠ,ΠΨ,ΠΠ}.

ϐʹ) n(A) = 1/4 και n(B) = 3/4 τότε, από τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας κατά Kolmogorov ϑα έχουµε

ότι :

P (A) =
n(A)

n(B)
= 1/4

γʹ) Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε ότι :

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=
P (A ∩B)

P (B)
= 1/3

Θεώρηµα 1.1 ( Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας - Θ.Ο.Π ): ΄Εστω ο χώρος πιθανότητας (Ω,A, P ). Αν η

ακολουθία ανά δύο ασυµβίβαστων συνόλων B1, B2, . . . , Bn ∈ A, ικανοποιεί την σχέση Ω = ∪ni=1Bi, τότε για

κάθε A ∈ A ισχύει :

P (A) =
n∑
i=1

P (A|Bi)P (Bi)

Θεώρηµα 1.2 ( Θεώρηµα του Bayes ): Εστω ο χώρος πιθανότητας (Ω,A, P ). Αν η ακολουθία ανά δύο

ασυµβίβαστων συνόλων B1, B2, . . . , Bn ∈ A, ικανοποιεί την σχέση Ω = ∪ni=1Bi, τότε για κάθε ενδεχόµενο

A ∈ A, ισχύει :

P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)∑n
i=1 P (A|Bi)P (Bi)

, i = 1, . . . , n

Ορισµός 1.15 Ανεξαρτησία: ΄Εστω τα ενδεχόµενα A1, A2, . . . , An ∈ (Ω,A, P ) καλούνται ανεξάρτητα, όταν

ισχύουν οι σχέσεις :

1. • P (Ai ∩Aj) = P (Ai)P (Aj), για i 6= j

• P (Ai ∩Aj ∩Ak) = P (Ai)P (Aj)P (Ak), για i 6= j, j 6= k, i 6= k

•
.
.
.

• P (A1 ∩A2,∩ · · · ∩An) = P (A1)P (A2) · · ·P (An)

2. Αν A1, A2, . . . , An είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου τότε από τον πολλαπασιαστικό

κανόνα για την πιθανότητα τοµής ενδεχοµένων έχουµε ότι

P (A1 ∩A2 ∩A3) = P (An|A1 ∩ · · · ∩An−1)P (An−1|A1 ∩ · · · ∩An−2) . . . P (A3|A1 ∩A2)P (A2|A1)P (A1)
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1.2 Τυχαίες Μεταβλητές

Ορισµός 1.16 ΄Εστω ο χώρος πιθανότητας (Ω,A, P ). Ως τυχαία µεταβλητή X ορίζεται µια συνάρτηση X(ω)
µε πεδίο ορισµού το Ω και πεδίο τιµών το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R, έτσι ώστε για κάθε A ⊂ Ω, το

σύνολο E = {ω ∈ Ω;X(ω) ∈ A} είναι ενδεχόµενο του Ω, δηλαδή E ∈ A. Με άλλα λόγια, η τυχαία µεταβλητή

αντιστοιχεί έναν πραγµατικό αριθµό σε κάθε ενδεχόµενο που περιέχεται στον χώρο πιθανότητας.

Παράδειγµα 1.6 ΄Εστω ότι στρίβουµε ένα ῾῾δίκαιο᾿᾿ νόµισµα 3 ϕορές (δίκαιο σηµαίνει ότι κάθε µία από τις δύο

πλευρές του έχει την ίδια πιθανότητα να εµφανιστεί και είναι ίση µε 1/2).

Λύση: Ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος τύχης ϑα είναι,

Ω = {ΓΓΓ,ΓΓK,ΓKΓ,KΓΓ,ΓKK,KΓK,KKΓ,KKK}

κάθε ένα από τα στοιχειώδη ενδεχόµενα έχει πιθανότητα 1/8 να εµφανιστεί. Μπορούµε να ορίσουµε την τυχαία

µεταβλητή X = πλήθος ενδείξεων ῾῾Γράµµατα᾿᾿ στις τρείς ϱίψεις του νοµίσµατος. Η X παίρνει τις τιµές : 0, που

αντιστοιχεί στο ενδεχόµενο KKK, 1, που ανιτοιχεί στα ενδεχόµενα ΓKK,KΓK,KKΓ, 2, που αντισοιχεί στα

ενδεχόµενα ΓΓK,KΓΓ,ΓKΓ και 3, που αντιστοιχεί στο ενδεχόµενο ΓΓΓ.

1.2.1 ∆ιακριτές τυχαίες µεταβλητές

Ορισµός 1.17 Οι διακριτές τυχαίες µεταβλητές παίρνουν τιµές στο σύνολο των ϕυσικών αριθµών (N) συν το 0,
ή σε ένα υποσυνολό του, Στο προηγούµενο παράδειγµα ο αριθµός των ενδείξεων ῾῾γράµµατα᾿᾿ ήταν µια διακριτή

τυχαία µεταβλητή. Είναι αξιοσηµείωτο να αναφέρουµε ότι οι διακριτές τυχαίες µεταβλητές παίρνουν τιµές σε ένα

πεπερασµένο ή σε ένα αριθµήσιµο σύνολο. Κάθε συνάρτηση p(x) µε πεδίο ορισµού το σύνολο των πραγµατικών

αριθµών και πεδίο τιµών το διάστηµα [0, 1], ορίζεται ως διακριτή συνάρτηση πιθανότητας, µιας διακριτής τυχαίας

µεταβλητής X που παίρνει τιµές x1, x2, . . . , όταν έχει τις κάτωθι ιδιότητες :

1. p(xi) > 0, όπου i = 1, 2, 3, . . . .

2. p(x) = 0, για x 6= xi, όπου i = 1, 2, 3, . . . .

3.
∑∞

i=1 p(xi) = 1.

Ορισµός 1.18 Η συνάρτηση F (x) =
∑

xi<x
p(xi) = P (X ≤ x), µε πεδίο ορισµού το σύνολο των πραγµατικών

αριθµών και πεδίο τιµών το διάστηµα [0, 1], ορίζεται ως διακριτή αθροιστική συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας

µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής X, που παίρνει τιµές x1, x2, . . . , όταν έχει τις κάτωθι ιδιότητες :

1. Είναι (δεξιά) συνεχής για κάθε x ∈ R, δηλαδή αν xn ϕθίνουσα µε limxn = x, τότε limxn→x F (xn) = F (x).

2. Είναι µη ϕθίνουσα συνάρτηση του x, δηλαδή αν α < β, τότε F (α) ≤ F (β).

3. limx→∞ F (x) = 1.

4. limx→−∞ F (x) = 0.

Παράδειγµα 1.7 Σύµφωνα µε το παράδειγµα 1.5, η τυχαία µεταβλητή X =πλήθος ενδείξεων ῾῾Γράµµατα᾿᾿ στις

τρείς ϱίψεις του νοµίσµατος.

αʹ) Ποια είναι οι συναρτήση πιθανότητας για κάθε µία από τις τιµές που παίρνει η τυχαία µεταβλητή X, για

i = 0, 1, 2, 3 ;

ϐʹ) Ποια είναι η συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας της X;

Λύση:
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αʹ) Η συνάρτηση πιθανότητας της X είναι η p(0) = 1
8 , p(1) = 3

8 , p(2) = 3
8 και p(3) = 1

8 .

ϐʹ) Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας της X είναι η :

F (X) =



0, x < 0
1
8 , 0 ≤ x < 1
3
8 , 1 ≤ x < 2
1
8 , 2 ≤ x < 3

1, x ≥ 3

Ορισµός 1.19 Μία συνάρτηση p(x, y), είναι η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας δύο διακριτών τυχαίων µετα-

ϐλητών, όταν πληροί τις ακόλουθες συνθήκες :

1. p(x, y) ≥ 0, για κάθε Ϲεύγος x, y.

2.
∑

x,y p(x, y) = 1.

Ορισµός 1.20 (∆ισδιάστατες διακριτές τυχαίες µεταβλητές): Εάν X,Y είναι δύο διακριτές τυχαίες µετα-

ϐλητές, οι οποίες ορίζονται στον ίδιο δειγµατικό χώρο Ω και οι οποίες παίρνουν τις τιµές τους σ΄ ένα σύνολο τιµών

RX,Y . Η συνάρτηση f : RX,Y → R στο σύνολο RX,Y ⊂ RxR δίδεται από τον τύπο,

fX,Y (X,Y ) = P (X = x, Y = y) = P
{
ω ∈ Ω, µε X(ω) = x, Y (ω)

}
= y

,καλείται από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών X,Y και έχει τις εξής ιδιότητες :

• f(x, y) = 0, αν (x, y) ∈ RX,Y .

• f(x, y) ≥ 0.

•
∑

(x,y)∈RX,Y f(x, y) = 1.

Η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµής δίδεται από τον τύπο,

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)⇒ P (X ≤ x, Y ≤ y) =
∑

(s,t)∈RX,Y

P (X = s, Y = t), όπου s ≤ x, t ≤ y

Κατά γενικό κανόνα ισχύει η σχέση :

P [(X,Y ) ∈ A] =
∑

(x,y)∈A

f(x, y), όπου A ⊂ R

Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας είναι fX(x) = P (X = x) =
∑

(x,y)∈RX,Y f(x, y) όπου

x σταθερό και fY (y) = P (Y = y) =
∑

(x,y)∈RX,Y f(x, y), όπου y σταθερό αντίστοιχα, ενώ οι περιθώριες

συναρτήσεις κατανοµή είναι FX(x) = P (X ≤ x) και FY (y) = P (Y ≤ y). Επιπροσθέτως, είναι σηµαντικό να

γνωρίζουµε τις εξής ιδιότητες :

• FX(x) =
∑

s≤x fX(s).

• FY (y) =
∑

t≤y fY (t).

• FX(x) = limy→∞ F (x, y) = limn→∞ P
(
{X ≤ x, Y ≤ n}

)
.

• FY (y) = limx→∞ F (x, y) = limn→∞ P
(
{X ≤ n, Y ≤ y}

)
.
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Ορισµός 1.21 ΄Εστω X µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f και σύνολο

τιµών, RX = {x1, x2, . . . , xν , . . . }. Η µέση τιµή ή αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής X, ορίζεται από την

σχέση

µ = E[X] =
∞∑
i=1

xiP (X = xi) =
∑
x∈Rx

xP (X = x) =
∑
x∈Rx

xf(x)

Επιπροσθέτως, ο υπολογισµός της αναµενόµενης µέσης τιµής µίας συνάρτησης τυχαίας µεταβλητής g(X), όπου

X είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f , δίδεται από τον τύπο

E[g(X)] =
∑
x∈RX

g(x)f(x)

Ιδιότητα 1.5 Αν X είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

• E(αX + β) = αE[X] + β, όπου α, β ∈ R.

• E[g(X) + h(X)] = E[g(X) + E[h(X)], για οποιαδήποτε συνάρτηση g, h.

Ορισµός 1.22 ΄Εστω X µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f και σύνολο

τιµών RX = {x1, x2, . . . , xν , . . . }. Αν κάνουµε την υπόθεση ότι για την τυχαία µεταβλητή X υπάρχει η µέση τιµή

µ = E[X], τότε η διακύµανση, δίδεται από την σχέση

V [X] = E
[
(X − µ)2

]
⇔ V [X] =

∑
x∈RX

(x− µ)2f(x)⇔ V [X] = E[X2]− (E[X])2

Οι µονάδες µέτρησης της διακύµανσης µιας ποσότητας X δεν είναι οι ίδιες µε εκείνες στις οποίες µετριέται

η ποσότητα X. Το γεγονός αυτό προσθέτει συχνά δυσκολίες στην ερµηνεία της τιµής της διακύµανσης που

υπολογίζεται. Για τον λόγο αυτό, χρησιµοποιείται ως εναλλακτικό µέτρο διασποράς µια τυχαίας µεταβλητής X,

η οποία καλείται τυπική απόκλιση και εκφράζεται από την σχέση

σX =
√
X[X]

1.2.2 Συνεχείς τυχαίες µεταβλητές

Ορισµός 1.23 Οι συνεχείς τυχαίες µεταβλητές παίρνουν ϱιµές στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών (R), ή σε

ένα υποσυνολό του (διάστηµα ή ένωση διαστηµάτων). Παραδείγµατος χάριν η κερδοφορία (σε χιλίαδες €) των

επιχειρήσεων της χώρας, η οποία µπορεί να πάρει ϑετικές η αρνητικές τιµές (κέρδη ή Ϲηµίες). Κάθε συνάρτηση

f(x) µε πεδίο ορισµού το σύνολο των πραγµατικών αριθµών και πεδίο τιµών το διάστηµα [0, 1], ορίζεται ως

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής X, όταν έχει τις κάτωθι ιδιότητες :

1. f(x) ≥ 0, για όλες τις τιµές τοθ x.

2.

∫∞
−∞ f(x)dx = 1.

Ορισµός 1.24 Η συνάρτηση F (x) =
∫ x
−∞ f(t)dt = P (X ≤ x), µε πεδίο ορισµού το σύνολο των πραγµατικών

αριθµών και πεδίο τιµών το διάστηµα [0, 1], ορίζεται ως αθροιστική συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας µιας συνε-

χούς τυχαίας µεταβλητής X, που έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την f(x). Οι ιδιότητες της F (x) είναι

οι ίδιες όπως και στην περίπτωση της διακριτής τυχαίας µεταβλητής, µε εξαίρεση τη συνέχεια,όπου η αθροιστική

συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής είναι απολύτως συνεχής, δηλαδή δεν

παρουσιάζει σηµεία ασυνέχειας στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών (R).

Ορισµός 1.25 (∆ισδιάστατες συνεχείς τυχαίες µεταβλητές): ΕάνX,Y είναι δύο συνεχείς τυχαίες µεταβλη-

τές, οι οποίες ορίζονται στον ίδιο δειγµατικό χώρο Ω και οι οποίες παίρνουν τις τιµές τους σ΄ ένα σύνολο τιµών Γ,

τότε η συνάρτηση f : Γ→ Rγια Γ ⊂ RxR έχουµε την σχέση,

P [(X,Y ) ∈ Γ] =

∫
Γ

∫
Γ
f(x, y)dxdy

,η οποίακαλείται από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών X,Y και έχει τις εξής ιδιότητες :
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• f(x, y) ≥ 0.

•
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)dxdy = 1.

Η από κοινού (αθροιστική) συνάρτηση κατανοµή δίδεται από τον τύπο,

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)⇒ F (x, y) =

∫ y

−∞

∫ x

−∞
f(s, t)dsdt

⇒ f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y

Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας είναι fX(x) =
∫∞
−∞ f(x, y)dy και fY (y) =

∫∞
−∞ f(x, y)dx

αντίστοιχα, ενώ οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής είναι,

FX(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(s)ds = lim

y→−∞
F (x, y)

και

FY (y) = P (Y ≤ y) =

∫ y

−∞
fY (t)dt = lim

x→−∞
F (x, y)

Ορισµός 1.26 Μια συνάρτηση f(x, y), είναι η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας δύο συνεχόµενων τυχαίων

µεταβλητών, όταν πληροί τις ακόλουθες συνθήκες :

1. f(x, y) ≥ 0, για κάθε Ϲεύγος x, y.

2.

∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)dxdy = 1.

Παράδειγµα 1.8 ΄Εστω ότι έχουµε δύο τυχαίες µεταβλητές X,Y , τότε να δείξετε ότι η συνάρτηση
f(x, y) = exp(−x−y) είναι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, δεδοµένου ότι x, y > 0.

Λύση: Για να είναι η συνάρτηση f(x, y) η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τυχαίων

µεταβλητών X,Y , πρέπει να δείξουµε ότι ισχύουν οι συνθήκες του ορισµού 1.22.

• 1η συνθήκη: exp(−x− y) > 0, αφού exp > 0.

• 2η συνθήκη:

∫∞
−∞

∫∞
−∞ exp(−x−y)dxdy =

∫∞
0

∫∞
0 exp(−x)exp(−y)dxdy =

∫∞
0 exp(−y)

[∫∞
0 exp(−x)dx

]
dy

=
∫∞

0 exp(−y)
[
−exp(−x)

]∞
0
dy =

∫∞
0

[
limx→∞[−exp(−x)]− [−exp(−)]

]
dy =

∫∞
0 exp(−y)[0 + 1]dy

=

∫ ∞
0

exp(−y)dy = 1

1.2.3 Ροπές

Ροπές περί την αρχήν (κ-τάξεως)

Η ακόλουθη συνάρτηση ορίζεται ως η ϱοπή κ-τάξεως περί την αρχήν της X.

E[Xκ] =

{∑
xi
xκi p(xi), διακριτή τυχαία µεταβλητή∫∞

−∞ x
κf(x)dx, συνεχής τυχαία µεταβλητή

Η πιο σηµαντική ϱοπή περί την αρχήν, είναι η ϱοπή πρώτης τάξεως E[X] = µ, η οποία καλείται µέση τιµή
ή προσδοκώµενη τιµή ή µαθηµατική ελπίδα (ϐλ. επόνενο εδάφιο). Υπολογιστικά χρήσιµη είναι και η ϱοπή
δεύτερης τάξεως E[X2].
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Ροπές περί τον µέσον (κ+λ τάξεως) διακριτών τυχαίων µεταβλητών

Η ακόλουθη συνάρτηση ορίζεται ως η ϱοπή κ+λ τάξεως περί την αρχήν, των X και Y .

E[XκY λ] =
∑
xi,yi

xκi y
λ
i p(xi, yi)

Οι ϱοπές πρώτης τάξεως ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες ϱοπές των περιθωριακών κατανοµών, δηλαδή E[X1Y 0] =
E[X] και E[X0Y 1] = E[Y ]. Οι ϱοπές δευτέρας τάξεως είναι οι E[X2Y 0] = E[X2], E[X0Y 2] = E[Y 2] και
E[XY ], οι οποίες προσδίδουν µεγάλη χρησιµότητα στους υπολογισµούς.

Ροπές περί την αρχήν (κ+λ τάξεως) συνεχών τυχαίων µεταβλητών

Η ακόλουθη συνάρτηση ορίζεται ως η ϱοπή κ+λ τάξεως περί την αρχήν, των συνεχών τυχαίων µεταβλητών X
και Y .

E[XκY λ] =

∫ ∞
−∞

xκyλf(x, y)dx

Οι ϱοπές πρώτης τάξεως ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες ϱοπές των περιθωριακών κατανοµών, δηλαδή E[X1Y 0] =
E[X] και E[X0Y 1] = E[Y ]. Οι ϱοπές δευτέρας τάζεως είναι οι E[X2Y 0] = E[X2],E[X0Y 2] = E[Y 2] και
E[XY ], οι οποίες προσδίδουν µεγάλη χρησιµότητα στους υπολογισµούς.

Ροπές περί τον µέσον (κ-τάξεως)

Η ακόλουθη συνάρτηση ορίζεται ως η ϱοπή κ-τάξεως περί τον µέσον της X.

E[(X − µ)κ] =

{∑
xi

(xi − µ)κp(xi), διακριτή τυχαία µεταβλητή∫∞
−∞(x− µ)κf(x)dx, συνεχής τυχαία µεταβλητή

Η πιο σηµαντική ϱοπή περί τον µέσον, είναι η ϱοπή δευτέρας τάξεως E[(X − µ)2] = σ2, η οποία καλείται
διακύµανση. Υπολογιστικά χρήσιµος είναι ο τύπος,

σ2 = E[(X − µ)2] = E[X2 − 2Xµ+ µ2] = E[X2]− 2µE[X] + µ2 = E[X2]− 2µµ+ µ2 = E[X2]− µ2

Ροπές περί τον µέσον (κ+λ τάξεως) διακριτών τυχαίων µεταβλητών

Η ακόλουθη συνάρτηση ορίζεται ως η ϱοπή κ+λ τάξεως περί τον µέσον, των X και Y .

E[(X − µX)κ(Y − µY )λ] =
∑
xi,yi

(xi − µX)κ(yi − µY )λp(xi, yi)

Οι ϱοπές πρώτης τάξεως είναι εξ΄ ορισµού µηδέν, ενώ οι ϱοπές δευτέρας τάξεως είναι οι κάτωθι :

• E[(X − µX)2(Y − µY )0] = E[(X − µX)2] = σ2
X , η οποία είναι η διακύµανση της µεταβλητής X.

• E[(X − µX)0(Y − µY )2] = E[(Y − µY )2] = σ2
Y , η οποία είναι η διακύµανση της µεταβλητής Y .

• E[(X − µX)1(Y − µY )1] = E[XY − µXY −XµY + µXµY ] = E[XY ]− µXE[Y ]−E[X]µY + µXµY =
E[XY ]− µXµY − µXµY + µXµY = E[XY ]− µXµY = Cov(X,Y ), η οποία είναι η συνδιακύµανση των
µεταβλητών X και Y .

Σηµείωση: Ο ρX,Y =
Cov(X,Y )
σXσY καλείται συντελεστής συσχέτισης και είναι ένα µέτρο της γραµµικής

σχέσης µεταξύ των µεταβλητών X και Y , όπου −1 ≤ ρX,Y ≤ 1.

Ροπές περί τον µέσον (κ+λ τάξεως) συνεχών τυχαίων µεταβλητών

Η ακόλουθη συνάρτηση ορίζεται ως η ϱοπή κ+λ τάξεως περί τον µέσον, των X και Y .

E[(X − µX)κ(Y − µY )λ] =

∫ ∞
−∞

(xi − µX)κ(yi − µY )λp(xi, yi)

Οι ϱοπές πρώτης τάξεως είναι εξ΄ ορισµού µηδέν, ενώ οι ϱοπές δευτέρας τάξεως είναι οι ίδιες µε εκείνες των
διακριτών τυχαίων µεταβλητών, που παρουσιάστηκαν προηγουµένως.
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1.2.4 Μέση Τιµή και ∆ιακύµανση

Ορισµός 1.27 ΄Εστω µια συνεχής τυχαία µεταβλητήX µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f . Η αναµενόµε-

νη µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής X δίνεται µε την ϐοήθεια του ολοκληρώµατος :

E[X] =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx

Είναι αξιοσηµείωτο να αναφέρουµε ότι, η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής X είναι γνωστή και ως

µαθηµατική ελπίδα της τυχαίας µεταβλητής X. Κάποιες σηµαντικές ιδιότητες της προσδοκώµενης τιµής είναι :

• E[c] = c, όπου c ∈ R, δηλαδή η προσδοκώµενη τιµή µιας σταθεράς είναι η ίδια η σταθερά.

• E[cg(X)] = cE[g(X)], c ∈ R.

• E[c1g1(X) + c2g2(X)] = c1E[g1(X)] + c2E[g2(X)], όπου c1, c2 ∈ R.

• E[g1(X)] ≤ E[g2(X)], αν g1(x) ≤ g2(x), για κάθε x.

Πρόταση 1.1 ΑνX µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας f και συνάρτηση κατανοµής F και

g : R → R µία πραγµατική συνάρτηση, τότε η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής g(X) δίδεται από την

σχέση :

E[g(X)] =

∫ ∞
−∞

g(x)f(x)dx

Στην ειδική περίπτωση που ισχύει η σχέση P (X ≥ α) = 1, η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής g(X),
εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες, παίρνει την ακόλουθη µορφή:

E[g(X)] =

∫ ∞
α

g(x)dP (X ≥ x) = g(α) +

∫ ∞
α

g′(x)P (X > x)dx

Ορισµός 1.28 ΄Εστω µια συνεχής τυχαία µεταβλητή X µε συνάρτηση πυκνότητας f , για την οποία υπάρχει η

µέση τιµή µ = E[X]. Η διακύµανση της τυχαίας µεταβλητής X είναι :

σ2 = V [X] = E[(X − µ)2] =

∫ ∞
−∞

(x− µ)2f(x)dx

Η ποσότητα σ =
√
V [X] ονοµάζεται τυπική απόκλιση της τυχαίας µεταβλητήςX. ΄Οπως και στην περίπτωση των

διακριτών τυχαίων µεταβλητών η διακύµανση V [X] µπορεί να εκφραστεί ως :

V [X] = E[X2]− (E[X])2

Πρόταση 1.2 ΄Εστω X µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας f και συνάρτηση κατανοµής

F . Αν η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής X συµβολίζεται ως µ = E[X] και η διακυµανσή της µε σ2
,

τότε για κάθε t > 0, ισχύουν οι ανισότητες :

• P (X ≥ t) ≤ E[X]
t (Ανισότητα Markov)

• P (|X − µ| ≥ t) ≤ σ2

t (Ανισότητα Chebyshev)

Οι δύο αυτές ανισότητες χρησιµοποιούνται σε περιπτώσεις κατά τις οποίες µελετώντας την κατανοµή µιας συνεχούς

τυχαίας µεταβλητής, παρουσιάζονται δυσκολίες στον υπολογισµό πιθανοτήτων που σχετίζονται µε αυτήν.

1.2.5 Ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές

∆ύο τυχαίες µεταβλητές X και Y καλούνται ανεξάρτητες εάν ένα συµβάν της µίας εξ΄ αυτών δεν επηρεάζει την
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της άλλης (A ⊂ B), δηλαδή

{ω;X(ω) ∈ A}και {ω;Y (ω) ∈ B}

Σηµειώνουµε ότι η ανεξαρτησία υφίσταται λόγω του ότι από την ϑεωρία πιθανοτήτων για δύο ενδεχόµενα ισχύει
P (A ∩B) = P (A)P (B).

Πρόταση 1.3 ΄Εστω ότιX και Y είναι δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη-

τας pX(x) και pY (y) αντίστοιχα. Τότε η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανοτητάς τους X,Y ) δίνεται από

την σχέση pX,Y (X,Y ) = pX(x)pY (y).
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1.2.6 Στοχαστική ανεξαρτησία δύο τυχαίων µεταβλητών

Ορισµός 1.29 ∆ύο τυχαίες µεταβλητές X,Y λέγονται στοχαστικά ανεξάρτητες αν τα ενδεχόµενα {X ∈ A} και

{Y ∈ B} είναι ανεξάρτητα για οποιαδήποτε υποσύνολα A,B ⊂ R. ∆ηλαδή ϑα ισχύει η σχέση,

P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)

Πρόταση 1.4 ΄Εστω οι τυχαίες µεταβλητές X και Y , οι οποίες έχουν από κοινού συνάρτηση κατανοµής F (x, y),
από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x, y), περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής FX(x) και FY (y),
καθώς και περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας fX(x) και fY (y) αντίστοιχα. Εάν οι τυχαίες µετα-

ϐλητές X και Y είναι ανεξάρτητες ϑα ισχύει ισοδύναµα ότι,

F (x, y) = FX(x)FY (y)

και

f(x, y) = fX(x)fY (y)

Μία σηµαντική ιδιότητα, έχει να κάνει µε το γεγονός ότι οι τυχαίες µεταβλητές X,Y είναι ανεξάρτητες, αν

υπάρχουν οι συναρτήσεις f1(x) και f2(y), έτσι ώστε f(x, y) = f1(x)f2(y) και F (x, y) = F1(x)F2(y), για κάθε

x, y ∈ R

Παράδειγµα 1.9 ΄Εστω δύο ταµεία ενός πολυκαταστήµατος, όπου ως X συµβολίζεται το πλήθος στην
’ουρά’ του ταµείου Α και ως Y συµβολίζεται το πλήθος στην ’ουρά’ του ταµείου Β την ίδια χρονική
στιγµή, κάθε ηµέρα ενός µήνα λειτουργίας του πολυκαταστήµατος.

x/y 0 1 2

0 0.1 0.04 0.02

1 0.08 0.2 0.06

2 0.06 0.14 0.3

Να ϐρεθούν:

1. Την πιθανότητα να περιµένει το πολύ ένα άτοµο σε κάθε ταµείο.

2. Ο ίδιος αριθµός ατόµων στα ταµεία.

3. Να περιµένουν συνολικά τρία άτοµα στα ταµεία.

4. Την από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµής.

5. Τις περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας.

Λύση:

1. P (X ≤ 1, Y ≤ 1) = P (X = 0, Y = 0) + P (X = 0, Y = 1) + P (X = 1, Y = 0) + P (X = 1, Y = 1) =
f(0, 0) + f(0, 1) + f(1, 0) + f(1, 1) = 0.1 + 0.04 + 0.08 + 0.2 = 0.42 = F (1, 1)

2. P (X = Y ) = P (X = Y = 0) + P (X = Y = 1) + P (X = Y = 2) = 0.1 + 0.2 + 0.3 = 0.6

3. P (X + Y = 3) = f(1, 2) + f(2, 1) = 0.06 + 0.14 = 0.2

4. F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) =
∑

s≤x, t≤y P (X = s, Y = t), δηλαδή ϑα έχουµε για παάδειγµα F (2, 1) =
f(0, 0) + f(0, 1) + f(1, 0) + f(1, 1) + f(2, 0) + f(2, 1) = 0 + 0.04 + 0.08 + 0.2 + 0.06 + 0.14 = 0.52

x/y 0 1 2 fX(x)

0 0.1 0.04 0.02 0.16

1 0.08 0.2 0.06 0.34

2 0.06 0.14 0.3 0.5

fY (y) 0.06 0.14 0.3 1
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1.2.7 Ροπογεννήτριες συναρτήσεις (moment generating functions)

Ορισµός 1.30 Η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση έχει ιδιαίτερη χρησιµότητα για τον υπολογισµό όλων των ϱοπών

k- τάξεως µαι τυχαίας µεταβλητής X. Ως ϱοπογεννήτρια ορίζεται η προσδοκώµενη τιµή µιας διακριτής τυχαίας

µεταβλητής X και δίδεται από τον τύπο :

MX(t) = E[exp(tX)] =
∑

X∈R(X)

exp(tx)fX(x) ∀ t, |t| < δ

,όπου RX είναι το σύνολο των τιµών που λαµβάνει η τυχαία µεταβλητή Q και fX(x) είναι η συνάρτηση πιθανο-

τητάς της. Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι, ο τύπος της ϱοπογεννήτριας συνάρτησης µιας διακριτής τυχαίας

µεταβλητής, ισχύει για κάθε t, το οποίο ανήκη σε ένα διάστηµα (−δ, δ), όπου δ > 0. Στη περίπτωση που η τυχαία

µεταβλητή X είναι συνεχής ϑα δίδεται από τον τύπο :

mX(t) =

∫ ∞
−∞

exp(tx)fX(x)dx, |t| < δ

Οι ϱοπογεννήτριες είναι συναρτήσεις που έχουν την µορφή προσδοκώµενης τιµής και πέντε ϐασικές ιδι-
ότητες :

1. Αντιστοιχούν µια προς µια µε τις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας, δηλαδή ανMX(t) = MY (t), τότε
οι τυχαίες µεταβλητές X και Y έχουν την ίδια κατανοµή, για κάθε t ∈ (−δ, δ).

2. Μέσω παραγώγισης µπορούν να «παράξουν» όλες τις ϱοπές περί την αρχήν µιας συνάρτησης πυκνότητας
πιθανότητας.

3. E[Xr] = M (r)(0).

4. Αν Y = aX + b, τότε MY (t) = exp(bt)MX(at).

5. Η ϱοπογεννήτρια αθροίσµατος ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών είναι το γινόµενων των επιµέρους ϱοπο-
γεννητριών, δηλαδή

M(t) =
∞∑
r=0

E[Xr]

r!
tr

Παράδειγµα 1.10 ΄Εστω µια διακριτή τυχαία µεταβλητή X, η οποία έχει συνάρτηση πιθανότητας την
f(x) = 4−x

6 , x = 1, 2, 3. Να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της µεταβλητής X.

Λύση:

MX(t) = E[exp(tX)] = etf(1) + e2tf(2) + e3tf(3) =
3et + 2e2t + e3t

6

Παράδειγµα 1.11 ΄Εστω µια διακριτή τυχαία µεταβλητή X, η οποία έχει ϱοπογεννήτρια συνάρτηση
που δίδεται από τον τύπο,

M(t) =
1

81

(
exp(t) + 2

)4

Να ϐρεθεούν η µέση τιµή και η διακυµανσή της.

Λύση:

E[X] = M ′(0) =
1

81
4
(
exp(t) + 2

)3
exp(t)|t=0 =

1

81
4
(
exp(0) + 2

)3
exp(0) =

1

81
4
(

1 + 2
)3

=
4

3

Ο τύπος της διακύµανσης δίδεται από τον τύπο V [X] = E[X2]− E2[X], άρα υπολογίζοντας τον δεύτερο όρο της

σχέσης ϑα έχουµε ότι,

E[X2] = M ′′(0) =
1

81
12
(
exp(t) + 2

)2
exp(t)|t=0 =

8

3
Συνεπώς, η διακύµανση της ϱοπογεννήτριας ϑα είναι,

V [X] =
8

3
−
(4

3

)2
=

8

9
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1.2.8 Πιθανογεννήτριες συναρτήσεις (probability generating functions)

Ορισµός 1.31 Η πιθανογεννήτρια συνάρτηση µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητήςX, συµβολίζεται ως PX(t) και

δίδεται από τον τύπο :

PX(t) = E[tX ]

Οι πιθανογεννήτριες συναρτήσεις έχουν τις κάτωθι ιδιότητες :

1. P (X = r) = P (r)(0)
r!

2. E[X(X − 1) . . . (X − r + 1)] = P (r)(1)

3. Αν X,Y είναι δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές µε και ισχύει ότι PX(t) = PY (t), τότε οι τυχαίες µετα-
ϐλητές X και U έχουν την ίδια κατανοµή.

4. Αν Y = aX + b⇒ PY (t) = tbPX(ta).

5. Ισχύει οι σχέσεις,

MX(t) = PX

(
exp(t)

)
και

PX(t) = MX(lnt)

1.2.9 Γεννήτριες συναρτήσεις (generating functions)

΄Εστω X1, X2, . . . , Xν ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές και Sν = X1 + X2 + · · · + Xν , τότε η ϱοπογεννήτρια
συνάρτηση της Sν δίδεται από την σχέση,

MSν (t) = MX1(t)MX2(t) . . .MXν (t)

΄Εστω X1, X2, . . . Xν ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές, δηλαδή Sν = X1 +X2 + · · ·+Xν έχουν
κοινή ϱοπογεννήτρια συνάρτηση την MX(t) και N µια ανεξάρτητη τυχαία µεταβλητή των Xi, i = 1, 2, . . . , ν
τότε η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της Sν δίδεται από την σχέση,

MSν (t) = E
[
(MX(t))N

]
Η πιθαογεννήτρια συνάρτηση ϑα δίδεται από την σχέση,

PSν (t) = PX1(t)PX2(t) . . . PXν (t)

∆εδοµένου ότι X1, X2, . . . Xν είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές και ισόνοµες, δηλαδή έχουν κοινές ϱοπο-
γεννήτριες συναρτήσεις MX(t), καθώς και N µια ϑετική διακριτή ανεξάρτητη τυχαία µεταβλητή των Xi, i =
1, 2, . . . , ν. Αν SN = X1 +X2 + · · ·+XN και PN (t) η πιθανογεννήτρια συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής N ,
τότε ϑα ισχύει ότι,

MSN (t) = PN

(
MX(t)

)
Επιπροσθέτως, εάν ισχύει ότι PX(t) είναι η κοινή πιθανογεννήτρια συνάρτηση των ανεξάρτητων και ισόνοµων
τυχαίων µεταβλητών Xi, i = 1, 2, . . . , ν, τότε ϑα ισχύει η σχέση,

PSN (t) = PN

(
PX(t)

)
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1.2.10 ∆εσµευµένες κατανοµές

΄Εστω (X,Y ) µια δισδιάστατη τυχαία µεταβλητή, µε από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την f(x, y)
και µε περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας fX(x) και fY (y) αντίστοιχα. Η δεσµευµένη συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας του X, δοθέντος του Y = y∗, δίδεται από την σχέση

fX|Y (x|y∗) = P (X = x|Y = y∗) =
f(x, y∗)

fY (y∗)

Η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του Y δοθέντος του X = x∗, δίδεται από την σχέση

fY |X(y|x∗) = P (Y = y|X = x∗) =
f(x, y∗)

fX(x∗)

Συνεπώς, δεδοµένου τον δύο προαναφερθέντων σχέσεων, όταν (x, y∗) ∈ RX,Y και (x∗, y) ∈ RX,Y τότε είναι
διακριτή, ενώ όταν x ∈ R και y ∈ R είναι συνεχή.

1.3 Κατανοµές

Σε αυτό το εδάφιο ϑα παρουσιάσουµε κάποια από τα είδη των κατανοµών, τα οποία κρίνονται ως απαραίτητα
εφόδια για την κατανόηση των επόµενων κεφαλαίων.

1.3.1 Κανοµική Κατανοµή

Μια τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την κανονική κατανοµή εάν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανοτητάς της,
δίδεται από τον τύπο

p(x) =
1

σ
√

2π
exp
(
−(x− µ)2

(2σ)2

)
Η µέση τιµή, η διακύµανση και η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση δίνονται από τις σχέσεις E[x] = µ, V [x] = σ2

και mX(t) = exp
(

1
2 t

2σ2 + µt
)

αντίστοιχα. Στα επόµενα εδάφια στην αναφορά µας για το αν µία τυχαία

µεταβλητή ακολουθεί την κανονική κατανοµή ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό x ∼ N(µ, σ2). Στην συνέχεια
παρουσιάζεται ένα διάγραµµα µιας τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή
0 και διακύµανση 1.

1.3.2 Λογαριθµοκανοµική Κατανοµή

Μια τυχαία µεταβλητή X ∼ N(µ, σ2) και Y = exp(X), όπου Y µία τυχαία µεταβλητή, η οποία ακολουθεί την
λογαριθµοκανονική κατανοµή, µε συνάρτηση πυκνοτητας πιθανότητας

p(x) =
1

xσ
√

2π
exp
(
−(ln(x)− µ)2

2σ2

)
, x > 0
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Η µέση τιµή και η διακύµανση δίνονται από τις σχέσεις E[x] = exp
(
µ + σ2

2

)
και V [x] = exp(2µ +

σ2)
(
exp(σ2) − 1

)
αντίστοιχα. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ένα διάγραµµα µιας τυχαίας µεταβλητής που

ακολουθεί την λογαριθµοκανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διακύµανση 1.

1.3.3 ∆ιωνυµική κατανοµή

Μια τυχαία µεταβλητή X η οποί ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή, µετράει τον αριθµό των επιτυχιών σε n
ανεξάρτητες δοκιµές της κατανοµής Bernouli. Η κατανοµή Bernouli αναφέρεται σε µια τυχαία µεταβλητή που
περιγράφει το αποτέλεσµα ενός πειράµατος µε δύο δυνατά αποτελέσµατα - κατά σύµβασιν καλούµενα ’επιτυχία’
και ’αποτυχία’- όταν η πιθανότητα επιτυχίας είναι σταθερή και ίση µε p (Τύπος : P (X = x) = px(1− p)1− x).
Ουσιαστικά η διωνυµική κατανοµή παίρνει τιµές από 0 έως n, και έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

P (X = x) =
(n
x

)
px(1− p)n−x =

n!

x!(n− x)!
px(1− p)n−x

Η µέση τιµή, η διακύµανση και η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση δίνονται από τις σχέσεις E[x] = np, V [x] =

np(1 − p) και mX(t) = Πi=1n
(

1 − p + pexp(t)
)n

αντίστοιχα. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ένα διάγραµµα
µιας τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή.
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1.3.4 Κατανοµή Γάµµα

Μια τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την γάµµα κατανοµή µε παραµέτρους α > 0, β > 0 εάν η συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από τον τύπο

p(x) =
xα−1exp(−x/β)

βαΓ(α)
, x ≥ 0

όπου Γ(α) =
∫∞

0 yα−1exp(−y)dy. Η µέση τιµή, η διακύµανση και η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση δίνονται από

τις σχέσεις E[x] = αβ, V [x] = αβ2 και mX(t) =
(

λ
λ− t

)α
αντίστοιχα.

Παρατήρηση 1.3 Κάποιες σηµαντικές παρατηρήσεις, οι οποίες ισχύουν για την συγκεκριµένη κατανοµή είναι :

1. Εάν α = n, ακέραιος τότε Γ(n) = (n− 1)!.

2. Εάν α = 1 τότε p(x) = 1
β
exp
(
−x
β

)
, x ≥ 0.

3. Εάν α = n/2 και β = 2, προσεγγίζει την κατανοµή-χ2
µε n ϐαθµούς ελευθερίας. Επίσης χαρακτηρίζει το

άθροισµα των n ανεξάρτητων κανονικών κατανοµών.

Στην συνέχεια παρουσιάζεται ένα διάγραµµα µιας τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κατανοµή Γάµµα
µε α = 100 και β = 10. Επίσης, γίνεται σύγκριση µε την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 1000 και
διακύµανση 100.

1.3.5 Κατανοµή Βήτα

Μια τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την κατανοµή ϐήτα µε παραµέτρους α > 0 και β > 0 εάν η συνάρτηση
πυκνότητας πιθανοτητάς της δίνεται από τον τύπο

p(x) =
xα−1(1− x)β−1

B(α, β)
, 0 ≤ x ≤ 1

όπου B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β)

=
∫ 1

0 y
α−1(1 − y)β−1dy.Η µέση τιµή και η διακύµανση δίνονται από τις σχέσεις

E[x] = α
α+ β

και V [x] =
αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)
αντίστοιχα. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ένα διάγραµµα µιας

τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κατανοµή Βήτα, µε τα α, β να λαµβάνουν τρείες διαφορετικές τιµές.
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1.3.6 Κατανοµή Poisson

Μια διακριτή τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την κατανοµή Poisson εάν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
δίνεται από τον τύπο

P (X = k) =
λk

k!
exp(−λ), k = 0, 1, 2, . . .καιλ > 0

Η µέση τιµή, η διακύµανση και η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση δίνονται από τις σχέσεις E[x] = lambda,
V [x] = λ και mX(t) = exp

(
λ(exp(t) − 1)

)
αντίστοιχα. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ένα διάγραµµα µιας

τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κατανοµή Poisson, όπου λ = 5.

1.3.7 Κατανοµή Pearson

Μια τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την κατανοµή Pearson, µε α > 0 και β > 0 εάν η συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας δίνεται από τον τύπο

p(x) =
1exp(−β/x)

βΓ(α)(x/β)α+1 , x ≥ 0

Η µέση τιµή και η διακύµανση δίνονται από τις σχέσεις,

E[X] =

{
β

α− 1 , εάνα > 1

∞ αλλού
V [X] =


β2

(α− 1)2(α− 2)
, εάνα > 2

∞ αλλού
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1.3.8 Αντίστροφη κατανοµή Gauss

Μια τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την κατανοµή Gauss µε παραµέτρους µ και λ, όπου µ > 0 και λ > 0 εάν
η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από τον τύπο

p(x) =
λ

2πx3 exp
(
−λ(x− µ)2

2µ2x

)
, x > 0

Η µέση τιµή, η διακύµανση και η κορυφή(Mode) δίνονται από τις σχέσεις E[x] = mu, V [x] =
µ3

λ
και

Mode(X) = µ
(√

1 +
9µ2

4λ2 −
3µ
2λ

)
αντίστοιχα. Στα επόµενα κεφάλαια όταν µία τυχαία µεταβλητή ακολουθεί

την αντίστροφη κατανοµή Gauss ϑα συµβολίζεται ως X ∼ IG(µ, λ).

Παρατήρηση 1.4 Αυτή η κατανοµή ϑα χρησιµοποιηθεί για να µοντελοποιηθεί η χρονική στιγµή όταν µια κίνηση

Brown µε µετατόπιση ξεπεράσει ένα συγκεκριµένο ϕράγµα για πρώτη ϕορά.

1.4 Λυµένες ασκήσεις

1.1 Αν A ∈ A, τότε να αποδείξετε ότι P (AC |B) = 1− P (A|B).

Λύση: ∆εδοµένου ότι, P (A|B) =
n(AB)|n(Ω)
n(B)n(Ω)

=
P (AB)
P (B)

τότε

P (AC |B) =
n(ACB

n(B)
=
n(B)−N(AB)

n(B)
= 1− n(AB)

n(B)
= 1− P (A|B)

1.2 Αν A και B δύο ενδεχόµενα ανεξάρτητα µεταξύ τους τότε να δείξεται ότι (A,BC), (AC , B) και
(AC , BC) είναι ανά Ϲεύγος ανεξάρτητα µεταξύ τους.

Λύση: Θα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα P (A ∩B) = P (A)P (B) και ϑα έχουµε

αʹ) P (A ∩BC) = P (A)− P (A ∩B) = P (A)− P (A)P (B) = P (A)
(

1− P (B)
)

= P (A)P (BC)

ϐʹ) P (AC ∩B) = P (B)− P (A ∩B) = P (B)− P (A)P (B)

γʹ) P (AC ∩BC) = 1−
(
P (AC ∩BC

)C
= 1−P (A∪B) = 1−

(
P (A)−P (B) +P (A)P (B)

)
= 1−P (A)−

P (B)− P (A)P (B) = P (AC)P (BC)

Συνεπώς τα ενδεχόµενα (A,BC), (AC , B) και (AC , BC) είναι ανά Ϲεύγος ανεξάρτητα µεταξύ τους.

1.3 Να αποδειχθεί ο τύπος του Bayes

P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)∑n
i=1 P (A|Bi)P (Bi)

Λύση: Από τον ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας έχουµε ότι,

P (Bi|A) =
P (Bi|A)

P (A)

Εν συνεχεία, αναλύοντας τον παρανοµαστή σύµφωνα µε τον τύπο της ολικής πιθανότητας και αντικαθιστώντας
τον αριθµητή µε ϐάση τον πολλαπλασιαστικό τύπο

P (BiA) = P (A|Bi)P (Bi)
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΄Ετσι, για παράδειγµα για την δεσµευµένη πιθανότητα P (Bi|A), i = 1, . . . , n εξάγουµε ότι

P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)

P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) + · · ·+ P (A|Bn)P (Bn)
=

P (A|Bi)P (Bi)∑n
i=1 P (A|Bi)P (Bi)

1.4 ΄Οταν κάποιος επενδυτής σκέφτεται να προβεί στην αγορά ενός οµόλογου µέσω µια πλατφόρ-
µας χρηµατιστηριακών αγορών από µόνος του, µε καθυστέρηση της εντολής αγοράς στο 25% των
περιπτώσεων και 8% των περιπτώσεων εάν προβεί στην αγορά του οµολόγου µέσω ενός χρηµατιστη-
ϱιακού συµβούλου. Οι επενδυτές προτιµούν κατα µέσον όρο, η εντολή αγοράς να πραγµατοποιηθεί
κατά 30% µέσω της ατοµικής τους ενέργειας και 70% µέσω χρηµατιστηριακού συµβούλου.

αʹ) Ποιά είναι η πιθανότητα να προβεί στην αγορά ενός οµολόγου ο επενδυτής ;

ϐʹ) Αν πραγµατοποίησε την αγορά ενός οµολόγου ο επενδυτής, ποια είναι η πιθανότητα να πραγ-
µατοποιήθηκε η αγορά µέσω της διαµεσολάβησης ενός χρηµατιστηριακού συµβούλου ;

Λύση: Ορίζουµε τα ενδεχόµενα

Α : έχει προβεί στην αγορά ο επενδυτής, Π: αγορά µέσω πλατφόρµας, Σ : αγορά µέσω συµβούλου

αʹ) Η πιθανότητα να πραγµατοποιήσει την αγορά ο επενδυτής είναι

P (A) = P (A|Π)P (Π) + P (A|Σ)P (Σ) = 0, 25 ∗ 0.3 + 0, 08 ∗ 0, 7 = 0, 131

ϐʹ) Η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί η αγορά µέσω της χρήσης µιας πλατφόρµας ( ατοµικής του ενέργειας
), δεδοµένου ότι ϑέλει να προβεί σε αγορά είναι

P (Π|A) =
P (A|Π)P (Π)

P (A)
=

0, 25 ∗ 0, 3

0, 131
= 0, 572

1.5 Τραβάµε τρία χαρτιά (χωρίς επανάθεση) από µία τράπουλα µε 52 χαρτιά. Ποια είναι η πιθανότητα
να τραβήζουµε 3 άσσους ;

Λύση: ΄Εστω ότι επιλέγουµε ένα - ένα τα τρία χαρτιά και έστω Ai, i = 1, 2, 3, από τον πολλαπλασιαστικκό
κανόνα για την πιθανότητα τοµής ενδεχοµένων ϑα ισχύει ότι

P (A1 ∩A2 ∩A3) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩A2) =
4

52

3

51

2

50
=

1

5525

1.6 Για την συνάρτηση

F (X) =


x, 0 ≤ x < 1

2− x, 1 ≤ x < 2

0 x < 0 ήx > 2

αʹ) Ποια είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ;

ϐʹ) Ποια είναι η αθροιστική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ;

Λύση: Θα πρέπει να ικανοποιούνται οι ιδιότητες που αναφέραµε στον ορισµό 1.18 και στις δύο περιπτώσεις.
Συγκεκριµένα ϑα έχουµε ότι :
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αʹ)
x < 0⇒ f(x) = 0 ≥ 0

0 ≤ x < 1⇒ f(x) = x ≥ 0

1 ≤ x ≤ 2⇒ −1 ≥ −x ≥ −2⇒ 1 ≥ 2− x ≥ 0⇒ f(x) = 2− x ≥ 0

x > 2⇒ f(x) = 0 ≥ 0

΄Αρα η πρώτη ιδιότητα ισχύει, δεδοµένου ότι f(x) ≥ 0 ∀x. Επίσης, ισχύει και η δεύτερη ιδιότητα και
αυτό αποδεικνύεται κάτωθι∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ 0

−∞
0dx+

∫ 1

0
xdx+

∫ 2

1
(2− x)dx+

∫ ∞
2

0dx = 0 +
[x2

2

]1

0
+
[
2x− x2

2

]2

1
+ 0

=
1

2
− 0 + 4− 2−

(
2− 1

2

)
= 1

ϐʹ)

x < 0⇒ F (x) =

∫ x

−∞
0dt = 0

0 ≤ x < 1⇒ F (x) =

∫ 0

−∞
0dt+

∫ x

0
tdt = 0 +

[ t2
2

]x
0

=
x2

2

1 ≤ x ≤ 2→ F (x) =

∫ 0

−∞
0dt+

∫ 1

0
tdt+

∫ x

1
(2−t)dt = 0+

[ t2
2

]1

0
+
[
2t− t

2

2

]x
1

=
1

2
+2x−x

2

2
−
(

2−1

2

)
= 2x−x

2

2
−1

x > 2⇒ F (x) =

∫ 2

−∞
f(t)dt+

∫ x

2
0dt = F (2) + 0 = 2 ∗ 2− 22

2
− 1 = 4− 2− 1 = 1

Συνεπώς, η F (x) γράφεται ως εξής :

F (X) =


0, x < 0

x2

2 , 0 ≤ x < 1

2x− x2

2 − 1, 1 ≤ x ≤ 2

1 x > 2

1.7 Εάν α, β ∈ R και αν X µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την κανονική κατανοµή, δηλαδή
X ∈ N(µ, σ2), τότε και η τυχαία µεταβλητή Y που δίνεται από την σχέση Y = αX + β ακολουθεί την
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή αµ+ β και διακύµανση α2σ2.

Λύση: ∆εδοµένου ότι y ∈ R, τότε

PY (y) = P (Y < y) = P (αX + β < y) = P
(
X <

y − β
α

)
=

1

σx
√

2π

∫ (y−β)/α

−∞
exp
(
−(x− µx)2

σ2
x

)
dx

Εάν υπάρχει z ∈ R, τότε ϑέτουµε z = αx + β ⇒ x =
z − β
α το οποίο αν το αντικαταστίσουµε στην

προηγούµενη σχέση ϑα εξαχθεί το Ϲητούµενο. Συγκεκριµένα,

PY (y) =
1

σx
√

2π

∫ (y

−∞
exp
(
−

(
z − β
α
− µx)2

σ2
x

)dz
α

=
1

ασx
√

2π

∫ y

−∞
exp
(
−

(z − (αµx + β)
)2

2α2σ2
x

dz

=
1

σy
√

2π

∫ y

−∞
exp
(
−(z − µy)2

2σ2
y

)
dz

όπου, σy = ασ και µy = αµ+ β.
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1.8 Να αποδειχθεί ότι X = 0 (πόρισµα 1.1), χρησιµοποιείστε για ϐοήθεια την σχέση P
(
ω;X(ω) =

0
)

= 1.

Λύση: Πρώτα ας δείξουµε ότι η τυχαία µεταβλητή X παίρνει πολύ µικρές τιµές µε πιθανότητα 1, καθώς
και ότι ισχύει η σχέση P (|X| < ε) = 1. Επίσης, ϑα λάβουµε υπόψιν ότι A = {ω;X(ω ≥ ε}, τότε

0 ≤ P (X ≥ ε) =

∫
A
dP =

1

ε

∫
A
εdP ≤ 1

ε

∫
A
XdP = 0

και ως εκ τούτου P (X ≥ ε) = 0 και οµοίως P (X ≤ −ε) = 0. Επιπροσθέτως,

P (|X| < ε)− 1− P (X ≤ ε)− P (X ≤ −ε) = 1− 0− 0 = 1.

∆εδοµένου ότι ε → 0 συνεπάγεται ότι P (|X| = 0) = 1. Αυτό µπορεί να επισηµοποιηθεί ϑεωρώντας ότι ε 1
n και

Bn = {ω; |X(ω) ≤ ε}, όπου P (Bn) = 1. τότε

P (X = 0) = P (|X| = 0) = P (∪∞n=1Bn) = limn→∞P (Bn) = 1

1.9 Να αποδειχθεί η σχέση V [X] = E[X2]− (E[X])2.

Λύση: Συµβολίζοντας την αναµενόµενη µέση τιµή µε µ της τυχαίας µεταβλητής X, τότε :

E[X] = E[(X − µ)2] = E[X2 − 2µX + µ2] =

E[X2]− 2µE[X] + µ2 = E[X2]− 2µµ+ µ2

= E[X2]− µ2

1.10 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών X και U είναι
f(x, y) = c(2x+ y) µε x = 0, 1, 2 και y = 0, 1, 2, 3. Να ϐρείτε τα ακόλουθα,

1. Τον σταθερό παράγοντα c, όπου c ∈ R.

2. P (X = 2, Y = 1) = ;

3. P (X ≥ 1, Y ≤ 2) = ;

4. Οι µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες;

Λύση:

x/y 0 1 2 3 fX(x)

0 0 c 2c 3c 6c

1 2c 3c 4c 5c 14c

2 4c 5c 6c 7c 22c

fY (y) 6c 9c 12C 15c

1.
∑
f(x, y) = 1⇒ 42c = 1⇒ c = 1/42

2. P (X = 2, Y = 1) = 5c = 5 1
42 = 5/42

3. P (X ≥ 1, Y ≤ 2) = 24c = 24/42 = 4/7
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4.

fY (y) =


1/7, y = 0

3/14, y = 1

2/7, y = 2

5/14, y = 3

Για να είναι ανεξάρτητες οι µεταβλητές X και Y ϑα πρέπει να ισχύει η σχέση f(x, y) = fX(x)fY (y), για

κάθε x, y, αλλά,

f2(1) 6= fX(2)fY (1)⇐


f(2, 1) = 5/42

fX(2) = 11/21

fY (1) = 3/14

Συνεπώς, οι τυχαίες µεταβλητές X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.

1.11 Να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της διωνυµικής κανανοµή b(ν, p), καθώς και να υπολο-
γισθεί η µέση τιµή και η διακυµανσή της.

Λύση:

M(t) = E[exp(tX)] =

ν∑
x=0

exp(tx)

(
ν
x

)
pxqν−x =

ν∑
x=0

(
ν
x

)(
exp(t)p

)x
qν−x =

(
pexp(t) + q

)ν
Ακολούθως, ϑα ϐρούµε την πρώτη και την δεύτερη τάξης παραγώγους της ϱοπογεννήτριας συνάρτησης για t = 0
και ϑα έχουµε ότι,

M ′(0) = ν
(
pexp(t) + q

)ν−1
pexp(t)|t=0 = ν(p+ q)ν−1p = ν(1)ν−1p = νp = E[X]

και

M ′′(0) = ν(ν − 1)
(
pexp(t) + q

)ν−2
p2exp(2t) + νpexp(t) = ν(ν − 1)(1)ν−2p2 + νp = ν(ν − 1)p2 + νp = E[X2]

Συνεπώς, η διακύµανση της διωνυµικής κατανοµής ϑα δίδεται από την σχέση,

V [X] = E[X2]− E2[X] = νp+ ν(ν − 1)p2 − ν2p2 = νp+ ν2p2 − νp2 − ν2p2 = νp(1− p) = νpq

1.12 Να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της κανονικής κατανοµής, N(µ, σ2), καθώς και η µέση
τιµή και η διακυµανσή της.

Λύση: Η µέση τιµή της κανονικής κατανοµής ϑα είναι,

MX(t) = E[exp(tx)] =

∫ ∞
−∞

exp(tx)
1√
2πσ

exp
(
−(x− µ)2

2σ2

)
dx =

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

exp
(
−x

2 − 2xµ+ µ2

2σ2
+ xt

)
dx

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

exp
(
−x

2 − 2xµ+ µ2 − 2σ2xt

2σ2

)
dx

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

exp
(
−x

2 − 2x(µ+ tσ2) + µ2 + t2σ4 − t2σ4 + 2µtσ2 − 2µtσ2

2σ2

)
dx

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

exp
(
−x

2 − 2x(µ+ tσ2) + (µ+ tσ2)2 − t2σ4 − 2µtσ2

2σ2

)
dx

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

exp
(
−

(
x− (µ+ tσ2)

)2

2σ2
+
t2σ4 + 2µtσ2

2σ2

)
dx

= exp
( t2σ4 + 2µtσ2

2σ2

)∫ ∞
−∞

1√
2πσ

exp
(
−

(
x− (µ+ tσ2)

)2

2σ2

)
dx = exp

( t2σ4 + 2µtσ2

2σ2

)
∗ 1 = exp

(1

2
t2σ2 +µt

)
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Η πρώτη παράγωγος ϑα είναι,

M ′(0) =
(
exp
(1

2
t2σ2 + µt

))′
= exp

(1

2
t2σ2 + µt

)
= exp

(1

2
t2σ2 + µt

)
(tσ2 + µ)|t=0 = µ

και η δεύτερη παράγωγος ϑα είναι,

M ′′(0) =
(
exp
(1

2
t2σ2 + µt

))′
(tσ2 + µ) +

(
exp
(1

2
t2σ2 + µt

))
(tσ2 + µ)′

exp
(1

2
t2σ2 + µt

)
(tσ2 + µ)(tσ2 + µ) + exp

(1

2
t2σ2 + µt

)
σ2|t=0 = µ2 + σ2

Συνεπώς, η διακύµανση της ϱοπογεννήτριας συνάρτησης είναι ίση µε,

V [X] = E[X2]− E2[X] = µ2 + σ2 − µ2 = σ2

1.13 ΄Εστω µαι συνεχής τυχαία µεταβλητή X µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την f(x) =
λexp(−λx). Ποια είναι η ϱοπογεννήτρια της X;

Λύση: Η ϱοπογεννήτρια της X είναι, m(t) = E[exp(tX)] =
∫∞
−∞ exp(tx)λexp(−λx)dx = λ

λ− t
∫∞
−∞(λ −

t)exp(−λx+ tx)dx = λ
λ− t , t < λ, διότι τότε ισχύει η σχέση

∫∞
−∞(λ− t)exp(−λx+ tx)dx = 1.

1.14 ΄Εστω µια τυχαία µεταβλητήX µε ϱοπογεννήτρια συνάρτηση που δίδεται από την σχέσηMX(t) =

exp
(
t+ 2t2

)
, να υπολογίσετε την πιθανότητα P (−1 < X < 2).

Λύση:Η µεταβλητήX ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή ίση µε την µονάδα και διακύµανση ίση

µε 2, X ∼ N(1, 22), κάτι που µπορούµε να το διακρίνουµε από την δοθείσα ϱοπογεννήτρια συνάρτηση, δηλαδή,

exp
(
µt+

σ2t2

2

)
= exp(1 ∗ t+ 2 ∗ t2)

Συνεπώς, µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα την πιθανότητα ως εξής,

P (−1 < X < 2) = P
(−1 ∗ (−1)

2
<
X − 1

2
<

2 ∗ (−1)

2

)
= P (−1 < z <

1

2
) = Φ(

1

2
)− Φ(−1) = 0, 5328

1.5 Ασκήσεις για λύση

1.15 Αν ϱίξουµε τρία Ϲάρια, υπολογίστε τις πιθανότητες:

αʹ) Να έρθει άθροισµα 9.

ϐʹ) Να έρθει άθροισµα 10.

γʹ) Να έρθει άθροισµα 14.

1.16 Σε µια παρτίδα Πόκερ µε πόσους τρόπους µπορεί ένας παίκτης να πάρει 5 ϕύλλα στο χέρι του,
από το σύνολο των 52 ϕύλλων µιας τράπουλας

1.17 ΄Ενα χαρτοφυλάκιο µετοχών στο χρηµατιστήριο της Αµερικής περιέχει µια µετοχή της εται-
ϱείας Apple και µια της εταιρείας Amazon και ένα δεύτερο χαρτοφυλάκιο περιέχει µία µετοχή της
εταιρείας Bitcoin και µία µετοχή της εταιρείας Amazon. Επιλέγοντας ένας επενδυτής να αγοράσει
µία µετοχή από κάθε ένα από τα χαρτοφυλάκια:

αʹ) Ποιος είναι ο δειγµατικός χώρος Ω;

ϐʹ) Ποιος είναι ο χώρος ενδεχοµένων A;
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1.18 Μέσω µιας πλατφόρµας ηλεκτρονικών συναλλαγών σε µετοχές που περιέχει 50 µετοχές αριθ-
µηµένες από το 1 έως το 5, επιλέγουµε 20 µετοχές στην τύχη. Ποια είναι η πιθανότητα ο µεγαλύτερος
αριθµός στο δείγµα να είναι 21. Ποια είναι η πιθανότητα ο µεγαλύτερος αριθµός στο δείγµα να είναι
21·

1.19 ΄Εστω δύο ενδεχόµενα A,B,Γ ∈ A και δεδοµένου ότι P (A) > P (B) µπορεί να ισχύει P (A|Γ) >
P (B|Γ);

1.20 ΄Ενας υπάλληλος ενός δικηγορικού γραφείου, το οποίο ασχολείται µε την ενηµέρωση των δα-
νειολυπτών για τα µή εξυπηρετούµενα δάνεια τους από τις τράπεζες της Ελλάδας έχει αναλάβει τρείς
περιφερειακές ενότητες: Αττική, Βορείου και Νοτίου Αιγαίου. Από προηγούµενες ενηµερώσεις γνω-
ϱίζουµε ότι το 30% των τηλεφωνηµάτων στην περιφέρεια Αττικής έχουν αποτέλεσµα (ο καλούµενος
δίνει χρήµατα για την κάλυψη των δανειακών του υποχρεώσεων), οµοίως 20% στν περιφέρεια Βο-
ϱείου Αιγάιου και 50% στην περιφέρεια Νοτίου Αιγαίου. Αν ο υπάλληλος πραγµατοποιήσει 5000
τηλεφωνήµατα στην περιφέρεια Αττικής, 500 στην περιφέρεια Βορείου Αιγαίου και 200 στην περι-
ϕέρεια Νοτίου Αιγαίου, ποια είναι η πιθανότητα ένα τυχαίο τηλεφώνηµα να έχει αποτέλεσµα ;

1.21 Να αποδείξεται ότι ισχύει η σχέση pX,Y (X,Y ) = pX(x)pY (y), χρησιµοποιώντας την σχέση P (x <

X < x+ dx) =
∫ x+dx
x p(u)du = p(x)dx

1.22 Να αποδείξεται ότι
∫
AXdP =

∫
A Y dP .

1.23 ΄Εστω µία τυχαία µεταβλητή X που ακολουθεί την κανονική κατανοµή, χρησιµοποιώντας την

ϱοπογεννήτρια συναρτησή m(t) = E[exp(tX)] = exp
(
µt+ t2σ2

2

)
να δείξετε ότι :

αʹ) E[Y n] = exp
(
nµ+ n2σ2

2

)
, όπουY = exp(X).

ϐʹ) Ηµέση τιµή και η διακύµναση της τυχαίας µεταβλητής Y = exp(X) είναι E[Y ] = exp
(
µ + σ2

2

)
και

V [Y ] = exp(2µ+ σ2)
(
exp(σ2)− 1

)
.

1.24 ΄Εστω X και Y συµβολίζονται τα ποσοστά της αγοράς που κατέχουν δύο ανταγωνιστικά προ-
ϊόντα. Αν η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των X,Y είναι :

f(x, y) =

{
8(x+ y), 0 < x < 1/2 και 0 < y < 1/2

0, αλλού

Να υπολογισθεί η πιθανότητα, δεδοµένου ότι ένα από τα προϊόντα κατέχει τουλάχιστον ποσοστό
µεγαλύτερο του 25%.

1.25 Η από κοινού συνάρτηση κατανοµής των χρόνων Ϲωής δύο λαµπτήρων που συµβολίζονται ως
X και Y , σε χιλιάδες ώρες είναι :

F (x, y) =

{(
1− exp(−2x)

)(
1− exp(−y2)

)
, x > 0 και y < 0

0, αλλού

αʹ) Να ϐρεθεί η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας.

ϐʹ) Να υπολογισθούν οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής.

γʹ) Να υπολογισθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας

δʹ) Οι µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες ;

εʹ) Ποια είναι η πιθανότητα µετά από 1000 ώρες λειτουργίας να µην λειτουργεί κανένας λαµπτήρας;
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ϛʹ) Ποια είναι η πιθανότητα µετά από 1000 ώρες λειτουργίας να λειτουργεί τουλάχιστον ένας
λαµπτήρας;

Ϲʹ) Ποια είναι η πιθανότητα και οι δύο λαµπτήρες να Ϲήσουν περισσότερο από 1000 ώρες;

ηʹ) Ποια είναι η πιθανότητα ο συνολικός χρόνος Ϲωής των δύο λαµπτήρων να είναι περισσότερος
από 1000 ώρες και ταυτόχρονα λογότερος από 2000 ώρες;

1.26 Η απο κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µιας διακριτής δισδιάστατης τυχαίας µετα-
ϐλητής (X,Y ), η οποία δίδεται από τον κάτωθι πίνακα:

x/y -1 0 1 fX(x)

-1 1/8 1/8 1/8 3/8
0 1/8 0 1/8 2/8
1 1/8 1/8 1/8 3/8
fY (y) 3/8 2/8 3/8 1

Να ϐρεθεί εάν E[X], E[Y ] και E[XY ] είναι ανεξάρτητες;

1.27 ΄ΕστωX µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας f(x) = cx, x = 1, 2, . . . , τότε:

αʹ) να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια της µεταβλητής X,

ϐʹ) να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς c,

γʹ) και να υπολογισθεί η µέση τιµή και η διακύµανσγ τγς µεταβλητής X.

1.28 Να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια της κατανοµής Poisson, P (λ), καθώς και η µέση τιµή και η διακυ-
µανσή της.

1.29 Να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής.



Κεφάλαιο 2

Προσδοκώµενες τιµές

Η προσδοκώµενη τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής είναι η αναµενόµενη τιµή της ίδιας της τυχαίας µεταβλητής,
υπολογισµένη σύµφωνα µε την δεσµευµένη κατανοµή πιθανότητας. Για να κατανοήσουµε την προσδοκώµενη
τιµή ϑα δώσουµε έναν απλουστευµένο ορισµό, ο οποίος µας λέει ότι, για να υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή
µιας τυχαίας µεταβλητής X πρέπει να παρατηρήσουµε την πραγµατοποίηση µιας άλλης τυχαίας µεταβλητής
Y , όταν Y = y. Η αναµενόµεη τιµή του X εξαρτάται από την πληροφορία ότι Y = y, συνεπώς η X καλείται
προσδοκώµενη του X δοθέντος του Y = y.

2.1 Προσδωκόµενη µέση τιµή

Στην περίπτωση όπου X και Y είναι δύο τυχαίες διακριτές µεταβλητές, οι οποίες µαζί σχηµατίζουν ένα
τυχαίο διακριτό διάνυσµα, ο τύπος για τον υπολογισµό της προσδοκώµενης τιµής του X δοθέντος του Y = y
είναι µια απλή εφαρµογή του προαναφερθέντος απλουστευµένου ορισµού, στον οποίο οι ϐαρύτητες του µέσου
όρου δίδονται από την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της προσδοκώµενης τιµής του X.

Ορισµός 2.1 ΄ΕστωX και Y δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές καιRX,Y είναι το σύνολο των τιµών που λαµβάνει

το X, καθώς και fX|Y (x|y∗), fY |X(y|x∗) οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των µεταβλητών X και Y , τότε

οι δεσµευµένες µέσες τιµές τους ϑα είναι :

E[X|Y = y∗] =
∑

x∈RX,Y

xfX|Y (x|y∗)

και

E[Y |X = x∗] =
∑

x∈RX,Y

xfY |X(y|x∗)

Συνεπώς, ισοδύναµα για την συνάρτηση h(y) ϑα έχουµε ότι,

E[h(y)|X = x∗] =
∑

x∈RX,Y

h(y)fY |X(y|x∗)

Παράδειγµα 2.1 ΄Εστω το τυχαίο διάνυσµα δύο τυχαίων µεταβλητών X και Y είναι RXY = {[13], [20], [00]}
και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανοτητάς τους είναι

PXY (x, y) =


1/3, εάν x = 1 και y = 3

1/3, εάν x = 2 και y = 0

1/3, εάν x = 0 και y = 0

0, αλλού

Λύση: Το πρώτο ϐήµα που ϑα κάνουµε είναι να υπολογίσουµε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
του X, δοθέντπς Y = 0. Η περιθωριακή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του y , δεδοµένου ότι y = 0 ϑα
είναι,

PY (0) =
∑

(x,y)∈RXY y=0

PXY (x, y) = PXY (2, 0) + PXY (0, 0) =
2

3
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Οι τιµές που λαµβάνει το X είναι RX = {0, 1, 2}, καθώς και οι προσδοκώµενες συναρτήσεις πυκνότητας
πιθανότητας του X δοθέντος του Y = 0 είναι,

PX|Y=0(x) =



PXY (0,0)
PY (0) = 1/3

2/3 = 1/2, εάν x = 0
PXY (1,0)
PY (0) = 0

2/3 = 0, εάν x = 1
PXY (2,0)
PY (0) = 1/3

2/3 = 1/2, εάν x = 2

0, εάν x /∈ RX

Συνεπώς η προσδοκώµενη τιµή του X δοθέντος του Y = 0 είναι,

E[X|Y = 0] = 0PX|Y=0(0) + 1PX|Y=0(1) + 2PX|Y=0(2) = 0 ∗ 1

2
+ 1 ∗ 0 + 2 ∗ 1

2
= 1

Ορισµός 2.2 ΄Εστω X και Y δύο συνεχείς τυχαίες µεταβλητές και fX|Y (x|y∗), fY |X(y|x∗) οι συναρτήσεις πυ-

κνότητας πιθανότητας των µεταβλητών X και Y , τότε οι δεσµευµένες µέσες τιµές τους ϑα είναι :

E[Y |X = x∗] =

∫ ∞
−∞

yfY |X(y|x∗)dy

Τότε, ισοδύναµα για µια συνάρτηση h(y) ϑα ισχύει ότι,

E[h(y)|X = x∗] =

∫ ∞
−∞

h(y)fY |X(y|x∗)dy

Παράδειγµα 2.2 ΄Εστω το τυχαίο διάνυσµα δύο τυψαίων µεταβλητών X και Y είναι το RXY = [0,∞) ∗ [2, 4]
και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας τους είναι,

fXY (x, y) =

{
1
2yexp(−xy), εάν x ∈ ∞ και y ∈ [2, 4]

0, αλλού

Υπολογίζοντας την προσδοκώµενη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του X, δοθέντος του Y = 2, οι τιµές που

λαµβάνει η µεταβλητή Y είναι RY = [2, 4]. ΄Οταν y /∈ [2, 4], η οριακή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του

Y είναι µηδέν·

Λύση: ΄Οταν ισχύει ότι y ∈ [2, 4], η οριακή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι

fY (y) =

∫ ∞
−∞

fXY (xy)dx =

∫ ∞
−∞

1

2
yexp(−xy)dx =

1

2
[−exp(−xy)]∞0 =

1

2
[0− (−1)] =

1

2

Επίσης, η οριακή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µεταβλητής Y είναι η κάτωθι,

fY (y) =

{
1
2 , εάν y ∈ [2, 4]

0, αλλού

Εάν ισχύει η ισότητα y = 2, τότε fY (2) = 1
2 και οι τιµές που λαµβάνει το X είναι RX = [0,∞). Επιπροσθέτως, η

προσδοκώµεη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του X, δοθέντος του Y = 2 είναι η

fX|Y = 2(x) =
fXY (x, 2)

fY (2)

{
2exp(−2x), εάν x ∈ [0,∞)

0, αλλού

Συνεπώς, η προσδοκώµενη τιµή του X, δοθέντος του Y = 2 είναι,

E[X|Y = 2] =

∫ ∞
−∞

xfX|Y=2(x)dx =

∫ ∞
−∞

x2exp(−2x)dx
t=2x
===⇒

E[X|Y = 2] =
1

2

[
[−texp(−t)]∞0 +

∫ ∞
0

exp(−t)dt
]

=
1

2

[
0− 0 + [exp(−t)]∞0

]
=

1

2
(0 + 1) =

1

2
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Θεώρηµα 2.1 ΄Εστω δύο τυχαίες µεταβλητέςX και Y , τότε ισχύει ότιE
[
E[X|Y ]

]
= E[X] καιE

[
E[Y |X]

]
=

E[Y ], δεδοµένου ότι m(y) =
∫∞
−∞ xfX|Y (x|y)dx και m(x) =

∫∞
−∞ yfY |X(y|x)dy.

Απόδειξη:

E
[
E[X|Y ]

]
= E[m(Y )] =

∫ ∞
−∞

m(y)fY (y)dy =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

xfX|Y (x|y)dx
)
fY (y)dy

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

1

fY (y)
xf(x, y)fY (y)dydx =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xf(x, y)dxdy = E[X]

2.1.1 Ιδιότητες Προσδοκώµενης Τιµής

Από τα προηγούµενα, καθίσταται σαφές ότι η προσδοκώµενη τιµή υπολογίζεται ακριβώς όπως η αναµενόµενη
τιµή, µε την µόνη διαφοροποίηση ότι οι πιθανότητες και οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας αντικαθίστα-
νται από προσδοκώµενες πιθανότητες και προσδοκώµενες συναρτήσεις πιθανότητας. ∆εδοµένου ότι X και Y
είναι δύο τυχαίες µεταβλητές στον χώρο πιθανότητας (Ω,A, P ), ισχύουν οι ιδιότητες :

1. Στην περίπτωση της γραµµικότητας ισχύει η σχέση,

E[aX + bY |G] = aE[X|G] + bE[Y |G], ∀a, b ∈ R

2. Αφαιρώντας µία τυχαία µεταβλητή από το προβλέψιµο κοµµάτι :

E[XY |G] = XE[Y |G]

και γενικότερα αν η τυχαία µεταβλητή X είναι G-προβλέψιµη ισχύει η σχέση E[X|G] = X.

3. Θεώρηµα του πύργου (Iterated Expectations):

E
[
E[X|G]|H

]
= E[X|H], εάνH ⊂ G

4. Θετικότητα:
E[X|G] ≥ 0, εάνX ≥ 0

5. Η προσδοκία µίας σταθεράς είναι η ίδια η σταθερά:

E[c|G] = c

6. Αφαίρεση µια ανεξάρτητης συνθήκης:
E[X|G] = E[X]

δεδοµένου ότι η τυχαία µεταβλητή X είναι ανεξάστητη από G.

2.2 ∆εσµευµένη διακύµανση

Ορισµός 2.3 ΄Εστω η συνάρτηση g(ω) =
(
ω − m(y)

)2
, για ένα συγκεκριµένο y. Η συνάρτηση g(X) δίδεται

από τον τύπο g(X) =
(
X − m(y)

)2
, όπου m(y) = E[X|Y = y]. Τότε, η ποσότητα E[g(x)|Y = y] = δ(y)

καλείται δεσµευµένη διακύµανση της X, δοθέντος Y = y, δηλαδή V [X|Y = y]. Επίσης, η τυχαία µεταβλητή

δ(Y ), καλείται δεσµευµένη διακύµανση της X, δοθέντος του Y , δηλαδή V [X|Y ].
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2.2.1 Ιδιότητες δεσµευµένης διακύµανσης

Οι σηµαντικότερες ιδιότητες της δεσµευµένης διακύµανσης είναι :

1. E
[
E[g(X)|Y ]

]
= E[g(X)]

2. E
[
E[h(y)|X]

]
= E[h(Y )]

3. E[aX + b|Y = y] = aE[X|Y = y] + b

4. E[g(x) + h(x)|Y = y] = E[g(X)|Y = y] + E[h(X)|Y = y]

5. V [X] = E
[
V [X|Y ]

]
+ V

[
E[X|Y ]

]
Θεώρηµα 2.2 ΄Εστω ένα πείραµα τύχης, όπου A είναι ένα ενδεχοµενό του καιX µια τυχαία µεταβλητή
τότε,

• εάν η X είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας fX(x):

P (A) =
∑
x∈RX

P (A|X = x)fX(x)

• και εάν η X είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας fX(x):

P (A) =

∫ ∞
−∞

P (A|X = x)fX(x)dx

Απόδειξη: Αρχικά ϑα ορίσουµε την τυχαία µεταβλητή Y , η οποία ϑα είναι ίση µε 1 εάν συνέβη το ενδε-
χόµενο A, διαφορετικά ϑα είναι ίση µε 0 εάν δεν συνέβη το ενδεχόµενο A. ΄Αρα,

E[Y ] = 1 ∗ P (Y = 1) + 0 ∗ P (Y = 0) = P (Y = 1) = P (A)

Εν συνεχεία,

E[Y ] = E
[
E[Y |X]

]
=

∫ ∞
−∞

E[Y |X = x]fX(x)dx (1)

αλλά δεδοµένου ότι, E[Y |X = x] = 1 ∗ P (Y = 1|X = x) + 0 ∗ P (Y = 0|X = x) = P (Y = 1|X = x) =
P (A|X = x) (2)

και συνδυάζοντας τις σχέσεις (1) και (2) εξάγουµε την Ϲητούµενη ποσότητα,

E[Y ] =

∫ ∞
−∞

P (A|X = x)fX(x)

2.3 Συνδιακύµανση

Ορισµός 2.4 ΄Εστω δύο τυχαίες µεταβλητές X και Y µε µέσες τιµές E[X] = µX και E[Y ] = µY αντίστοιχα.

Τότε η δεσµευµένη συνδιακύµανση ϑα δίδεται από την σχέση :

Cov(X,Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )]

2.3.1 Ιδιότητες συνδιακύµανσης

Οι σηµαντικότερες ιδιότητες της δεσµευµένης συνδιακύµανσης είναι :

1. Cov(X,X) = V [X] και Cov(Y, Y ) = V [Y ],

2. Cov(X,Y ) = Cov(Y,X),

3. Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ],
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4. Cov(αX + β, γY + δ) = αγCov(X,Y ),

5. Cov(X + Y,Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y,Z),

6. και Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y ) + Cov(X,Z).

Παρατήρηση 2.1 1. ΄Οταν Cov(X,Y ) > 0, τότε συνεπάγεται ότι οι τυχαίες µεταβλητέςX και Y είναι ϑετικά

συσχετισµένες.

2. ΄Οταν Cov(X,Y ) < 0, τότε συνεπάγεται ότι οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι αρνητικά συσχετισµένες.

3. ΄Οταν Cov(X,Y ) = 0, τότε συνεπάγεται ότι οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ασυσχέτιστες. Τονίζεται

ότι, όταν δύο τυχαίες µεταβλητές είναι ανεξάρτητες, τότε ϑα είναι και ασυσχέτιστες, κάτι που δεν υφίσταται

αντίστροφα.

Παράδειγµα 2.3 ΄Εστω δύο τυχαίες µεταβλητές X και Y µε συνάρτηση πιθανότητας,

f(x, y) =

{
2, εάν 0 < x < y < 1

0, αλλού

Να ϐρείτε την συνδιακύµανση Cov(X,Y ).

Λύση:

fX(x) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dy =

∫ 1

x
2dy = 2(1− x), 0 < x < 1

fY (y) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dx =

∫ y

0
2dx = 2y, 0 < y < 1

E[X] =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx =

∫ 1

0
x2(1− x)dx = 2

[x2

2
− x3

3

]1

0
= 2

1

6
=

1

3

E[Y ] =

∫ ∞
−∞

yfY (y)dy =

∫ 1

0
2y2dy = 2

[y3

3

]1

0
=

2

3

E[XY ] =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xyf(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ y

0
2xydxdy =

∫ 1

0
y3dy = [

y4

4
]10 =

1

4

Συνεπώς,

Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] =
1

36

2.4 Λυµένες ασκήσεις

2.1 ΄Εστω το διακρτιό τυχαίο διάνυσµα [XY ], το οποίο λαµβάνει τις τιµές RXY = {[22], [20], [12], [02]}
και την από κοινού συνάρτηση πιθανότητας,

PXY (x, y) =



1/4, εάν x = 2 και y = 2

1/4, εάν x = 2 και y = 0

1/4, εάν x = 1 και y = 2

1/4, εάν x = 0 και y = 2

0, αλλού

Να ϐρεθεί η προσδοκώµενη τιµή του X, δοθέντος του Y = 2.
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Λύση: Το πρώτο ϐήµα που κάνουµε είναι να υπολογίσουµε την προσδοκώµενη από κοινού συνάρτηση
πιθανότητας του X, δοθέντος του Y = 2.

PY =
∑

{(x,y)∈RXY (y=2)}

PXY (x, y) = PXY (2, 2) + PXY (1, 2) + PXY (0, 2) =
3

4

,όπου οι τιµές που λαµβάνει η µεταβλητή X είναι RX = [0, 1, 2]. Το δεύτερο ϐήµα που ϑα κάνουµε ΄είναι να
υπολογίσουµε την περιθωριακή συνάρτηση πιθανότητας του X, δοθέντος του Y = 2 και ϑα έχουµε ότι :

PX|Y=2(x) =



PXY (0,2)
PY (2) = 1/4

3/4 = 1/3, εάν x = 0
PXY (1,2)
PY (2) = 1/4

3/4 = 1/3, εάν x = 1
PXY (2,2)
PY (2) = 1/4

3/4 = 1/3, εάν x = 2

0, εάν x /∈ RX

Συνεπώς, η προσδοκώµενη τιµή του X για Y = 2 δίδεται λύνοντας την σχέση,

E[X|Y = 2] = 0PX|Y=2(0) + 1PX|Y=2(1) + 2PX|Y=2(2) = 0
1

3
+ 1

1

3
+ 2

1

3
= 1

2.2 ΄Εστω το συνεχές τυχαίο διάνυσµα [XY ] που λαµβάνει τις τιµές RXY = [1, 2] × [0, 2] και µε από
κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fX|Y (x, y) =


1, εάν x ∈ [1, 3

2 ] και y ∈ [0, 1]

1, εάν x ∈ (3
2 , 2] και y ∈ (1, 2]

0, αλλού

Να υπολογιστεί η προσδοκώµενη τιµή του Y , δοθέντος X = 1.
Λύση:Το πρώτο ϐήµα που κάνουµε είναι να υπολογίσουµε την προσδοκώµενη από κοινού συνάρτηση πιθα-

νότητας του Y , δοθέντος του X = 1, χρησιµοποιώντας την σχέση

fY |X=1(y) =
fXY (1, y)

fX(1)

Χρησιµοποιώντας τα indicator functions η προηγούµενη σχέση ϑα γραφεί ως εξής,

fXY (x, y) = 1{x∈[1,3/2]}1{y∈[0,1]} + 1{x∈(3/2,2]}1{y∈[1,2]}

Το δεύτερο ϐήµα που ϑα κάνουµε είναι να υπολογίσουµε την περιθωριακή συνάρτηση πιθανότητας fX(x) και ϑα

έχουµε ότι :

fX(x) =

∫ ∞
−∞

fXY (x, y)dy =

∫ ∞
−∞

(
1{x∈[1,3/2]}1{y∈[0,1]}+1{x∈(3/2,2]}1{y∈[1,2]}

)
=

∫ 1

0
1{x∈[1,3/2]}dy+

∫
1

21{x∈(3/2,2]}dy

1{x∈[1,3/2]}

∫ 1

0
dy + 1{x∈(3/2,2]}

∫
1

2dy = 1{x∈[1,3/2]}(1− 0) + 1{x∈(3/2,2]}(2− 1) = 1{x∈[1,3/2]} + 1{x∈(3/2,2]}

, όπου για x = 1, τότε fX(1) = 1, καθώε και fXY (1, y) = 1{y∈[0,1]}. Η προσδοκώµενη συνάρτηση πιθανότητας

του Y , δοθέντος του X = 1 είναι

fY |X=1(y) =
fXY (1, y)

fX(1)
= 1{y∈[0,1]}

Συνεπώς, η προσδοκώµενη τιµή του Y , για Y = 1 υπολογίζεται ως εξής :

E[Y |X = 1] =

∫ ∞
−∞

yfY |X=1(y)dy =

∫ ∞
−∞

y1{y∈[0,1]}dy =

∫ 1

0
ydy =

[1

2
y2
]1

0
=

1

2
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2.3 ΄Εστω ότι X και Y είναι δύο τυχαίες µεταβλητές, χρησιµοποιήστε την ιδιότητα V [X] = E[X2]−
E[X]2 ⇒ V [X|Y = y] = E[X2|Y = y] − E[X|Y = y]2 και το ϑεώρηµα του πύργου για να αποδείχθεί η
σχέση

V [X] = E
[
V [X|Y = y]

]
+ V

[
[E[X|Y = Y ]

]
Λύση:

V [X] = E[X2]−E[X]2 = E
[
E[X2|Y = y]

]
−E
[
E[X|Y = y

]2
= E

[
V [X|Y = y]+E[X|Y = y]2

]
−E
[
E[X|Y = y

]2

E
[
V [X|Y = y] + E[E[X|Y = y]2

]
− E

[
E[X|Y = y

]2
= E

[
V [X|Y = y]

]
+ V

[
E[X|Y = y]

]

2.4 Να αποδείξεται ότι E[XY ] = E[X]E[Y ].

Λύση: Αυτή η σχέση είναι µία παραλαγή του ϑεωρήµατος Fubini, που στην περίπτωση αυτή δηλώνει
ότι ένα διπλό ολοκλήρωµα είανι στην ουσία η διασπασή του σε δύο ξεχωριστά ολοκληρώµατα. ΄Εστω ότι,
pX , pY , pX,Y , δηλώνουν την συνάρτηση πιθανότητας των X,Y και (X,Y ) αντίστοιχα. Από την πόρισµα του
εδαφίου 1.2.4 και αποδεικνύεται ότι,

E[XY ] =

∫ ∫
xypX,Y (x, y)dxdy =

∫
xpX(x)dx

∫
ypY (y)dy = E[X]E[Y ]

2.5 Να δείξεται ότι η δεσµευµένη προσδοκώµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής X, δοσµµένης της
πληροφορίας A είναι ο ίδιος της ο εαυτός, δηλαδή E[X|A] = X.

Λύση: Από τον ορισµό των τυχαίων µεταβλητών γνωρίζουµε ότι, οι τυχαίες µεταβλητές X και E[X|A] είναι
A-προβλέψιµες, τότε από τον ορισµό της δεσµευµένης προσδοκόµενης τιµής ϑα έχουµε ότι,∫

A
E[X|A]dP =

∫
A
XdP, ∀A ∈ A

το οποίο και επιβεβαιώνεται από το πόρισµα 1.1. του ϑεωρήµατος Nikodym, δηλαδή E[X|A] = X.

2.6 Να αποδειχθεί η σχέση E
[
E[X|G]|H

]
= E[X|H], εάνH ⊂ G (ϑεώρηµα του πύργου) για συνεχείς

τυχαίες µεταβλητές.

Λύση: ∆εδοµένου ότι X είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή και κάνοντας χρήση της σχέσης mg =∫∞
−∞ fX|G(x|g) =

∫∞
−∞ x

f(x, g)
fG(g)

E
[
E[X|G]|H

]
= E[m(G)] =

∫ ∞
−∞

m(y)fY (y)dy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xfX|Y (x|y)dxdy

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

x
f(x, y)

fY (y)
fY (y)dxdy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xf(x, y)dxdy = E[X]

2.7 Να αποδειχθεί το ϑεώρηµα του πύργου για την περίπτωση των διακριτών και συνεχών αντίστοιχα
τυχαίων µεταβλητών X και Y .

Λύση:
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1. Για την περίπτωση των διακριτών τυχαίων µεταβλητών, έχουµε ότι,

E[E[X|Y ]] =
∑

y∈RY E[X|Y = y]pY (y) (από τον ορισµό της αναµενόµενης τιµής)

=
∑

y∈RY
∑

x∈RX xpX|Y=y(x)pY (y) ( από τον ορισµό την προσδοκώµενης τιµής)

=
∑

x∈RX x
∑

y∈RY pXY (x, y) =
∑

x∈RX xpX(x) (περιθωριακή συνάρτηση οριακής πιθανότητας)

= E[X] (από τον ορισµό της αναµενόµενης τιµής)

2. Για την περίπτωση των συνεχών τυχαίων µεταβλητών, έχουµε ότι,

E[E[X|Y ]] =
∫∞
−∞E[X|Y = y]fY (y)dy (από τον ορισµό της αναµενόµενης τιµής)

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞ xfX|Y=y(x)dxfY (y)dy ( από τον ορισµό την προσδοκώµενης τιµής)

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞ xfX|Y=y(x)fY (y)dxdy

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞ xfXY (x, y)dydx (όπου fXY είναι από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας)

=
∫∞
−∞ x

∫∞
−∞ fXY (x, y)dydx =

∫∞
−∞ xfX(x)dx (περιθωριακή συνάρτηση οριακής πιθανότητας)

= E[X] (από τον ορισµό της αναµενόµενης τιµής)

2.8 ΄Εχει παρατηρηθεί ότι αν µια χρηµατιστηριακή αγορά λειτουργεί για t ώρες η µέση τιµή και
η διασπορά των συναλλαγών είναι 5t. Αν η αγορά λειτουργήσει για έναν τυχαίο αριθµό ωρών που
ακολουθεί την οµοιόµορφη κατανοµή µεταξύ οχτώ και δέκα ωρών. Να ϐρείτε την µέση τιµή και την
διασπορά που ϑα ακολοθήσουν οι συναλλαγές.

Λύση: Ορίζουµε ως T τον χρόνο λειτουργίας καιN(t) τον αριθµό των συναλλαγών σε t ώρες λειτουργίας της

χρηµατιστηριακής αγοράς. Ζητάµε E[N(T )] και V [N(T )] και γνωρίζουµε ότι E[N(T )] = V [N(T )] = 5t και ότι,

E(T ) =
10 + 8

2
= 9, V (T ) =

(10− 8)2

12
=

1

3

∆ιαδοχικά έχουµε :

E[N(T )] = E
[
E[N(T )|T ]

]
= E[m(T )], αλλά E[N(T )|T = t] = m(t) = E[N(t)] = 5t. Συνεπώς,

E[N(T )] = E[5T ]5E[T ] = 5 ∗ 9 = 45

Αντίστοιχα για την διασπορά έχουµε :

V [N(T ) = E
[
V [N(T )|T ]

]
+ V

[
E[N(T )|T ]

]
, αλλά V [N(T )|T = t] = V [N(t)] = 5t. Συνεπώς,

V [N(T )] = E[5T ] + V [5T ] = 5E[T ] + 25V [T ] =
160

3

2.9 ΄Εστω δύο ταµεία ενός πολυκαταστήµατος, όπου ως X δυµβολίζεται το πλήθος στην ¨ουρά¨ του
ταµείου Α και ως Y συµβολίζεται το πλήθος στην ¨ουρά¨του ταµείου Β την ίδια χρονική στιγµή, κάθε
ηµέρα ενός µήνα λειτουργίας του πολυκαταστήµατος. Να ϐρεθούν:

αʹ) fX|Y (x|0) =;,

ϐʹ) fY |X(y|1) =;,

γʹ) fX|Y (x|1) =;,

δʹ) E[Y |X = 1] =;

εʹ) E[X|Y = 1] =;
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λαµβάνοντας υπόψιν σας τον κάτωθι πίνακα,

x/y 0 1 2 fX(x)

0 0.1 0.04 0.02 0.16
1 0.08 0.2 0.06 0.34
2 0.06 0.14 0.3 0.5
fY (y) 0.06 0.14 0.3 1

Λύση:

αʹ)

fX|Y (x|0) =
f(x, 0)

fY (0)
=


0,1
0,24 = 0, 42, x = 0
0,08
0,24 = 0, 33, x = 1
0,06
0,24 = 0, 25, x = 2

ϐʹ)

fY |X(y|1) =
f(1, y)

fX(1)
=


0,08
0,34 = 0, 23, y = 0
0,2
0,34 = 0, 59, y = 1
0,06
0,34 = 0, 18, y = 2

γʹ)

fX|Y (x|1) =
f(x, 1)

fY (1)
=


0,01
0,38 = 0, 03, x = 0
0,2
0,38 = 0, 53, x = 1
0,14
0,38 = 0, 37, x = 2

δʹ) E[Y |X = 1] =
∑2

y=0 yfY |X(y|1) = 0 ∗ (0, 23) + 1 ∗ (0, 59) + 2 ∗ (0, 18) = 0, 83

εʹ) E[X|Y = 1] =
∑2

x=0 yfX|Y (x|1) = 0 ∗ (0, 03) + 1 ∗ (0, 53) + 2 ∗ (0, 37) = 1, 27

2.10 ΄Εστω η συνάρτηση

f(x, y) =

{
3
5x(x+ y), 0 < x < 1, 0 < y < 1

0 αλλού

Να ϐρείτε:

αʹ) fY |X =;

ϐʹ) fX|Y =;

γʹ) E[X|Y = y∗]

Λύση: Το πρώτο ϐήµα που ϑα κάνουµε είναι να ϐρούµε τις συναρτήσεις πιθανότητας fX(x) και fY (y),

fX(x) =

∫ 2

0

3

5
x(x+ y)dy =

6

5
x(x+ 1), 0 < x < 1

και

fU (u) =

∫ 1

0

3

5
x(x+ y)dx =

3y + 2

10
, 0 < y < 2

αʹ) fY |X(y|x∗) = f(x∗,y
fX(x∗) = x∗+y

2(x∗+1) , 0 < y < 2
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ϐʹ) fX|Y (x|y∗) = f(x,y∗)
fY (y∗) = 6x(x+y∗)

ey∗+2 , 0 < x < 1

γʹ) E[X|Y = y∗] =
∫ 1

0 x
6x(x+y∗)

3y∗+2 dx = 6
2+3y∗

∫ 1
0 x(y∗ + x)dx = 6

2+3y∗

(∫ 1
0 y
∗xdx+

∫ 1
0 x

2dx
)

=
6

2 + 3y∗

(
[
y∗x2

2
]10 + [

x3

3
]10

)
=

6

2 + 3y∗

(3y∗ + 2

6

)
=

6(2 + 3y∗)

6(2 + 3y∗)
= 1

2.11 Να αποδειχθεί η σχέση V [X] = E
[
V [X|Y ]

]
+ V

[
E[X|Y ]

]
.

Λύση:

V [X] = E[X2 − E2(X)⇒ V [X|Y ] = E[X2|Y ]− E2(X|Y )⇒ E
[
V [X|Y ]

]
= E

[
E[X2|Y ]

]
− E

[
E2[X|Y ]

]
= E[X2]− E

[
E2[X|Y ]

]
(1)

και

V
[
E[X|Y ]

]
= E

[
E2[X|Y ]

]
−
(
E
[
E[X|Y ]

])2

= E
[
E2[X|Y ]

]
− E2[X] (2)

(1) + (2)⇒ E
[
V [X|Y ]

]
+ V

[
E[X|Y ]

]
= E[X2]− E2[X] = V [X]

2.12 Αν ένα µηχάνηµα λειτουργήσει για t ώρες, η µέση τιµή και η διακύµανση του αριθµού των
ϐλαβών είναι 5Tt. Αν το µηχάνηµα λειτουργεί για τυχαίο αριθµό ωρών µεταξύ και πιο συγκεκριµένα
µεταξύ 8 και 10 ωρών, ϐρείτε την µέση τιµή και την διακύµανση του αριθµού των ϐλαβών.

Λύση: Αρχικά, ορίζουµε ως T , τον χρόνο λειτουργίας του µηχανήµατος και ως N(t) τον αριθµό των
ϐλαβών σε t ώρες λειτουργίας. Επίσης, γνωρίζουµε ότι, E[N(t)] = V [N(t)] = 5t, E[T ] = 10+8

2 = 9 και
V [T ] = (10−8)2

12 = 1
3 .

Για την µέση τιµή ϑα έχουµε ότι,

E[N(T )] = E
[
E[N(T )|T ]

]
= E[m(T )]

E[N(T )|T = t] = m(t) = E[N(t)] = 5t

Συνεπώς,
E[N(T )] = E[5T ] = 5E[T ] = 45

Για την διακύµανση ϑα έχουµε ότι,

V [N(T )] = E
[
V [N(T )|T ]

]
+ V

[
E[N(T )|T ]

]
V [N(T )|T = t] = V [N(t)] = 5t

Εποµένως,

V [N(T )] = E[5T ] + V [5T ] = 5E[T ] + 25V [T ] =
160

3
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2.5 Ασκήσεις για λύση

2.13 ΄Εστω η δίκλαδη συνάρτηση f(x, y), που παρουσιάζεται παρακάτω

f(x, y) =

{
2
3(x+ 2y), 0 < x, y < 1

0 αλλού

Να υπολογίσετε,

αʹ) E[X|Y ] = E[X]

ϐʹ) E
[
E[X|Y ]

]
= E[X]

2.14 Να ϐρεθεί η προσδοκώµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής X, σύµφωνα µε το παράδειγµα 1.8.

2.15 Να αποδειχθεί η σχέση V [X] = E[(X − E[X])2].

2.16 ΄Εστω δύο τυχαίες µεταβλητές X και Y , να αποδείξετε ότι E
[
E[Y |X]

]
= E[Y ], δεδοµένου ότι

m(x) =
∫∞
−∞ yfY |X(y|x)dy.

2.17 Να αποδείξετε ότι µία µη σταθερή τυχαία µεταβήτή έχει µια µη µηδενική διακύµανση.

2.18 ΄Εστω η συνεχής τυχαία µεταβλητή (X,Y ), που δίδεται από τον τύπο,

f(x, y) =

{
exp(−x

y
)exp(−y)

y , 0 < x, y <∞
0 αλλού

Να υπολογίσετε τη δεσµευµένη µέση τιµή E[X|Y = y], όπου y < 0.

2.19 Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας µιας διδιάστατης διακριτής διανυσµατική τυχαίας µε-
ταβλητής (X,Y ), δίδεται από τον τύπο,

p(x, y) =
1

15
(x+ y)

,όπου x = 0, 1, 2 και y = 1, 2. Να υπολογίσετε τις δεσµευµένες µέσες τιµές E[X|Y = 1], E[Y |X = 1]
και να συγκριθούν µεταξύ τους.

2.20 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µιας διδιάστατης συνεχούς διανυσµατικής
τυχαίας µεταβλητής, δίδεται από τον τύπο,

f(x, y) =

{
4xy, 0 < x, y < 1

0 αλλού

Να υπολογίσετε:

(αʹ) τις συναρτήσεις fX(x), fY (y), fX|Y (x|y) και fU |Q(x|y),

(ϐʹ) καθώς και τις ποσότητες E
[
X|Y = 1

2

]
και E

[
U |X = 1

3

]
.

2.21 Σε µια στατιστική έρευνα ως N(t) συµβολίζεται ο αριθµός των ¨ενδιαφερόµενων¨ και ως M(t)
συµβολίζεται ο αριθµός των ¨συµµετεχόντων¨ στην έρευνα, σε ένα διάστηµα [0, t]. Αν κάθε ¨ενδιαφε-
ϱόµενος¨, ¨συµµετέχει¨ µε πιθανότητα P και E[N(t)] = λt, να ϐρείτε την ποσότητα E[M(t)].

2.22 Να υπολογίσετε το µέσο πλήθος των δοκιµών που απαιτούνται µέχρι την εµφάνιση δύο διαδο-
χικών επιτυχιών σε µια ακολουθία δοκιµών Bernoulli.

2.23 Σε µια εταιρεία οικονοµικών ελεγκτών, ο χρόνος που χρειάζεται ο υπάλληλος A για να διεκπε-
ϱαιώσει µια διαδικασία ∼ λ1exp(−λ1x), x > 0, ενώ ο υπάλληλος B ∼ λ2exp(−λ2x), y > 0. Να ϐρεθεί
η πιθανότητα, µε την οποία ο υπάλληλος B ϑα διεκπεραιώση πιο ¨γρήγορα¨ την διαδικασία σε σχέση
µε τον A.



Κεφάλαιο 3

Martingales

Στην ϑεωρία των options γίνεται εκτεταµένη χρήση των αναµενόµενων τιµών των τυχαίων διαδικασιών, οι οποίες
υπολογίζονται µε την γνώση κάποιας ιστορικότητας, οι οποίες καλούνται προσδοκώµενες τιµές (ϐλ. Κεφ. 2).
Martingale καλείται µια τυχαία διαδικασία της οποίας η υπό όρους προσδοκία ή προσδοκώµενη τιµή έχει
ιδιαίτερη χρήσιµότητα. Με απλά λόγια martingale είναι ένα µαθηµατικό µοντέλο για ένα δίκαιο στοίχηµα.
Παίρνει το όνοµά του από το la grande martingale, τη στρατηγική για τα στοιχήµατα µε ισοτιµία (π.χ. το
παίγνιο της ϱουλέτας) στο οποίο κανείς διπλασιάζει το στοίχηµα µετά από κάθε απώλεια. Με τον όρο δίκαιο
στοίχηµα, στα µαθηµατικά ενοούµε ότι τα αναµενόµενα κέρδη πρέπει να είναι µηδενικά ή η προσδοκώµενη
τιµή του κέρδους να είναι µηδενική κατά την διάρκει του στοιχήµατος. Για να γίνει πιο έυκολα κατανοητό ο
όρος ’δίκαιο’, αναλογιστείτε το παιχνίδι µε τρία διαφορετικά νοµίσµατα. Το πρώτο νόµισµα είναι ένα δίκαιο
κέρµα, το δεύτερο ένα µη ισορροπηµένο κέρµα µε την πιθανότητα να έρθει κορώνα ίση µε 2/3 και το τρίτο
νόµισµα είναι ένα µη ισορροπηµένο µε την πιθανότητα να έρθει γράµµατα ίση µε 2/3. Πρώτα στρίβουµε το
δίκαιο νόµισµα και αν έρθει κορώνα η πιθανότητα είναι P (heads) = 2/3, εάν έρθει γράµµατα στρίβουµε το
επόµενο νόµισµα. Το στοιχηµά µας ϑα επικεντρωθεί ισόποσα τόσα στην περίπτωση να ϕέρουµε κορώνα ή
γράµµατα αντιστοίχα. Σε αυτή την περίπτωση, είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε ακριβώς πότε στοιχηµατίζουµε.
Εάν ποντάρουµε πριν το πρώτο κέρµα πέσει, λόγω της συµµετρίας ϑα έχουµε πενήντα - πενήντα πιθανότητες
να κερδίσουµε το στοίχηµά µας και ϑα κερδίσουµε ένα ευρώ αν υποθέσουµε σωστά και το χάσουµε αν κάνουµε
λάθος. ΄Ετσι το στοίχηµα είναι δίκαιο. Αλλά αν στοιχηµατίσουµε, αφού δούµε το αποτέλεσµα της πρώτης
νίκης, έχουµε πολύ περισσότερες πιθανότητες να κερδίσουµε το στοίχηµά µας. Αν αναλάβουµε το ϱίσκο να
ποντάρουµε όλο το ποσό των χρηµάτων που διαθέτουµε κατευθείαν δεν υφίσταται ο όρος ’δίκαιο στοίχηµα’,
αλλά έχουµε περισσότερες πιθανότητες να κερδίσουµε το στοίχηµα. ΄Ετσι, η προσδοκώµενη τιµή µας δίνει όλη
την απαραίτητη γνώση την χρονική στιγµή του στοιχήµατος, η οποία πρέπει να είναι µηδενική. Προκειµένου
να προβούµε στην καλύτερη κατανόηση των επόµενων εδαφίων, ϑα µοντελοποιήσουµε µια σειρά διαδοχικών
στοιχηµάτων παρακολουθώντας το συνολικό ποσό που διαθέτουµε και την τύχη µας σε κάθε ποντάρισµα.
΄Εστω ότι X0 είναι η αρχική µας περιουσία (ως περιουσία ορίζουµε τα χρηµατικά µας διαθέσιµα), X1 είναι η
περιουσία µας έπειτα από το πρώτο µας στοίχηµα, X2 είναι η περιουσία µας µετά από το δεύτερο ποντάρισµα,
και ούτω καθεξής. Την στιγµή κατά την οποία ποντάρουµε είµαστε στην ϑέση να γνωρίζουµε την περιουσία µας
κάθρε χρονική στιγµή, αλλά δεν µπορούµε να γνωρίζουµε το αποτέλεσµα του στοιχήµατος. Τα κέρδη µας το
n-οστό ποντάρισµα ϑα είναι Xn −Xn−1. Η τυπική προυπόθεση του δίκαιου στοιχήµατος έχει προσδοκώµενη
τιµή Xn − Xn−1 = 0, δίνοντας µας σηµαντική πληροφόρηση την στιγµή του πονταρίσµατος. Με όσα έχου
ναναφερθεί το πρώτο κεφάλαιο, στο n -οστό ποντάρισµα η πληροφόρηση δίδεται από την sigma field Fn. Τότε
ϑα έχουµε ότι E{Xn −Xn−1|Fn−1} = 0, ή E{Xn|Fn−1} = Xn.

3.0.1 Martingales, Submartingales and Supermartingales

Ορισµός 3.1 Η διαδικασία που καλείται filtration σε ένα χώρο πιθανότητας (Ω,A, P ) είναι µια ακολουθία

{Fn : n = 0, 1, 2, . . . }, όπου για όλα τα n ισχύει ότι Fn ⊂ Fn+1. Το filtration αναπαριστά την γνώση µας στις

περιπτώσεις των επιτυχων µας πονταρισµάτων. Είναι δυναµικό και ανάλογο µε τον χρόνι, διότι όσο αυξάνεται ο

χρόνος αυξάνεται και αυτό.
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Ορισµός 3.2 Στοχαστική διαδικασία είναι ένα σύνολο τυχαίων µεταβλητών, ορισµένων στον ίδιο χώρο πιθανότη-

τας. Η στοχαστική διαδικασία X = [Xn, n = 0, 1, 2, . . . ], είναι προσαρµοσµένη στο Fn (filtration) εάν για όλα τα

n η στοχαστική διαδικασία Fn είναι Fn-µετρήσιµη.

Ορισµός 3.3 Μια διαδικασία X = [Xn,Fn, n = 0, 1, 2, . . . ], είναι ένα martingale εάν για κάθε n = 0, 1, 2, . . .
ισχύει ότι

1. [Fn, n = 0, 1, 2, . . . ] είναι ένα filtration και η στοχαστική διαδικασία X είναι προσαρµοσµένη στο (Fn),

2. ∀ n, το Xn είναι ολοκληρώσιµο,

3. και ∀ n,E[Xn+1|Fn] = Xn.

Ορισµός 3.4 Η στοχαστική διαδικασία X = [Xn,Fn, n = 0, 1, 2, . . . ] είναι ένα submartingale ή αντίστοιχα ένα

supermartingale, έαν ∀ n = 0, 1, 2, . . . ισχύει ότι,

1. [Fn, n = 0, 1, 2, . . . ] είναι ένα filtration και X είναι προσαρµοσµένο στο (Fn),

2. ∀ n, το Xn είναι ολοκληρώσιµο,

3. και ∀ n,Xn ≤ E[Xn+1|Fn] και αντίστοιχα για το supermartingale ϑα ισχύει η σχέση Xn ≥ E[Xn+1|Fn].

Παρατήρηση 3.1 ∆εδοµένου ότι η παράµετρος n είναι ο χρόνος, και Fn είναι το παρελθοντικό path τον χρόνο

n. Εάν µια τυχαία µεταβλητή είναι µετρήσιµη, λαµβάνοντας υπόψιν της την ιστορικότητα Fn, εξαρτάται µόνο από

ότι έχει πραγµατοποιηθεί στο παρελθόν πρίν τον χρόνο n. Η διαδικασία Xn, η οποία είναι προσαρµοσµένη στο

Fn, τότε κάθε διαδικασία εξαρτάται µόνο από τα πεπραγµένα του παρελθόντος, πρίν από τον χρόνο n. Αυτές οι

διαδικασίες µερικές ϕορές καλούνται και ως αναµενόµενες, επειδή δεν µπορούν να προβλέψουν τα αποτελέσµατα

στο µέλλον.

Παρατήρηση 3.2 Μπορούµε να ορίσουµε την έννοια ενός martingale σε διακριτό χρόνο, σε σχέση µε οποιοδήπο-

τε υποσύνολο των πραγµατικών αξόνων, δηλαδή µιας σταθερής κλίµακας έτσι ώστε κάθε πραγµατικός αριθµός

να αντισοιχεί σε ένα µοναδικό σηµείο του συγκεκριµένου άξονα. Εάν I ⊂ R είναι ένα οποιοδήποτε σύνολο και

παράλληλα ισχύει ότι Ft, t ∈ I είναι ένα filtration, όπου s, t ∈ I και s ≤ t ⇒ Fs ⊂ Ft, τότε η στοχαστική

διαδικασία Xt, t ∈ I είναι ένα submartingale εάν s ≤ t⇒ Xs ≤ E[Xt|Fs]. Εξετάζωντας ένα σύνολο διακριτών

παραµέτρων t1 < t2 < . . . , δεδοµένου ότι η κύρια ιδιότητα που έχει ένα διακριτό σύνολο παραµέτρων είναι η τάξη

του, έτσι χωρίς κανένα σφάλµα της γενικότητας, µπορούµε να χαρτογραφήσουµε το tn στο n και να λαµβάνει

τιµές ως ένα υποσύνολο των ακεραίων. Εάν είναι πεπερασµένο λαµβάνει τις τιµές 0, 1, 2, . . . , n και αν είναι µη

πεπερασµένο λαµβάνει τις τιµές N+ ≡ 0, 1, 2, . . . ,N− ≡ · · ·−2,−1 ή N ≡ . . . , 0,±1,±2, . . . . Θα ξεκινήσουµε µε

την περίπτωση του πεπερασµένου, εξετάζοντας τις διαδικασίες Xn, n = 0, 1, 2, . . . . Εάν ένα martingale αναπαρι-

στά µια επένδυση χωρίς risk premium (δίκαιη επένδυση), τότε ένα submartingale αναπαριστά µία επένδυση της

οποίας η αναµενόµενη κερδοφορία είναι ϑετική και ένα supermartingale, στο οποίο είναι άγνωστη η έκβαση του

αποτελέσµατος, συνεπώς και οι επενδυτικές αποφάσεις που ϑα ακολοθηθούν. Είναι αξιοσηµείωτο να αναφέρου-

µε ότι στον κλάδο των επιχειρήσεων, οι χρηµατοοικονοµικοί αναλυτές ακολουθούν τις µεγάλες περιόδους για να

σιγουρέψουν να επενδύσουν σε submartingales και όχι σε supermartingales.

Ιδιότητες 3.1 Κάποιες σηµαντικές ιδιότητες που ϕέρουν οι κατηγορίες των κατηγορίων των martingales είναι οι

κάτωθι :

1. Μια στοχαστική διαδικασία X ≡ [Xn,Fn, n = 0, 1, . . . ] είναι ένα submartingale αν και µόνο αν το X
είναι ένα supermartingale. Επίσης, είναι ένα martingale αν και µονο αν είναι και τα δύο, δηλαδή ένα

submartingale και ένα supermartingale.

2. Εάν υποθέσουµε ότι το Xn είναι ένα submartingale, το οποίο σχετίζεται µε το filtration Fn, τότε ∀ m < n
ισχύει η σχέση Xm ≤ E[Xn|Fm.

3. Εάν X είναι ένα martingale, δηλαδή ισχύει η σχέση E[Xn] = E[X0] ∀ n. Εάνm < n και εάν X είναι ένα

submartingale, τότε ισχύει η σχέση E[Xm] ≤ E[Xn], ενώ εάν X είναι ένα supermartingale, τότε ϑα ισχύει

ότι E[Xm] ≥ E[Xn].
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4. Εάν Xn είναι ένα submartingale, το οποίο σχετίζεται µε το filtration Fn, τότε είναι ένα submartingale, σε

σχέση µε το filtration Gn ≡ σ[X0, . . . , Xn].

Συγκεντρωτικά πλέον, λόγω της πρώτης ιδιότητας (1.), ϑα επικεντρωθούµε περισσότερο στα αποτελεσµατά

µας που αφορούν τα submartingales. Από την τρίτη ιδιότητα (3.) τα martingale, έχουν σταθερές προσ-

δοκίες, οι προσδοκίες για τα submartingales αυξάνονται µε την πάροδο του χρόνου και οι προσδοκίες

των supermartingales µειώνονται. Από την ιδιότητα (4.) εξάγουµε ότι, εάν κριθεί απαραίτητο µπορούµε

να χρησιµοποιούµε το filtration των διαδικασιών. Μόλαταύτα, είναι χρηστικό να µπορούµε να επιλέγουµε

µεγαλύτερα filtrations.

Πρόταση 3.1

• Υποθέτουµε ότι Xn,Fn, n = 0, 1, 2, . . . είναι ένα martingale και φ είναι µια κυρτή συνάρτηση µε πεδίο

τιµών το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Τότε, εάν φ(Xn) ολοκληρώνεται για όλα τα n, δηλαδή για τα

φ(Xn),Fn, n = 0, 1, 2, . . . τότε είναι ένα submartingale.

• Υποθέτουµε ότι Xn,Fn, n = 0, 1, 2, . . . είναι ένα submartingale και φ είναι µια αύξουσα κύρτη συνάρτηση

µε πεδίο τιµών το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Τότε, εάν φ(Xn) ολοκληρώνεται για όλα τα n, δηλαδή

για ταφ(Xn),Fn, n = 0, 1, 2, . . . τότε είναι ένα submartingale.

Είναι αξιοσηµείωτο να αναφέρουµε ότι εάνXn είναι ένα martingale, λαµβάνοντας ως δεδοµένη της συνθήκη

ότι ολοκληρώνεται, τότε τα |Xn|, X2
n, exp(Xn) και exp(−Xn) είναι submartingales, ενώ εάν Xn > 0, τότε

τα

√
Xn και log(Xn) είναι supermartingales. Επιπροσθέτως, εάνXn είναι ένα submartingale,K είναι µια

σταθερά και το x είναι µια αυξουσα κυρτή συνάρτηση, δηλαδή ισχύει ότι x 7→ max(x,K), τότε εξάγουµε

ότι max(Xn,K) είναι ένα submartingale και min(Xn,K) είναι ένα supermartingale.

Παράδειγµα 3.1 ΄Εστω Y1, Y2, . . . είναι µια ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, και ισχύει
ότι E[Yn] ≥ 0 ∀ n. Επίσης, ϑέτουµε ως αρχική συνθήκη X0 = 0 και ισχύει η σχέση Xn =

∑n
i=1 Yi για

n ≥ 1, καθώς και η σχέση Fn = σ[Y1, . . . , Yn]. Να δείξετε ότι το Qn, n ≥ 0 είναι ένα submartingale.

Λύση: Πράγµατι, ισχύει η σχέση,

E[Xn+1|Fn] = E[Xn + Yn+1|Fn]⇒ E[Xn+1|Fn] = Xn + E[Yn+1|Fn]

Αλλά δεδοµένου ότι Yn+1 είναι ανεξάρτητη µεταβλητή από την ακολουθία Y1, . . . , Yn και ως εκ τούτου του Fn.
Συνεπώς, το X είναι ένα submartingale, δηλαδή σύµφωνα και µε την προαναφερθείσα σχέση ϑα έχουµε ότι

Xn + E[Yn+1] ≥ Xn.

Παράδειγµα 3.2 ΄Ενας τζογαδόρος ποντάρει ένα ευρώ κάθε ϕορά σε ένα παίγνιο και ως Yj συµβολίζε-
ται το κέρδος ή η Ϲηµία στο j-οστό πονταρισµά του. Το παίγνιο είναι δίκαιο εάν E[Yj ] = 0 ∀ j και
ισχύει ότι E[Yj ] ≥ 0 ∀ j και αν είναι άδικο το παίγνιο ισχύει η σχέση E[Yj ] ≤ 0. Να δείξετε εάν µπορεί
ένα παίγνιο να τροποποιηθεί από τη µεταβολή στο ποσό των στοιχηµάτων.

Λύση: Υποθέτουµε ότι το n-οστό ποντάρισµα ο τζογαδόρος αποφασίζει να στοιχιµατίσει Kn ευρώ, µε απα-

ϱαίτητη προϋπόθεση Kn ≥ 0 και µπορεί ο ίδιος να µεταβάλει τα στοιχήαµτα ανάλογα µε την κατάσταση που

επικρατεί στο παίγνιο (π.χ. blackjack) ή σε µια τυχαία ιδιοτροπία που ϕέρει ο εκάστοτε τζογαδόρος. Κατά την

διάρκει του ποναρίσµατος, ο τζογαδόρος δεν γνωρίζει το αποτέλεσµα Yn του n-οστού πονταρίσµατος, αλλά έχει

όλη την απαραίτητη ιστορία των πονταρισµάτων, που δίδονται από την ακολουθία Y1, . . . Yn−1, οπότε η µεταβλητή

K µπορεί να υπολογισθεί δεδοµένου του Fn−1. Για λόγο απλούστευσης ϑα ορίσουµε την νέα µεταβλητή X̂.

Επίσης, η µελλοντική ϱευστότητα του τζογαδόρου έπειτα από το n-οστό ποντάρισµα είναι X̂n = X̂n−1 + KnYn,
όπουKn είναι µια Fn−1 µετρήσιµη και ϑετική τυχαία µεταβλητή. ΄Εως ότουKn είναι ϑετική, τότε η µεταβλητή X̂
είναι ένα martingale και αντίστοιχα ένα submartingale ή ένα supermartingale, καθώς και η διαδικασία σταθερού

πονταρίσµατος X είναι ένα martingale και αντίστοιχα ένα submartinale ή ένα supermartingale. Συµπεραίνουµε

λοιπόν ότι, δεν µπορούµε να τροποποιήσουµε το παίγνιο µεταβάλλοντας το µέγεθος των στοιχηµάτων. Χαρακτηρι-

στικό παράδειγµα είναι αυτό των καζίνο, δείχνοντας την υπεροχή της χρηµατιστηριακής αγοράς, διότι ένα καζίνο

δεν µπορεί κανείς να στοιχηµατίσει αρνητικά.
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3.0.2 Αναπροσαρµοσµένη ή ∆ιαβαθµισµένη Ανισότητα (Upcrossing Enequality)

Η γνώση της απόδειξης του συγκεκριµένου τύπου ανισότητας, µπορεί να µας διδάξει ακόµη περισσότερα
για κάτι που πιστεύαµε ότι καταλαβαίνουµε µε την προαναφερθείσα γνώση, αρκετά καλά.

Ας καθορίσουµε τον αριθµό των αναπροσαργµογών ή διαβαθµίσεων ενός διαστήµατος [a, b] από την ακολου-
ϑία πεπερασµένων των πραγµατικών µεταβλητών x0, x1, xN . Αυτός είναι ο αριθµός των ϕορών που η ακολουθία
ϐρίσκεται κάτω από το a και πάνω από το b. Πρίν συνεχίσουµε είναι απαραίτητο να δώσουµε τους ορισµούς
δύο σηµαντικών µαθηµατικών εννοιών, τις οποίες ϑα χρησιµοποιήσουµε. Infimum, το οποίο συµβολίζεται
ως inf ενός υποσυνόλου κάποιου συνόλου είναι το µεγαλύτερο στοιχείο, που δεν περιέχεται απαραίτητα στο
υποσύνολο, το οποίο είναι µικρότερο ή ίσο µε όλα τα στοιχεία του υποσυνόλου. Αντίστοιχα supremum, το
οποίο συµβολίζεται ως sup ενός υποσυνόλου κάποιου συνόλου είναι το µικρότερο στοιχείο, που δεν περιέχεται
απαραίτητα στο υποσύνολο, το οποίο είναι µεγαλύτερο ή ίσο µε όλα τα στοιχεία του υποσυνόλου. ∆εδοµένου
ότι σηµείο εκκινησής µας είναι το a0 = 0, τότε ϑα ισχύει ότι,

a1 =

{
inf{n ≤ N : xn ≤ a}
N + 1, αν δεν υπάρχει τέτοιο n

και για k ≥ 1 ϑα ισχύει ότι,

bk =

{
inf{n ≥ αk : xn ≥ b}
N + 1, αν δεν υπάρχει τέτοιο n

ak+1 =

{
inf{n ≥ βk : xn ≥ b}
N + 1, αν δεν υπάρχει τέτοιο n

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι, εάν βk ≤ N, xβk ≥ b και xak ≤ a, έτσι ώστε η ακολουθία να αναπρο-
σαρµόζεται στο διάστηµα[a, b] και πιο συγκεκριµένα µεταξύ των αk και βk. Οι κατώτερες αναπροσαρµογές του
διαστήµατος πραγµατοποιούνται κατά την διάρκει των συµπληρωµατικών διαστηµάτων [βk, αk+1].

Ορισµός 3.5 Ο αριθµός των αναπροσαρµογών του διασήµατος [a, b] από την ακόλουθία x0, x1, . . . , xN είναι

νN (a, b) ≡ sup{k : βk ≤ N}. ΄Εστω ότι έχουµε το filtration Fn, n = 0, 1, . . . , N και µια µια στοχαστική

διαδικασία Xn, n = 0, 1, . . . προσαρµοσµένη στο Fn. Αντικαθιστώντας την ακολουθία x0, x1, . . . , xN µε την

ακολουθία X0(ω), . . . , XN (ω), τότε τα αk και βk ορίζονται ως stopping times (ϐλ. κεφάλαιο stopping times) και

νN (a, b) είναι ο αριθµός των αναπροσαρµογών στο διάστηµα [a, b] της διαδικασίας X0, . . . , XN .

Θεώρηµα 3.1 Η Upcrossing Ανισότητα ΄Εστω Xn,Fn, n = 0, 1, . . . , N είναι ένα submartingale και ισχύει η

ανίσωση a < b, όπου a, b ∈ R. Τότε ο αριθµός των αναπροσαρµογών νN (a, b) στο διάστηµα [a, b] και ικανοποιεί

την διαδικασία Xn από την κάτωθι σχέση :

E[νN (a, b)] ≤ E[(XN − a)+]

b− a
(3.1.1)

Απόδειξη: ΄Εστω, X̂n = Xn ∨ a (∨ υποδηλώνει τη λογική διάζευξη) για n ≥ 0, τότε X̂n είναι ένα sub-
martingale και έχει τον ίδιο αριθµό αναπροσαρµογών στο διάστηµα [a, b], όσες έχει και η διαδικασία X.
Ορίζουµε την διαδικασία για n = N + 1, ϑέτωντας X̂N+1 = X̂N . Η διαδικασία διατηρία την ιδιότητα της ως
ένα submartingale και δίδεται από την σχέση:

X̂N − X̂0 = X̂α1 − X̂0 +

N∑
n=1

(X̂βn − X̂αn) +

N∑
n=1

(X̂αn+1 − X̂βn)

Είναι σηµαντικό να κατανοούµε ότι στην περίπτωση που αn ≤ N , τότε X̂n ≤ a, άρα βn ≥ 1 + αn, τέτοιο ώστε
αn = n και πιο συγκεκριµένα στο παραπάνω άθροισµα ισχύει ότι αN+1 = N + 1. Παίρνωντας τις προσδοκίες
της προηγούµενης σχέση ϑα έχουµε ότι :

E[X̂N − X̂0] = E[X̂α1 − X̂0] + E
[ N∑
n=1

(X̂βn − X̂αn)
]

+ E
[ N∑
n=1

(X̂αn+1 − X̂βn)
]
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Εν προκειµένου, το X̂ είναι ένα submartingale, καθώς και αn και βn είναι τα stopping times. Από το ϑεώρηµα
του συστήµατος ϐλ. κεφάλαιο στοππινγ τιµες, X̂N − X̂0, X̂α1 − X̂0 και X̂αn+1 − X̂βn είναι ϑετικές προσδοκίες
και ϑα ισχύει ότι,

≥ E
[ N∑
n=1

(X̂βn − X̂αn

]
Στην περίπτωση όπου βn ≤ N , σηµατοδοτεί το τέλος των αναπροσαρµογών στο [a, b], οπότε X̂βn + X̂αn ≥ b−a.
΄Ετσι, υπάρχουν τουλάχιστον νN (a, b) όροι του πρώτου ποσού που υπερβαίνουν το b − a και η προσδοκία
οποιωνδήποτε υπόλοιπων όρων είναι ϑετική και δίδεται από την σχέση:

≥ (b− a)E[νN (a, b)]

Τοιουτοτροπώς, E[νN (a, b)] ≤ E[X̂N −X̂0]/(b−a) και για την διαδικασία έχουµε ότι X̂N −X̂0 ≤ XN ∨a−a =
(X̂N − a)+. Η απόδειξη είναι πλήρης.

Πόρισµα 3.1 Εάν X = Xn, n = 0, 1, 2, . . . είναι µια διαδικάσια ή ένα πεπερασµένο σύνολο παραµέτρων, οι

οποίες ορίζουν τον αριθµό των αναπροσαρµογών ν∞(a, b του X από την σχέση,

ν∞(a, b) = lim
N→∞

νN (a, b)

Συνεπως, η σχέση (3.1.1) ϑα τροποποιηθεί ως εξής :

E[ν∞(a, b)] ≤ supNE[(XN − a)+]

b− a

3.0.3 Σύγκλιση Martingale

Θεώρηµα 3.2 ΄ΕστωXn,Fn, n = 0, 1, . . . είναι ένα submartingale και υποθέτουµε ότιE[|Xn|] είναι οριθετηµένο

(δεν κυµαίνεται ανεξέλεγκτα). Τότε µε πιθανότητα ίση µε ένα, υπάρχει µια πεπερασµένη ολοκληρώσιµη τυχαία

µεταβλητή X∞ τέτοια ώστε σχεδόν παντού να ισχύει ότι,

lim
n→∞

Xn = X∞

Απόδειξη: Πρώτα ϑα δείξουµε ότι lim infXn(ω) = lim supXn(ω) ( γύρω από το σηµείο το οποίο συσσωρεύεται

µια ακολουθία, συνάρτηση ή σύνολο, τα κατώτερα ή superior και ανώτερα ή inferior όρια εξάγουν το µικρότερο

και το µεγαλύτερο από αυτά, ο τύπος του σηµείου και το µέτρο του µεγέθους εξαρτώνται από το περιβάλλον, αλλά

η έννοια των ακραίων ορίων είναι αµετάβλητη). Κάνοντας χρήση της ϑεωρίας για την upcrossing inequality,

υποθέτουµε ότι η ακολουθία δεν συγκλίνει. Τότε υπάρχουν οι ϱητοί αριθµοί a και b, τέτοιοι ώστε lim infXn(ω <
a < b < lim supXn(ω). Συνακόλουθα, υπάρχει µια υποακολουθία nk, τέτοια ώστε Xnk(ω) → lim infXn(ω),
καθώς και µια άλλη υποακολουθία nj , τέτοια ώστεXnj (ω)→ lim supXn(ω). Γενικότερα ισχύει ότι,Xnk < a και

Xnj < b για πεπερασµένα k και j αντίστοιχα. Συνεπάγεται δηλαδή ότι, υπάρχουν πεπερασµένες αναπροσαρµογές

στο διάστηµ [a, b]. ΄Ετσι, εάν lim supXn(ω) > lim infXn(ω), υπάρχουν ϱητοί αριθµοί για τους οποίους ισχύει η

σχέση a < b και άρα ο αριθµός των αναπροσαρµογών στο [a, b] είναι πεπερασµένος. Για κάθε ένα Ϲεύγος r1 < r2

των ϱητών αριθµών ισχύει ότι, E[ν∞(r1, r2) ≤ supnE[(XN − a)+]/(b− a) ≤ supN (E[|XN |] + a)/(b− a) <∞.

Από αυτό προκύπτει ότι P [ν∞(r1, r2) = ∞] = 0, για κάθε ένα αριθµό των Ϲευγών που µετρήθηκε r1, r2, ως εκ

τούτου P∃ r1 < r2 ∈ Q : ν∞(r1, r2) = ∞} = 0. Από αυτό συνεπάγεται ότι για οποιοδήποτε ω ισχύει η ισότητα,

lim supXn(ω) = lim infXn(ω). Για να επιβεβαιώσουµε ότι και το όριο είναι εκ των πραγµάτων πεπερασµένο,

ισχύει από το λήµµα του Fatou ότι E[lim |Xn|] ≤ lim infE[|Xn|] <∞ και a priori ϑα ισχύει σχεδόν οπουδίποτε

ότι, lim |Xn| <∞.

Προκειµένου να µπορέσουµε να δείξουµε την σύγκλιση ενός martingale, submartingale ή supermartingale,
οφείλουµε να αποδείξουµε ότι η κατ΄ απόλυτη τιµή η προσδοκία του είναι ϕραγµένη.

Πόρισµα 3.2 ΄Ενα ϑετικά ορισµένο supermartingale και ένα αρνητικά ορισµένο submartingale, συγκλίνουν µε

πιθανότητα ίση µε την µονάδα. Αυτό εύκολα αποδεικνύεται, εάν Xn,Fn, µε n = 0, 1, 2, . . . είναι ένα super-

martingale, τότε E[|Xn|] = E[Xn] ≤ E[X0], οπότε η διαδικασία συγκλίνει σχεδόν παντού σύµφωνα και µε το

ϑεώρηµα 3.2.
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3.1 Λυµένες ασκήσεις

3.1 Να αποδείξεται τα κάτωθι:

αʹ) Εάν υποθέσουµε ότι το Xn είναι ένα submartingale, το οποίο σχετίζεται µε το filtration Fn, τότε
∀ m < n ισχύει η σχέση Xm ≤ E[Xn|Fm].

ϐʹ) Εάν X είναι ένα martingale, δηλαδή ισχύει η σχέση E[Xn] = E[X0] ∀ n. Εάν m < n και εάν X
είναι ένα submartingale, τότε ισχύει η σχέση E[Xm] ≤ E[Xn], ενώ εάν X είναι ένα supermartin-
gale, τότε ϑα ισχύει ότι E[Xm] ≥ E[Xn].

γʹ) Εάν Xn είναι ένα submartingale, το οποίο σχετίζεται µε το filtration Fn, τότε είναι ένα sub-
martingale, σε σχέση µε το filtration Gn ≡ σ[X0, . . . , Xn].

Λύση:

αʹ) Από τον ορισµό του submartingale, γνωρίζουµε την initial condition n = m + 1 και υποθέτουµε ότι ε-

ίναι αληθής για n = m + k, τότε ϑα ισχύει η ανισότητα Xm ≤ E[Xm+k|Fm. Αλλά από την ανισότητα

του submartingale έχουµε ότι, Xm+k ≤ E[Xm+k+1|Fxm+k ⇒ Xm ≤ E
[
E[Xm+k+1|Fm+k]|Fm

]
. Ε-

πίσης, δεδοµένου ότι Fm ⊂ Fm+k και χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του πύργου ϑα έχουµε ότι Xm ≤
E
[
E[Xm+k+1|Fm+k]|Fm

]
= E[Xm+k+1|Fm]. Συνεπώς, αποδεικνύεται το Ϲητούµενο αφού για n = k + 1

και ∀ n > m ισχύει η επαγωγή.

ϐʹ) ΕάνXn είναι ένα submartingale, τότε ισχύει η ανίσωσηXn ≤ E[Xn+1|Fn]⇒ E[Xn] ≤ E
[
E[Xn+1|Fn]

]
⇒

E[Xn] ≤ E[Xn+1], αντίστοιχη είναι και η διαδικασία για ένα supermartingale, αλλάζοντας την ϕορά της

ανίσωσης.

γʹ) ∆εδοµένου ότι Gn ⊂ Fn προκειµένου το X να είναι προσαρµοσµένο στο filtration και ισχύεί ότι m < n ⇒
Xm ≤ E[Xn|Fn], τότε αποδεικνύεται το Ϲητούµενο της εκφώνησης ως εξής,

E[Xn|Gm] = E
[
E[Xn|Fm]|Gm

]
≥ E[Xm|Gm] = Xm

3.2 Υποθέτουµε ότι Xn,Fn, n = 0, 1, 2, . . . είναι ένα martingale και φ είναι µια κυρτή συνάρτηση µε
πεδίο τιµών το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Να αποδείξετε ότι, εάν φ(Xn) ολοκληρώνεται για
όλα τα n, δηλαδή για τα φ(Xn),Fn, n = 0, 1, 2, . . . τότε είναι ένα submartingale.

Λύση: Από το ϑεώρηµα 2.1 (ανισότητα του Jensen) για τις προσδοκώµενες τιµές έχουµε ότι,

φ(Xm) = φ(E[Xn|Fm]) ≤ E[φ(Xn|Fm]

3.3 ΄Εστω Y1, Y2, . . . µια ακολουθία ανεξάρτητων και οµοιόµορφα κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλη-
τών µε πιθανότητες, P (Yj = 1) και P (Yj = 0) = 1 − p. Τότε να δείξετε ότι η σχέση που ακολουθεί
είναι ένα martingale,

Xn =

n∏
j=1

Yj
p

Λύση: Πράγµατι είναι ένα ϑετικό martingale, το οποίο συγκλίνει στο µηδέν µε πιθανότητα ένα, και ισχύει η

κάτωθι εξίσωση,

E[Xn+1|Y1, . . . , Yn] = E[XnYn+1/p|Y1, . . . , Yn] = XnE[Yn+1/p] = Xn
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3.2 Ασκήσεις για λύση

3.4 Υποθέτουµε ότι Xn,Fn, n = 0, 1, 2, . . . είναι ένα submartingale και φ είναι µια αύξουσα κύρτη
συνάρτηση µε πεδίο τιµών το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Να αποδείξετε ότι, εάν φ(Xn)
ολοκληρώνεται για όλα τα n, δηλαδή για τα φ(Xn),Fn, n = 0, 1, 2, . . . τότε είναι ένα submartingale.

3.5 Να ϐρεθούν οι πιθανότητες για ένα παιχνίδι µεταξύ δύο ϕίλων µε τρία νοµίασµατα, τα οποία
είναι δίκαια, εάν ποντάρουµε αφότου έχει χρησιµοποιηθεί το π΄ϱώτο νόµισµα.

3.6 Να δείξετε ότι το max δύο submartingales, είναι ένα submartingale, δεδοµένου ότι έχουν το ίδιο
filtration.

3.7 ΄Εστω Yn µια ακολουθία ϑετικών ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών µε E[Yj ] = 1 ∀ j. Λαµβάνο-
ντας υπόψιν σας ότι X0 = 1 και Xn = Πn

1Yj , n ≥ 1. Να δείξετε ότι X0, X1, . . . είναι ένα martingale.

3.8 Να αποδειχθεί η σχέση,

E[ν∞(a, b)] ≤ supNE[(XN − a)+]

b− a

3.9 ΄Εστω x1, x2, . . . , xn είναι µια υποακολουθία των πραγµατικών αριθµών και έστω ότι εξ΄ ορισµού
x′ = xn1 , . . . , xnk είναι µια υποακολουθία. Να δείξετε ότι, εάν a < b, ο αριθµός των αναπροσαρµογών
στο διάστηµα [a, b] του x′ είναι µικρότερο ή ίσον µε τον αιρθµί των αναπροσαρµογών στο διάστηµα
[a, b] του x.



Κεφάλαιο 4

Τυχαίοι Περίπατοι - Random Walks

Για αρκετά χρόνια οι επιστηµονικοί κλάδοι των οικονοµικών, της στατιστικής και της χρηµατοοικονοµικής
έδειξαν µεγάλο ενδιαφέρον προκειµένου να µπορέσουν να αναπτύξουν και να δοκιµάσουν µοντέλα, τα οποία
ϑα µπορούν να περιγράφουν την συµπεριφορά της αξίας των µετοχών. ΄Ενα από αυτά τα ϐασικά µοντέλα,
ήταν αυτό που καλείται µοντέλο ή ϑεωρία τυχαίων περιπάτων. Οι υποστηρικτές των τυχαίων περιπάτων, υπο-
στηρίζουν ότι η τρέχουσα τιµή της αγοράς µιας δεδοµένης µετοχής είναι ανεξάρτητη και ασυσχέτιστη µε τα
παρελθοντικά µοτίβα της αγοράς. Η χρήση αυτής της ϑεωρίας, υποδηλώνει ότι µια σειρά τροποποιήσεων στις
τιµές των µετοχών δεν έχουν µνήµη, δηλαδή ότι κανένας από τους µετέχοντες στις χρηµατιστηριακές συναλλα-
γές δεν έχει την γνώση να προβλέψει τις µελλοντικές τιµές της αγοράς µε ϐάση την ιστορική συµπεριφορά των
τιµών των µετοχών. Επίσης, η ϑεωρία υποδηλώνει ότι, οποιαδήποτε χρονική στιγµή η πραγµατική τιµή αγοράς
µιας µετοχής αντιπροσωπεύει την καλύτερη εκτίµηση της αγοράς για την ¨εγγενή¨ αξία της εν λόγω µετοχής,
ϐασισµένη στο σύνολο των διαθέσιµων πληροφοριών. Αυτή η εγγενής αξία καθορίζεται από µια ϑεµελιώδη
ανάλυση, για την αναµενόµενη µελλοντική απόδοση των κερδών της εισηγµένης εταιρείας στην χρηµατιστη-
ϱιακή αγορά. Στην περίπτωση που µια νέα πληροφορία είναι διαθέσιµη για την διαπραγµατευόµενη µετοχή,
οι επενδυτές ίσως αναθεωρήσουν τις εκτιµήσεις τους για τα αναµενόµενα µελλοντικά κέρδη τους και αυτές οι
αναθεωρήσεις µε την δική τους σειρά, ϑα επηρεάσουν την εκτιµησή τους για την εγγενή αξία της µετοχής. Αυτό
ϑα έχει ως αποτέλεσµα, η στιγµιαία αξία της διαπραγµατεύσιµης µετοχής ίσως να τροποιηθεί, επηρεαζόµενη
από την νέα πληροφορία που υπάρχει στην αγορά. Ωστόσο, αυτές οι τροποποιήσεις στην αξία της µετοχής είναι
µια αντανάκλαση των τροποποιήσεων που συµβάινουν στην αγορά εκτιµόντας την εγγενή αξία της µετοχής, η
οποία όµως δεν σχετίζεται µε τις προηγούµενες τιµές της µετοχής(παρελθοντικές τάσεις της τιµής). Η ϑεωρία
των τυχαίων περιπάτων υποδηλώνει ότι η αγορά εξοµοιώνει νέες πληροφορίες µε τέτοιο τρόπο ώστε τυχόν απο-
κλίσεις στην εγγενή αξία να είναι τυχαίες. Εάν, για κάποιο λόγο, οι αποκλίσεις αυτές γίνουν συστηµατικές,
οι υποστηρικτές της ϑεωρίας ϑα υποστήριζαν ότι υπάρχουν ορισµένοι συµµετέχοντες στην αγορά που ϑα ανα-
γνωρίζουν το επαναλαµβανόµενο πρότυπο αποκλίσεων και ϑα αγοράζουν ή πωλούν για να επωφεληθούν από
αυτές. Οι κερδοσκοπικές πράξεις αυτές (arbitrage) αυτών των συµµετεχόντων στην αγορά ϑα τείνουν να εξαλε-
ίψουν κάθε κέρδος που ϐασίστηκε σε µη τυχαίες διακυµάνσεις της εγγενούς αξίας. Εποµένως, η ϑεωρία των
τυχαίων περιπάτων συνεπάγεται µια αποτελεσµατική αγορά όπου δεν υπάρχουν συστηµατικές υπερεκτιµήσεις
ή υποεκτιµήσεις των µετοχών. Υπάρχουν απλώς πάρα πολλοί παράγοντες της αγοράς µε επαρκείς πόρους που
είναι σε ϑέση να επωφεληθούν από τέτοιες ευκαιρίες κέρδους. Αυτοί οι συµµετέχοντες ανταγωνίζονται µεταξύ
τους µέχρις ότου όλες οι τυχαίες διακυµάνσεις της εγγενούς αξίας γίνουν τόσο µικρές ώστε να µην µπορούν
να αξιοποιηθούν για κέρδος. Ως αποτέλεσµα, ο trader δεν ϑα ήταν σε ϑέση να προβλέψει τις µελλοντικές τιµές
αγοράς αποκλειστικά ϐάσει της παρελθούσας συµπεριφοράς των τιµών. Σύµφωνα µε την ϑεωρία τυχαίων πε-
ϱιπάτων οι αλλαγές των τιµών της αγοράς για µια µετοχή είναι ανεξάρτητες και αυτό συνεπάγεται ότι, ο trader
δεν µπορεί να επωφεληθεί από τη γνώση της προηγούµενης συµπεριφοράς των τιµών της µετοχής.

4.1 Συµµετρικός Τυχαίος Περίπατος

Πολλά χρόνια οι ερευνητές αναρωτήθηκαν γιατί η διακύµανση είναι ανάλογη προς το χρόνο, αυτό το ερώτηµα
ϑα διευκρινιστεί τώρα µε την κατασκευή µιας τυχαίας διαδικασίας ως το λεγόµενο όριο στη κατανοµή ενός συµ-
µετρικού τυχαίου περιπάτου (Symmetric Random Walk). Λαµβάνοντας το διάστηµα [0, T ] και διαµεριζοντάς
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το σε n διαστήµατα µε µήκος ∆t := T/n, τότε έχουµε ότι, tk := k∆t, k = 0, . . . , n. Το σηµείο στόχος λαµβάνει
την τιµή 0, και κινείται πάνω και κάτω, κάθε διακριτή χρονική στιγµή µε ίση πιθανότητα. Οι διαδοχικές
αυξήσεις είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους και δηλώνονται ως

√
∆. Καλείται συµµετρικός τυχαίος περίπατος, διότι

η συµµετρία προκαλείται από τις ίσες πιθανότητες των άνω και κάτω προσαυξήσεων. ΄Ενας τυχαίος περίπατος
δίδεται από τον τύπο:

St = X1 +X2 +X3 + · · ·+Xt

,όπου

• t είναι η εποχή ή χρονική στιγµή,

• t2 − t1 είναι η διάρκεια ή ο χρόνος

• Xt είναι µια τυχαία µεταβλητή, η οποία δηλώνει την απόφαση ή την δράση την χρονική στιγµή t,

• St είναι η ϑέση, όπου αν t ∈ Z+ ⇒ St είναι ένας διακριτός τυχαίος περίπατος,

• και {(t, St)}, όπου St = st καλείται µονοπάτι (path) ή τροχία την χρονική στιγµή t και πιο συγκεκριµένα
αν t = 0, 1, ,̇k τότε το µονοπάτι διέρχεται από την εκάστοτε ϑέση που αναλογή για την χρονική στιγµή 0
έως την k.

Κάποιοι σηµαντικοί ορισµοί των οποίων κρίνεται απαραίτητη η γνώση τους για την κατανόηση των συµε-
τρικών τυχαίων περιπάτων είναι οι κάτωθι :

(i) Το σύνολο {t, st}, όπου St = st καλείται ¨µονοπάτι¨, όπου εάν t = 0, . . . , k το συγκεκριµένο µονοπάτι
ακολουθεί µια διαδροµή από 0 έως k.

(ii) Το µονοπάτι s επισκέπτεται την ϑέση k την εποχή t, εάν ισχύει η ισότητα st = k.

(iii) Αν για µια ϑέση (t, k), υπάρχει κάποιο µονοπάτι που την επισκέπτεται, τότε η συγκεκριµένη ϑέση καλείται
¨προσιτή ϑέση¨.

(iv) Αν (t0, k0), (t1, k1) ανήκουν στο ίδιο µονοπάτι, τότε η ϑέση (t1, k1) είναι προσιτή από την (t0, k0), όταν
t1 > t0.

(v) Ως Nt,k ορίζεται το πλήθος των µονοπατιών, τα οποία επισκέπτονται την ϑέση (t, k).

(vi) ΄Ενας τυχαίος περίπατος ή ένα µονοπάτι επιστρέφει στην ϑέση 0 την εποχή t, εάν ισχύει ότι St = 0 ή
0 ∈ St.

(vii) ΄Ενας τυχαίος περίπατος επιστρέφει στην ϑέση 0 για πρώτη ϕορά την εποχή t, όταν S1, S2, . . . St−2 6= 0
και St = 0.

4.1.1 Ιδιότητες Random Walk

΄Ενα Random Walk έχει ιδιότητες, των οποίων η κατανόηση είναι σηµαντική για την επίλυση των ασκήσεων.
Συγκεκριµένα η ϑεωρία τυχαίου περιπάτου έχει τις κάτωθι ιδιότητες :

1. E[Xt] = 0, ∀ t.

2. V [Xt] = E[X2
t ]− E2[Xt] = 1.

3. Οι αποφάσεις Xt για t = 0, 1, . . . , n είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές.

4. E[St] = 0 και V [St] = t.

5. Το συνολικό αποτέλεσµα των διάφορων αποφάσεων St για t = 0, 1, . . . , n, είναι ένα martingale.
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6. Το αποτέλεσµα των διαφόρων αποφάσεων St έχει την ιδιότητα Markov, είναι δηλαδή ένα µαθηµατικό
σύστηµα που µεταβάλλεται από µια κατάσταση σε µια άλλη, ανάµεσα σε ένα πεπερασµένο αριθµό κα-
ταστάσεων. Είναι µια τυχαία διαδικασία που δε διατηρεί µνήµη για τις προηγούµενες µεταβολές, καθώς
και η επόµενη κατάσταση εξαρτάται µόνο από την τωρινή κατάσταση και σε καµιά περίπτωση από αυτές
που προηγήθηκαν. Αυτή δίδεται από τον τύπο:

P (St+1 = p|St = Kt, . . . S1,K1) = P [St+1 = p|St = Kt]

7. Από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα έχουµε ότι, St√
t
∈ N(0, 1), όταν t→∞.

8. Υπάρχουν 2t τιµές ή 2t µονοπάτια (paths) που διέρχονται την εποχή t µε πιθανότητα 1/2t.

9. Προκειµένου ένα Ϲεύγος (t, k) να είναι προσιτό, πρέπει να υπάρχουν ακέραιοι φ και θ έτσι ώστε :

t+ k = 2φ και t− k = 2θ

Συνεπώς, t+ k και t− k είναι άρτιοι, καθώς και ϑα ικανοποιείται η συνθήκη:

Nt,k =

(
t

t+ k
2

)
=

(
t

t− k
2

)
όπου t+ k > 0 και t− k > 0

Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι η προαναφερθείσα σχέση µες δείχνει το πλήθος των µονοπατιών.

Παράδειγµα 4.1 ΄Εστω ένα σώµα, το οποίο ϐρίσκεται στην ϑέση 0, δηλαδή στο σηµείο εκκίνησης, κινείται προς

τα άνω +1 µε πιθανότητα 1/2, καθώς και προς τα κάτω −1 µε πιθανότητα 1/2, δηλαδή,

Xt =

{
1 p = 1/2
−1 p = 1/2
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4.2 Επιστροφή στην ϑέση µηδέν

Για να είναι το µονοπάτι (t, 0) προσιτό, τότε η σχέση t+ 0 πρέπει να είναι άρτιος αριθµός και συνεπάγεται
ότι t = 2m. Συνεπώς, ϑα ισχύει η σχέση:

u2m = P (S2m = 0) =
N2m,0

22m
=

(
2m
m

)
1

22m
, m ≥ 0

Λήµµα 4.1 ΄Εστω οι πιθανότητες,

P (S1 6= 0, . . . , S2m 6= 0)
P (S1 ≥ 0, . . . , S2m ≥ 0)
P (S1 ≤ 0, . . . , S2m ≤ 0)
2P (S1 > 0, . . . , S2m > 0)
2P (S1 < 0, . . . , S2m < 0)
είναι ίσες. Η πρώτη επιστροφή στο µηδέν γίνεται σε άρτια ¨εποχή¨, t = 2m, δηλαδή ισχύει ότι f2m =
P (πρώτη επιστροφή στο 0 την εποχήt = 2m). Συνεπώς για το υπολογιατικό κοµµάτι ϑα χρησιµοποιήσουµε την

σχέση :

f2m = u2m−2 − u2m =
1

2m− 1

(
2m
m

)
1

22m
, m ≥ 0

Παράδειγµα 4.2 Να δείξετε ότι µε πιθανότητα 1 ο τυχαίος περίπατος επιστρέφει στο 0.

Λύση:

P (κάποτε επιστρέφει στο 0) = P
(
U∞m=1πρώτη επιστροφή την στιγµή 2m

)
=
∞∑
m=1

f2m

=

∞∑
m=1

[u2m−2 − u2m] = u0 = 1

Παράδειγµα 4.3 Να δείξετε ότι µε πιθανότητα 1, ο τυχαίος περίπατος επιστρέφει στο 0, απείρως συ-
χνά, δεδοµένου ότι u ∼ 1√

πm
.

Λύση:

E[(πρώτη επιστροφή 0 )] =
0∑

m=1

2mf2m =
∞∑
m=1

2m

2m− 1
u2m (1)

, αλλά δεδοµένου ότι :

2m

2m− 1
u2m =

2m

2m− 1

1√
πm

,καθώς και από την χρήση των σειρών και συγκεκριµένα της ακολουθίας µερικών αθροισµάτων καταλήγουµε στο

Ϲητούµενο του παραδείγµατος,

(1)⇒
∞∑
m=1

2mf2m =∞

Παρατηρήσεις 4.1 Η καταστροφή του τζογαδόρου (gambler’s ruin) είναι ένας τυχαίος περίπατος µε πιθανότητα

p = 1/2 και ϐήµα h = ±1.
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4.3 Λυµένες ασκήσεις

4.1 Μέσω µια διαδικασίας τυχαίου περιπάτου, να ϐρεθούν οι λύσεις των κάτωθι:

(αʹ) P
(
−
√
t ≤ St ≤

√
t
)

(ϐʹ) P
(
10 ≤ S100 ≤ 15

)
Λύση:

(αʹ) ∆ιαιρούµε µε την ϱίζα του t και ϑα έχουµε ότι,

P
(
−
√
t ≤ St ≤

√
t
)

= P
(
−1 ≤ St√

t
≤ 1
)

= P
(
−1 ≤ S1√

1
≤ 1
)

= P (−1 ≤ z ≤ 1) = Φ(1)− Φ(−1) = 0, 6827

(ϐʹ) ∆ιαιρούµε µε την ϱίζα του 100 και ϑα έχουµε ότι,

P (10 < S100 < 15) = P
( 10√

100
<

S100√
100

<
15√
100

)
= P (1 < z < 1, 5)

= Φ(1, 5)− Φ(1) = 0, 9332− 0, 8413 = 0, 0919

4.2 ΄Εστω δύο παίκτες A και B, παίζουν το παιχνίδι κορώνα ή γράµµατα µε κέρδος ±1. Ο πρώτος
παίκτης A έχει τρία ευρώ στο πορτοφόλι του και ο δεύτερος παίκτης B έχει έξι ευρώ στο πορτοφόλι
του. Ποια είναι η πιθανότητα ο πρώτος παίκτης να κερδίσει στον δέκατο γύρο του παιχνιδιού ;

Λύση: ∆ηλώνουµε ότι η απόφαση, που αντιπροσωπεύει το κέρδος του πρώτου παίκτη A

Xt =

{
1 p = 1/2
−1 p = 1/2

Ο τύπος που χρησιµοποιούµε για να υπολογίσουµε το κέρδος είναι :

Pp =

(
t

t+ k
2

)
2t

=

(
10

10 + 6
2

)
210 =

10!
8!(10− 8)!

210 =
1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 9 ∗ 10
1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 1 ∗ 2

210 ⇒

Pp =
9 ∗ 10

211
' 0

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι στο ϐρισκόµαστε σηµείο (0, 3) και ϑέλουµε να µετακινηθούµε στο σηµείο

(10, 9), που είναι η ϑέση του πρώτου παίκτη. Επιπροσθέτως, λόγω της συµµετρίας είµαστε στο σηµείο (0, 0) και

ϑέλουµε να µετακινηθούµε στο σηµείο (10, 6), που είναι η ϑέση του δεύτερου παίκτη.

4.3 Να ϐρεθεί η ϱοπογεννήτρια και η πιθανογεννήτρια συνάρτηση ενός τυχαίου περιπάτου.

Λύση: Είναι γνωστό ότι εάν γνωρίζει την ϱοπογεννήτρια µιας τυχαίας µεταβλητής X1, τότε το άθροισµα είναι

το γινόµενο των ϱοπογεννητριών.

St = X1 +X2 + · · ·+Xt = MSt
(θ)⇒MX1

(θ) ∗ · · · ∗MXt(θ)

Επίσης, γνωρίζουµε ότι,

MX1
(θ) = E

[
eθX1

]
= eθ1

1

2
+ eθ(−1) 1

2
=

1

2
(eθ + e−θ)
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Ως αποτέλεσµα των δύο προηγούµενων εξισώσεων εξάγουµε τον τελικό τύπο, ο οποίος αναπαριστά την πιθανο-

γεννήτρια συνάρτηση του τυχαίου περιπάτου,

MSt
=
[1

2
(eθ + e−θ

]t
Τέλος, εάν ϑέλουµε να ϐρούµε την πιθανογεννήτρια συνάρτηση πρέπει να αντικαταστήσουµε την µεταβλητή

θ µε ln θ και ϑα έχουµε ότι,

PSt
= MSt

(ln θ) =
[1

2
(θ + θ−1)

]t
4.4 ΄Εστω Xi είναι η απόφαση ενός τυχαίου περιπάτου και Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn. Να δείξετε ότι
η S2

n − n είναι martingale.

Λύση:

E
[
S2
n+1 − (n+ 1)|Fn

]
= E

[
(Sn +Xn+1)2 − (n+ 1)|Fn

]
= E

[
S2
n + 2SnXn+1 +X2

n+1 − (n+ 1)|Fn
]

= E
[
S2
n|Fn

]
+ E[2SnXn+1|Fn] + E

[
X2
n+1|Fn

]
− (n+ 1)

= S2
n + 2SnE[Xn+1|Fn] + 12 1

2
+ (−1)2 1

2
− (n+ 1)

= S2
n + 2Sn ∗ 0 + 1− (n+ 1) = S2

n − n

4.5 ΄Εστω το Ϲεύγος (n, k) είναι προσιτό. Ποια είναι η πιθανότητα η πρώτη επίσκεψη στο k να συµβεί
την εποχή t = n·

Λύση:

P (πρώτης επίσκεψης στο k την εποχή n) =
k

n

(
n
n−k

2

)
1

2n

4.6 ∆ύο παίκτες Α και Β παίζουν το παιχνίδι κορρόνα ή γράµµατα µε ένα δίκαιο κέρµα µε κέρδος -
Ϲηµία= ±1. Ο Α έχει 3 ευρώ και ο Β έχει 6 ευρώ. Ποια είναι η πιθανότητα να κερδίσει ο παίκτης Α
στην 10η ϱίψη;

Λύση: Είναι κατανοητό ότι η άσκηση αναφέρεται σε έναν τυχαίο περίπατο της µορφής,

Xt =

{
1 p = 1/2
−1 p = 1/2

Θέλουµε ξεκινώντας από το σηµείο (0, 3) να πιάσουµε το σηµείο (10, 9), που συνεπάγεται ότι ξεκινώντας από το

σηµείο εκκίνησης (0, 0), να πιάσουµε το σηµείο (10, 6).

P [πιάνει το σηµείο (10,6)] =
paths from (10,6)

total number of paths
=
N10,6

210
=

(
10

10−6
2

)
210

=

(
10
2

)
210

10!

2!8!210
=

90

211
' 0
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4.4 Ασκήσεις για λύση

4.7 Να υπολογιστεί η πιθανότητα του ϕαινοµένου της καταστροφής του τζογαδόρου ή gambler’s ruin
εάν ο τυχαίος περίπατος δεν είναι συµµετρικός, δηλαδή εάν P (Yj = 1) = p και P (Yj) = −1) = 1 − p
για 0 < p < 1, p 6= 1/2. Για την δική σας ϐοήθεια ψάξτε για ένα martingale που ϑα είναι της µορφής
Zn = rXn.

4.8 Να δείξετε ότι µε πιθανότητα ίση µε την µονάδα, ο απλό συµµετρικός τυχαίος περίπατος περνάει
από όλους τους ακεραίους απείρως συχνά.

4.9 Να κατασκευάσετε ένα διάγραµµα απλό συµµετρικού τυχαίου περιπάτου µε ϐήµα ±h και πιθα-
νότητα p και 1− p, και να το ερµηνεύσετε.

4.10 ∆ίνεται ένας απλός τυχαίος περίπατος Ποια είναι η πιθανότητα 10 < S100 < 15;

4.11 ∆εδοµένου ενός τυχαίου περιπάτου της µορφής,

Xt =

{
1 p = 1/2
−1 p = 1/2

Ποια είναι η πιθανότητα το σηµείο (n, k) να είναι προσιτό ;

4.12 ΄Εστω ότι µια ασφαλιστική εταιρεία έχει αρχικό κεφάλαιο X0, σε κάθε ¨εποχή¨ λαµβάνει
Y1, Y2, . . . και πληρώνει W1,W2, . . . . Να ϐρείτε ποθα είναι η πιθανότητα να πάψει την λειτουργία
της η εταιρεία.



Κεφάλαιο 5

∆ιαδικασίες Poisson

5.1 Ορολογία

Οι διαδικασίες Poisson, είναι το τµήµα εκείνο των στοχαστικών διαδικασιών που ασχολείται µε τις κατα τυχαίο
τρόπο αφίξεις ή τα τυχαία γεγονότα, που λαµβάνουν χώρα σε ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα.

Ορίζουµε ως διαδικασία Poisson την τυχαία µεταβλητή N(t), που
µετρά τον αριθµό των γεγονότων που λαµβάνουν χώρα στο χρονικό
διάστηµα [0, t].

• Τα γεγονότα που λαµβάνουν χώρα στο χρονικό διάστηµα [0, t] λέγονται αφίξεις.

• T1 είναι η τυχαία µεταβλητή που µας δίνει την χρονική περίοδο από την χρονική στιγµή 0 µέχρι να συµβεί
το πρώτο γεγονός.

• T2 είναι η τυχαία µεταβλητή που µας δίνει την χρονική περίοδο από την χρονική στιγµή 0 µέχρι να συµβεί
το δεύτερο γεγονός.

• Ti είναι η τυχαία µεταβλητή που µας δίνει την χρονική περίοδο από την χρονική στιγµή 0 µέχρι να συµβεί
το i γεγονός.

• Οι χρονικές στιγµές ti, που συµβαίνουν τα γεγονότα, λέγονται σηµεία συµβάντων.

• Η τυχαία µεταβλητή Zn, που µετράει την χρονική διάρκεια µεταξύ του n − 1 και n συµβαντος, λέγεται
ενδιάµεσος χρόνος.

• Η τυχαία µεταβλητή W (t), που µετράει την χρονική διάρκεια από την χρονική στιγµή t, µέχρι να συµβεί
το επόµενο γεγονός, ονοµάζεται χρόνος αναµονής.

5.2 Βασικές Ιδιότητες

• Η N(t) παίρνει ϑετικές ακέραιες τιµές.

• N(0) = 0

• Για κάθε δύο χρονικές στιγµές s, t έτσι ώστε 0 ≤ s < t, η ποσότητα (τυχαία µεταβλητή) µετράει τον αριθµό
των γεγονότων (αφίξεων) που έλαβαν χώρα στο χρονικό διάστηµα: (s, t].

• Ισχύει η σχέση: Zn = Tn − Tn−1 .

• Ισχύει η σχέση:
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Tn = Z1 + Z2 + · · ·+ Zn

• Για κάθε t, ηN(t) έχει την ιδιότητα των independent increments, δηλαδή: εαν 0 ≤ t1 < t2< t3 <. . .< tn
τότε οι τυχαίες µεταβλητές : N(t2) − N(t1), N(t3) − N(t2), . . ., N(tn) − N(tn−1) είναι ανεξάρτητες.
Ισοδύναµα, αυτό σηµαίνει ότι ο αριθµός των αφίξεων σε ξένα χρονικά διαστήµατα είναι ανεξάρτητες
τυχαίες µεταβλητές.

• Η N(t) έχει την ιδιότητα των stationary increments, δηλαδή: για κάθε t2 ≥ t1 ≥ 0, οι τυχαίες µετα-
ϐλητές N(t2)−N(t1), N(t2 − t1) και N(t2 + τ)−N(t1 + τ), τ > έχουν την ίδια κατανοµή.

5.3 Ο τύπος του Khinchin (1955)

P [N(t) = k] = e−λt
(λt)k

k!
, λ > 0

E[N(t)] = λt , V ar[N(t)] = λt

5.4 Στοιχειώδης Απόδειξη του τύπου του Khinchin

Βασική Υπόθεση:

Αν λ > 0 είναι η πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός στην µονάδα του χρόνου,
τότε η πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός σε χρονικό διάστηµα δ > 0, είναι λδ.

Χωρίζουµε το χρονικό διάστηµα (0, t] σε διαστήµατα µήκους δ:

(0, δ], (δ, 2δ], (2δ, 3δ], ....

το πλήθος αυτών των διαστηµάτων είναι n =
t

δ
.

Σε κάθε τέτοιο διάστηµα γίνεται ένα εικονικό πείραµα τύχης, όπου η επιτυχία του ισοδυναµεί µε το να συµβεί
ένα γεγονός (να έχουµε ¨ άφιξη ¨). Αν το πλάτος του διαστήµατος δ, είναι µικρό, τότε µία µόνο άφιξη µπορεί
να συµβεί σε αυτό το χρονικό διάστηµα µε πιθανότητα λδ.

Εποµένως, N(t)= το πλήθος των επιτυχιών σε n = t/δ επαναλήψεις του πειράµατος, µε πιθανότητα επιτυχίας
την µία ϕορά, ίση µε λδ. ΄Αρα:

N(t) ∼ Binomial(n, p) = B
(
t

δ
, λδ

)
εάν δ → 0⇒ n =

t

δ
→ +∞ και np =

t

δ
λδ = tλ > 0 (σταθερό) ⇒

⇒ N(t) ∼ P(tλ) = e−λt
(λt)k

k!
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5.5 Βασικοί Τύποι

Ιδιότητα 5.1 ΄Εστω N(t) διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Ισχύει ο τύπος :

Cov[N(t1), N(t2)] = λmin{t1, t2}, t1, t2 ≥ 0

Ιδιότητα 5.2 ΄Εστω N(t) διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Ισχύει ο τύπος :

RN (t1, t2) = λmin{t1, t2}+ λ2t1t2, t1, t2 ≥ 0

Ιδιότητα 5.3 ΄Εστω N(t) διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Η ϱοπογεννήτρια της δίδεται από τον τύπο :

MP(θ) = eλt(e
θ−1)

Ιδιότητα 5.4 ΄Εστω N(t) διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Η πιθανογεννήτρια της δίδεται από τον τύπο :

PP(θ) = eλt(θ−1)

5.6 Αυστηρός Ορισµός ∆ιαδικασιών Poisson

5.6.1 Συνάρτηση O(∆t)

Το O(∆t) είναι µία συνάρτηση µε την ιδιότητα :

lim
∆t→0

O(∆t)

∆t
= 0

Χρησιµοποείται για να εκφράσουµε ¨ ασήµαντες ¨ ποσότητες.

5.6.2 Ορισµός ∆ιαδικασίας Poisson

Μία στοχαστική διαδικασία N(t), λέγεται στοχαστική διαδικασία Poisson, µε µέσο λ, αν πληροί τις κάτωθι
ιδιότητες :

1. N(t) ακέραιος.

2. N(t) ≥ 0

3. N(0) = 0

4. N(s) ≤ N(t) εάν s ≤ t.

5. N(t)−N(t) = αριθµός γεγονότων, από ένα πιθανόν συµβάν, που λαµβάνουν χώρα το χρονικό διάστηµα:
(s, t].

6. Η N(t) έχει την ιδιότητα των independent increments.

7. Η N(t) έχει την ιδιότητα των stationary increments.

8. P [N(t+ ∆t)−N(t) = 1] = λ∆t+O(∆t)

9. P [N(t+ ∆t)−N(t) ≥ 2] = O(∆t) (Είναι πρακτικά µηδέν).
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5.6.3 Θεωρήµατα

Θεώρηµα 5.1 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε µέσο λ, τότε ισχύει η σχέση :

P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] = 1− λ∆t+O(∆t)

όταν ∆t→ 0.

Απόδειξη: ∆ιαδοχικά έχουµε:
∞∑
k=0

P [N(t+ ∆t)−N(t) = k] = 1⇒

⇒ P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] + P [N(t+ ∆t)−N(t) = 1] + P [N(t+ ∆t)−N(t) ≥ 2] = 1⇒

⇒ P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] + λ∆t+O(∆t) +O(∆t) = 1⇒

⇒ P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] = 1− λ∆t+O(∆t)

Θεώρηµα 5.2 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε µέσο λ και pn(t) = P [N(t) = n], τότε :

pn(t) = P [N(t) = n] = e−λt
(λt)n

n!

Απόδειξη: Θα δουλέψουµε επαγωγικά, υπολογίζοντας πρώτα την p0(t). Γνωρίζουµε ότι : p0(t) = P [N(t) = 0].
Θεωρούµε µία απειροστή µεταβολή του χρόνου ∆t και έχουµε:

p0(t+ ∆t) = P [N(t+ ∆t) = 0] = P [N(t) = 0 και N(t+ ∆t)−N(t) = 0] =

= P [N(t) = 0] · P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] = p0(t)[1− λ∆t+O(∆t)]

΄Αρα, µετά από πράξεις :
p0(t+ ∆t)− p0(t)

∆t
= −λp0(t) +

O(∆t)

∆t

Θεωρώντας ότι ∆t→ 0, η παραπάνω σχέση µετασχηµατίζεται στην διαφορική εξίσωση:

p′0(t) = −λp0(t)

Επιλύοντας έχουµε: p0(t) = ke−λt. Αλλά, εφαρµόζοντας την αρχική συνθήκη: p0(0) = P [N(0) = 0] = 1, ϑα
πάρουµε k = 1, οπότε τελικά:

p0(t) = e−λt

Υπολογίζουµε τώρα την πιθανότητα: pn(t) = P [N(t) = n]. ϑεωρώντας και πάλι µία απειροστή µεταβολή του
χρόνου ∆t, έχουµε:

pn(t+ ∆t) = P [N(t+ ∆t) = n] = P [N(t) = n και N(t+ ∆t)−N(t) = 0]+

P [N(t) = n− 1 και N(t+ ∆t)−N(t) = 1] + P [N(t) = n− 2 και N(t+ ∆t)−N(t) = 2]+

+ · · ·+ P [N(t) = 0 και N(t+ ∆t)−N(t) = n− 1] =

= P [N(t) = n] · P [N(t+ ∆t)−N(t) = 0] + P [N(t) = n− 1] · P [N(t+ ∆t)−N(t) = 1]+

+P [N(t) = n− 2] · P [N(t+ ∆t)−N(t) = 2] + · · ·+ P [N(t) = 0] · P [N(t+ ∆t)−N(t) = n] =

= pn(t) · [1− λ∆t+O(∆t)] + pn−1[λ∆t+O(∆t)]+

+pn−2O(∆t) + pn−3O(∆t) + · · ·+ p0O(∆t)
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Εποµένως,
pn(t+ ∆t) = pn(t)− pn(t)λ∆t+ pn(t)O(∆t) + pn−1λ∆t+ pn−1O(∆t)+

+O(∆t) · (pn−2 + pn−3 + · · ·+ p0)

Μεταφέροντας το pn(t) στο πρώτο µέρος και διαιρώντας µε το ∆t, έχουµε:

pn(t+ ∆t)− pn(t)

∆t
= −λpn(t) + pn(t)

O(∆t)

∆t
+ pn−1λ+

+pn−1
O(∆t)

∆t
+
O(∆t)

∆t
· (pn−2 + pn−3 + · · ·+ p0)

Παίρνοντας ∆t→ 0, οπότε O(∆t)
∆t → 0, έχουµε οριακά την διαφορική εξίσωση: p′n(t) = −λpn(t) + λpn−1(t) ή

p′n(t) + λpn(t) = λpn−1(t)

Αυτή είναι µία γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως. Η λύση της οµογενούς είναι : pn(t) = ce−λt. Για
να ϐρούµε µία µερική λύση, ϑεωρούµε ότι αυτή έχει την µορφή: M(t) = h(t)e−λt, όπου h(t) συνάρτηση προς
προσδιορισµό. Αντικαθιστώντας έχουµε:

M ′(t) + λM(t) = λpn−1(t)⇒ h′(t))e−λt + h(t)(−λ))e−λt + λh(t))e−λt = λpn−1(t)⇒

⇒ h(t) =

∫
eλtλpn−1(t)dt⇒M(t) = e−λt

∫
eλtλpn−1(t)dt

΄Αρα, τελικά, η λυση της εξίσωσης είναι :

pn(t) = ce−λt + e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt

Λαµβάνοντας υπόψη την αρχική συνθήκη: pn(0) = 0, για κάθε n, έχουµε:

pn(0) = ce0 + e0

∫
e0λ · 0dt = 0⇒ c = 0

΄Αρα, η τελική - τελική λύση της εξίσωσης είναι :

pn(t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt

Για n = 1, έχουµε:

p1(t) = e−λt
∫
eλtλp0(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λtdt = e−λt · (λt)

Για n = 2, έχουµε:

p2(t) = e−λt
∫
eλtλp1(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λt · (λt)dt = e−λt · (λt)2

2!

Για n = 3, έχουµε:

p3(t) = e−λt
∫
eλtλp2(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λt · (λt)2

2!
dt = e−λt · (λt)3

3!

...

Για n− 1, έχουµε:

pn−1(t) = e−λt
∫
eλtλpn−2(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λt · (λt)n−2

(n− 2)!
dt = e−λt · (λt)n−1

(n− 1)!
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΄Αρα, εν κατακλείδι :

pn(t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt = e−λt

∫
eλtλe−λt · (λt)n−1

(n− 1)!
dt⇒

pn(t) = e−λt
(λt)n

n!

Θεώρηµα 5.3 Ισχύει η σχέση: O(∆t) = λ∆t(e−λ∆t − 1).

Απόδειξη: Γνωρίζουµε ότι : P [N(t+ ∆t)−N(t) = 1] = λ∆t+O(∆t). Για t = 0, η σχέση γίνεται : P [N(∆t)−
N(0) = 1] = λ∆t+O(∆t) και άρα:

P [N(∆t) = 1] = λ∆t+O(∆t)⇒ e−λt
(λ∆t)

1!
= λ∆t+O(∆t)⇒ O(∆t) = λ∆t(e−λ∆t − 1)

Παράδειγµα 5.1 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ. Ορίζουµε: pn(t) = P [N(t) = n].
Χρησιµοποιώντας την ∆Ε p′0(t) = −λp0(t) και κατάλληλες αρχικές συνθήκες, δείξατε ότι : p0(t) = e−λt.
Χρησιµοποιώντας την ∆Ε : p′n(t) + λpn(t) = λpn−1(t) και κατάλληλες αρχικές συνθήκες, δείξατε ότι :
pn(t) = e−λt

∫
eλtλpn−1(t)dt.

Λύση: Η αρχική συνθήκη είναι p0(0) = P [N(0) = 0] = 1. Η ∆Ε γράφεται : p′0(t)+λp0(t) = 0. Είναι γραµµική
οµογενής και άρα p0(t) = Ceλt. Από την αρχική συνθήκη ϐρίσκουµε ότι : C = 1 και άρα p0(t) = e−λt.

Ισχύει ότι p1(0) = P [N(0) = 1] αλλά, από ιδιότητες Poisson, αυτή η πιθανότητα είναι µηδενική, εποµένως
p1(0) = 0. Οµοίως, p2(0) = 0, p3(0) = 0, ... και γενικά, pn(0) = 0. Αυτή είναι η αρχική συνθήκη που ϑα
χρησιµοποιήσουµε.

Η ∆Ε : p′n(t)+λpn(t) = λpn−1(t) είναι γραµµική πρώτης τάξεως. Η λύση της οµογενούς είναι : phomn (t) = Ce−λt.

Για να ϐρούµε µία µερική λύση, ϑεωρούµε µία άγνωστη συνάρτηση U(t) προς προσδιορισµό, έτσι ώστε η
pn(t) = U(t)e−λt να είναι λύση της ∆Ε. Αντικαθιστώντας, έχουµε:

(U(t)e−λt)′ + λ(U(t)e−λt) = λpn−1(t)⇒

⇒ U ′(t)e−λt − U(t)λe−λt + λ(U(t)e−λt) = λpn−1(t)⇒ U(t) =

∫
eλtλpn−1(t)dt

και εποµένως η µερική λύση είναι :

ppartialn (t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt

και άρα η γενική λύση είναι :

pn(t) = Ce−λt + e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt

Από την αρχική συνθήκη pn(0) = 0 = pn−1(0), έχουµε:

pn(0) = 0 = Ce−λ0 + e−λ0

∫
eλ0λpn−1(0)dt⇒ 0 = C + 0⇒ C = 0

και η τελική λύση είναι :

pn(t) = e−λt
∫
eλtλpn−1(t)dt
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5.7 Ενδιάµεσοι Χρόνοι - Χρόνοι ΄Αφιξης

Επαναλαµβάνουµε τους ϐασικούς ορισµούς.

Ορισµός 5.1 Η τυχαία µεταβλητή Zn, που µετράει την χρονική διάρκεια µεταξύ του n− 1 και του n συµβαντος,

λέγεται ενδιάµεσος χρόνος.

Ορισµός 5.2 Η τυχαία µεταβλητή Ti, που µας δίνει την χρονική περίοδο απο την χρονική στιγµή 0 µέχρι να

συµβεί το i-γεγονός, ονοµάζεται χρόνος άφιξης.

Ορισµός 5.3 ΄Εστω t µία χρονική στιγµή που δεν συβαίνει γεγονός. Ο χρόνος W (t) από την στιγµή t, µέχρι να
συµβεί το επόµενο γεγονός, ονοµάζεται χρόνος αναµονής.

5.7.1 Κατανοµές

Θεώρηµα 5.4 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ, τότε οι τυχαίες µεταβλητές των ενδιαµέσων

χρόνων είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ. ∆ηλαδή:

Zi ∼ E(λ), i = 1, 2, ...

Θεώρηµα 5.5 ΕάνN(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ, τότε οι τυχαίες µεταβλητές των χρόνων άφιξης,

T1, T2, ..., Tn ακολουθούν την Γάµµα κατανοµή µε παράµετρο λ. ∆ηλαδή:

Tn ∼ Gamma(n, λ), n = 1, 2, ...

µε

E[Tn] =
n

λ
, V [Tn] =

n

λ2

Θεώρηµα 5.6 ΄ΕστωN(t) µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ. Υποθέτουµε ότι 1 γεγονός συµβαίνει στο διάστηµα

(0, t). Η τυχαία µεταβλητή T1 ακολουθεί την οµοιόµορφη κατανοµή στο (0, t).

Θεώρηµα 5.7 Εάν N(t) είναι µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ, τότε οι τυχαίες µεταβλητές των χρόνων

αναµονής W (t), είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ. ∆ηλαδή:

W (t) ∼ E(λ), t > 0

5.8 Συγχώνευση-∆ιάσπαση ∆ιαδικασιών Poisson

5.8.1 Συγχώνευση

΄Εστωσαν N1(t), N2(t), δύο στοχαστικές διαδικασίες Poisson µε λόγους λ1, λ2 αντίστοιχα. Ορίζουµε την ανέλι-
ξη : N(t) = N(t1) +N(t2). Ισχύουν τα εξής :

• N(0) = 0

• N(t) ∈ {0, 1, 2, ....}

• Η N(t) έχει την ιδιότητα των independent increments.

• Η N(t) έχει την ιδιότητα των stationary increments.

• Η N(t) είναι στοχαστική ανέλιξη Poisson µε λόγο: λ1 + λ2, δηλαδή:

N(t) ∼ P(λ1t+ λ2t)

Γενικότερα ισχύει :

Θεώρηµα 5.8 Αν N1(t) ∼ P(λ1t), N2(t) ∼ P(λ2t), . . ., Nm(t) ∼ P(λmt), τότε :

N(t) = N1(t) +N2(t) + · · ·Nm(t) ∼ P((λ1 + λ2 + · · ·+ λm)t)
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5.8.2 ∆ιάσπαση

Θεώρηµα 5.9 ΄Εστω N(t), µία στοχαστική ανέλιξη Poisson µε λόγο λ. ∆ιασπάµε την N(t) σε δύο ανελίξεις

N1(t), N2(t), ως εξής : Για κάθε άφιξη διεξάγουµε ένα τυχαίο πείραµα µε πιθανότητα επιτυχίας p. Εάν έχουµε

επιτυχία, η άφιξη αποδίδεται στην ανέλιξη N1(t), άλλως στην N2(t). Ισχύουν :

1. N1(t) ∼ P(λpt)

2. N2(t) ∼ P(λqt), q = 1− p

3. Οι N1(t), N2(t) είναι ανεξάρτητες.

Παράδειγµα 5.2 Το πλήθος των πελατών ενός µπαρ σε ένα χρονικό διάστηµα [0, t) είναι µία διαδικασία
Poisson, N(t), µε λόγο λ. Ενας πελάτης παραγγέλνει ποτό µε πιθανότητα p, ανεξάρτητα από τους άλλους
πελάτες και την ποσότητα N(t). (α) Βρείτε την κατανοµή αυτών που παραγγέλνουν και αυτών που δεν παραγ-
γέλνουν. (ϐ) Βρείτε την από κοινού κατανοµή. (γ) είναι ανεξάρτητες·

Λύση: (α) Ορίζουµε X(t) την ανέλιξη, που µετράει αυτούς που παραγγέλνουν και Y (t), αυτούς που δεν
παραγγέλνουν. Από Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητος έχω:

P [X(t) = k] =

∞∑
n=0

P [X(t) = k|N(t) = n]P [N(t) = n]

αλλά,

P [N(t) = n] = e−µt
(µt)n

n!
, P [X(t) = k|N(t) = n] =

(
n
k

)
pkqn−k

αντικαθιστώντας, έχω:

P [X(t) = k] =
∞∑
n=k

(
n
k

)
pkqn−ke−µt

(µt)n

n!
=
∞∑
n=k

pkqn−ke−µtµnn!

k!(n− k)!n!
=

=
e−µt(µp)k

k!

∞∑
n=k

(µtq)n−k

(n− k)!
=
e−µt(µp)k

k!
eµtq = e−µtp

(µtp)k

k!

Εποµένως, η X(t) ακολουθεί Poisson, µε παράµετρο µp και η Y (t) ακολουθεί Poisson, µε παράµετρο µq.
(ϐ) Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος είναι :

PXY [X(t) = i, Y (t) = j] =

∞∑
n=0

P [X(t) = i, Y (t) = j|N(t) = n]P [N(t) = n]

αλλά, P [X(t) = i, Y (t) = j|N(t) = n] = 0 εάν n 6= i+ j, οπότε :

PXY [X(t) = i, Y (t) = j] = P [X(t) = i, Y (t) = j|N(t) = i+ j]P [N(t) = i+ j] =

P [X(t) = i|N(t) = i+ j]P [N(t) = i+ j] =

(
i+ j
i

)
piqje−µt

(µt)i+j

(i+ j)!
=

= e−µt
(µtp)i(µtq)j

i!j!
= e−µtp

(µtp)i

i!
· e−µtq (µtq)j

j!
=

= P [X(t) = i] · P [Y (t) = j]

(γ) Από την προηγούµενη σχέση οι X(t), Y (t) είναι ανεξάρτητες.
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5.9 Λυµένες Ασκήσεις

5.1 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson µε λ = 0.5. Βρείτε την πιθανότητα να µην συµβεί κανένα
γεγονός την περίοδο (3, 5] καθώς και την πιθανότητα να συµβεί ακριβώς ένα γεγονός σε κάθε µία από
τις περιόδους: (0, 1], (1, 2], (2, 3] και (3, 4].

Λύση: Αν Y είναι η τυχαία µεταβλητή που αντιπροσωπεύει το πλήθος των γεγονότων στο χρονικό διάστηµα
(3, 5], τότε :

Y ∼ P(λ · 2) = P(1)⇒

⇒ P (Y = 0) = e−1 · 10

0!
= 0.37

΄Εστωσαν τώρα Y1, Y2, Y3, Y4 οι τυχαίες µεταβλητές που αντιπροσωπεύουν το πλήθος των γεγονότων σε κάθε ένα
από τα χρονικά διαστήµατα: (0, 1], (1, 2], (2, 3] και (3, 4]. Τότε, Yi ∼ P(λ · 1) και Yi ανεξάρτητες. ΄Αρα:

P [Y1 = 1, Y2 = 1, Y3 = 1, Y4 = 1] = P [Y1 = 1] · P [Y2 = 1] · P [Y3 = 1] · P [Y4 = 1] =

=

(
e−0.5 · 0.51

1!

)4

= 0.0085

5.2 ΄Εστω ότι η N(t) είναι µία διαδικασία Poisson µε λόγο λ. Βρείτε την πιθανότητα να συµβούν 2
γεγονότα την περίοδο (0, 2] και 3 γεγονότα την περίοδο (1, 4].

Λύση: ΠΡΟΣΟΧΗ, ΤΑ ΠΑΡΑΠΑΝΩ ΧΡΟΝΙΚΑ ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΑΛΛΗΛΟΕΠΙΚΑΛΥΠΤΟΝΤΑΙ.
΄Εστωσαν X,Y, Z τρεις τυχαίες µεταβλητές που µετράνε το πλήθος των εµφανίσεων στις χρονκές περιόδους :
(0, 1], (1, 2] και (2, 4]. Ισχύει ότι :

X ∼ P(λ · 1) , Y ∼ P(λ · 1) , Z ∼ P(λ · 2)

Ζητάµε την πιθανότητα: P [X + Y = 2, Y + Z = 3]. Από Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητος, έχουµε:

P [X + Y = 2, Y + Z = 3] = P [X = 2 και Z = 3|Y = 0]P [Y = 0]+

+P [X = 1 και Z = 2|Y = 1]P [Y = 1] + P [X = 0 και Z = 1|Y = 2]P [Y = 2]

Επειδή όµως οι τυχαίες µεταβλητές X,Z είναι ανεξάρτητες, η παραπάνω σχέση γίνεται :

P [X + Y = 2, Y + Z = 3] = P (X = 2)P (Z = 3)P (Y = 0)+

+P (X = 1)P (Z = 2)P (Y = 1) + P (X = 0)P (Z = 1)P (Y = 2) =

= e−λ · λ
2

2!
· e−2λ · (2λ)3

3!
· e−λ · λ

0

0!
+ e−λ · λ

1

1!
· e−2λ · (2λ)2

2!
· e−λ · λ

1

1!
+

+e−λ · λ
0

0!
· e−2λ · (2λ)1

1!
· e−λ · λ

2

2!
= e−4λ

(
2

3
λ5 + 2λ4

)

5.3 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Υπολογίσατε την πιθανότητα να έχουµε 10
αφίξεις στο χρονικό διάστηµα (0, 5], δεδοµένου ότι στο χρονικό διάστηµα (0, 10] έχουµε 15 αφίξεις.

Λύση: Ζητάµε την πιθανότητα: P [N(5) = 10|N(10) = 15]. ∆ιαδοχικά έχουµε:

P [N(5) = 10|N(10) = 15] =
P [N(5) = 10 και N(10) = 15]

N(10 = 15)
=
P [N(5) = 10] · P [N(10)−N(5) = 5]

N(10 = 15)

Αλλά οι τυχαίες µεταβλητές : N(10)−N(5) και N(10− 5) = N(5) έχουν την ίδια κατανοµή, εποµένως :

P [N(5) = 10|N(10) = 15] =
P [N(5) = 10] · P [N(5) = 5]

N(10 = 15)
=

=

e−5λ(5λ)10

10!
· e
−5λ(5λ)5

5!
e−10λ(10λ)15

15!

=
510 · 55 · 15!

1015 · 10! · 5!
=

3003

32768
= 0.0916443
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5.4 Εάν X(t) ∼ P(λt) και Y (t) ∼ P(µt), να δειχθεί ότι :

P [X(t) = 2|X(t) + Y (t) = 4] =

(
4
2

)(
λ

λ+ µ

)2( µ

λ+ µ

)2

Λύση: ∆ιαδοχικά έχουµε:

P [X(t) = 2|X(t) + Y (t) = 4] =
P [X(t) = 2 και X(t) + Y (t) = 4]

P [X(t) + Y (t) = 4]
=

=
P [X(t) = 2 και Y (t) = 2]

P [X(t) + Y (t) = 4]
=
P [X(t) = 2] · P [Y (t) = 2]

P [X(t) + Y (t) = 4]

αλλά

P [X(t) = 2] = e−λt
(λt)2

2!
, P [Y (t) = 2] = e−µt

(µt)2

2!

Τώρα, από Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας έχουµε:

P [X(t) + Y (t) = 4] =
4∑

k=0

P [X(t) = k] · P [X(t) + Y (t) = 4|X(t) = k] =

=

4∑
k=0

P [X(t) = k] · P [Y (t) = 4− k] =

4∑
k=0

e−λt
(λt)k

k!
· e−µt (µt)4−k

(4− k)!
=

= e−λte−µt
(
λ4t4

24
+

1

6
λ3µt4 +

1

4
λ2µ2t4 +

1

6
λµ3t4 +

µ4t4

24

)
= e−λte−µt · 1

24
t4(λ+ µ)4

Αντικαθιστώντας έχουµε:

P [X(t) = 2] · P [Y (t) = 2]

P [X(t) + Y (t) = 4]
=

e−λt
(λt)2

2!
· e−µt (µt)

2

2!

e−λte−µt · 1

24
t4(λ+ µ)4

=

=
6λ2µ2

(λ+ µ)4
=

(
4
2

)(
λ

λ+ µ

)2( µ

λ+ µ

)2

5.5 Εάν X(t) ∼ P(λt), ϐρείτε την πιθανότητα: P [X(t) = k|X(t) ≥ r], όταν k = r, r + 1, r + 2, ...

Λύση: Χρησιµοποιώντας την υπό συνθήκη πιθανότητα, έχουµε:

P [X(t) = k|X(t) ≥ r] =
P [X(t) = k και X(t) ≥ r]

P [X(t) ≥ r]

αλλά

P [X(t) ≥ r] = 1− P [X(t) < r] = 1−
r−1∑
ν=0

e−λt
(λt)ν

ν!

και

P [X(t) = k και X(t) ≥ r] = P [X(t) = k] = eλt
(λt)k

k!

αντικαθιστώντας έχουµε τελικά:

P [X(t) = k|X(t) ≥ r] =

(λt)k

k!

eλt −
r−1∑
ν=0

e−λt
(λt)ν

ν!
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5.6 Αυτοκίνητα ϕθάνουν κάπου ακολουθώντας µία διαδικασία Poisson µε λ = 2|ώρα. Ο αριθµός
των επιβατών τους είναι τυχαία µεταβλητή Y µε Y = 1, 2, 3, 4 και αντίστοιχες πιθανότητες: p1 = 1/2,
p2 = 1/4, p3 = 1/4, p4 = 0. Να ϐρεθεί ο αναµενόµενος αριθµός επιβατών που ϑα αφιχθούν από την 8η
πρωϊνή έως και την 12η, καθώς και η διακύµανση του.

Λύση: Ο αριθµός των επιβατών δίνεται από την τυχαία µεταβλητή:

Xt =

Nt∑
i=1

Yi

΄Οπου Nt τυχαία µεταβλητή, εκφράζουσα το πλήθος των αυτοκινήτων που αφικνούται στο χρονικό διάστηµα
(0, t]. ∆ηλαδή, έχουµε άθροισµα όπου το πλήθος των προσθετέων είναι τυχαία µεταβλητή. ΄Αρα,

E(Xt) = E(Nt) · E(Yi) = E(Nt) · µ

Αλλά, Nt ∼ P(2t), άρα η µέση τιµή αφίξεων αυτοκινήτων στο χρονικό διάστηµα από 8 έως 12, είναι E(Nt) =
2 · 4 = 8. Ακόµα, µ είναι η µέση τιµή των επιβατών, άρα:

µ = 1 · 1

2
+ 2 · 1

4
+ 3 · 1

4
+ 4 · 0 = 1.75

και τελικά: E(Xt) = 8 · 1.75 = 14.
Για την διακύµανση ισχύει ο τύπος : V (Xt) = E(Nt)·σ2+µ2V (Nt). ΕπειδήNt ∼ P(2t)⇒ V ar(Nt) = 2·4 = 8
και

σ2 = V ar(Yi) = E(Y 2
i )− E2(Yi) =

= 12 · 1

2
+ 22 · 1

4
+ 32 · 1

4
+ 42 · 0− (1.75)2 =

15

4
−
(

7

4

)2

=
11

16

Τελικά:

V ar(Xt) = 8 · 11

16
+

(
7

4

)2

· 8 = 30

5.7 Ο αριθµός των απαιτήσεων που εγείρονται σε ένα χαρτοφυλάκιο, σε µία χρονική περίοδο t,
ακολουθούν µια διαδικασία Poisson µε λ = 12|εβδοµάδα. ΄Ενα ποσοστό p = 0.2 των απαιτήσεων του
είναι τύπου Α και οι υπόλοιπες τύπου Β.

1. Να ϐρεθεί η πιθανότητα να υπάρξουν το πολύ 2 απαιτήσεις τύπου Α σε διάστηµα (α) µιας εβδο-
µάδος (ϐ) ενός µηνός.

2. Να ϐρεθεί ο αναµενόµενος µέσος αριθµός απαιτήσεων τύπου Β, σε µία εβδοµάδα.

Λύση: Συµβολίζουµε :

• N(t) = ο αριθµός των απαιτήσεων στο χρονικό διάστηµα [0, t).

• X(t) = ο αριθµός των απαιτήσεων τύπου Α, στο χρονικό διάστηµα [0, t).

Ζητάµε την πιθανότητα να έχουµε x απαιτήσεις τύπου Α, στο χρονικό διάστηµα [0, t). Από το Θεώρηµα Ολικής
Πιθανότητος έχουµε:

P [X(t) = x] =

∞∑
ν=0

P [X(t) = x|N(t) = ν] · P [N(t) = ν]

αλλά

P [X(t) = x|N(t) = ν] =


0 για ν < x(

ν
x

)
pxqν−x για ν ≥ x

εποµένως, διαδοχικά έχουµε:
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P [X(t) = x] =
∞∑
ν=0

P [X(t) = x|N(t) = ν] · P [N(t) = ν] =
∞∑
ν=x

P [X(t) = x|N(t) = ν] · P [N(t) = ν] =

=
∞∑
ν=x

(
ν
x

)
pxqν−x · e−λt (λt)

ν

ν!
=
∞∑
ν=x

ν!

x!(ν − x)!
pxqνq−x · e−λt (λt)

ν

ν!
=

=
pxq−xe−λt(qλt)x

x!

∞∑
ν=x

(qλt)ν−x

(ν − x)!
=

(pλt)x

x!
eqλt−λt =

=
(pλt)x

x!
e−pλt

Για p = 0.2 και λ = 12 και t να µετράει εβδοµάδες, έχουµε:

P [X(t) = x] = e−12·0.2·t (2.4t)
x

x!

Εποµένως, για να απαντήσουµε στο ερώτηµα (1.α), ϑέτουµε t = 1:

P [X(1) ≤ 2] = P [X(1) = 0] + P [X(1) = 1] + P [X(1) = 2] = 0.57

Για το ερώτηµα (1.β), ϑέτουµε t = 4.3 και έχουµε:

P [X(4.3) ≤ 2] = P [X(4.3) = 0] + P [X(4.3) = 1] + P [X(4.3) = 2] = 0.21

Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα 2, ϑέτουµε Z(t) = N(t) − X(t) µία τυχαία µεταβλητή, που µετρά τις
απαιτήσεις τύπου Β και έχουµε:

E[Z(t)] = E[N(t)]− E[X(t)] = λt− λtp = λtq

⇒ E[Z(1)] = E[N(1)−X(1)] = 12 · 1 · (1− 0.2) = 9.6

5.8 ΄ΕστωN(t) µία διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Υπολογίσατε την συνδιακύµανση Cov[N(t1), N(t2)],
t1, t2 ≥ 0.

Λύση: Ας υποθέσουµε ότι : t1 ≥ t2 ≥ 0. Οι τυχαίες µεταβλητές N(t1) − N(t2) και N(t2) είναι ανεξάρτητες,
άρα διαδοχικά έχουµε:

Cov[N(t1), N(t2)] = Cov[N(t1)−N(t2) +N(t2), N(t2)] =

= Cov[N(t1)−N(t2), N(t2)] + Cov[N(t2), N(t2)] = 0 + Cov[N(t2), N(t2)] =

= V ar[N(t2)] = λt2

Αν t2 ≥ t1 ≥ 0 οµοίως καταλήγουµε ότι : Cov[N(t1), N(t2)] = λt1, άρα τελικά:

Cov[N(t1), N(t2)] = λmin{t1, t2}

5.9 Υπολογίσατε την ϱοπογεννήτρια και την πιθανογεννήτρια της διαδικασίας Poisson, P(λt).

Λύση: ∆ιαδοχικά έχουµε:

MP(θ) = E(eθN(t)) =
∞∑
k=0

eθte−λt
(λt)k

k!
=

= e−λt
∞∑
k=0

(eθλt)k

k!
= e−λt · eeθλt = eλt(e

θ−1)

Για να ϐρούµε την πιθανογεννήτρια αντικαθιστούµε στην ϱοπογεννήτρια, όπου θ το ln θ και έχουµε:

PP(θ) = MP(ln θ) = eλt(e
ln θ−1) = eλt(θ−1)
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5.10 ΄Εστω οτι η X(t) είναι µία διαδικασία Poisson µε λόγο λ και οτι η Y (t) είναι µία διαδικασία
Poisson µε λόγο µ. ∆είξατε ότι :

P [X(t) = k|X(t) + Y (t) = n] =

(
n
k

)(
λ

λ+ µ

)k ( µ

λ+ µ

)n−k
Λύση: Από ΘΟΠ έχουµε:

P [X(t) + y(t) = n] =
n∑
k=0

P [X(t) = k]P [X(t) + Y (t) = n|X(t) = k]

και επειδή X(t), Y (t) ανεξάρτητες, έχουµε:

P [X(t) + y(t) = n] =
n∑
k=0

P [X(t) = k]P [Y (t) = n− k] =

= e−(λ+µ)t
n∑
k=0

(λt)k

k!
· (µt)n−k

(n− k)!
= e−(λ+µ)t t

n

n!

n∑
k=0

(
n
k

)
λkµn−k =

= e−(λ+µ)t [(λ+ µ)t]n

n!
, n = 0, 1, 2, ...

όπου χρησιµοποιήσαµε τον ϐασικό τύπο του Newton:

(A+B)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
AkBn−k

∆ιαδοχικά τώρα έχουµε:

P [X(t) = k|X(t) + Y (t) = n] =
P [X(t) = k,X(t) + Y (t) = n]

P [X(t) + y(t) = n]
=

=
P [X(t) = k]P [Y (t) = n− k]

P [X(t) + y(t) = n]
=

e−(λ)t (λt)
k

k!
· e−µt (µt)n−k

(n− k)!

e−(λ+µ)t [(λ+ µ)t]n

n!

=

=

(
n
k

)(
λ

λ+ µ

)k ( µ

λ+ µ

)n−k

5.11 ΄Εστω οτι η X(t) είναι µία διαδικασία Poisson µε λόγο λ και οτι η Y (t) είναι µία διαδικασία
Poisson µε λόγο µ. ∆είξατε, χρησιµοποιώντας πιθανογεννήτριες, ότι η µέση τιµή της X(t)−Y (t) είναι
t(λ− µ) και η διασπορά: (λ+ µ)t.

Λύση: Η ϱοπογεννήτρια της ανέλιξης Poisson είναι : M(θ) = eλt(e
θ−1), εποµένως η πιθανογεννήτρια είναι :

P (θ) = M(ln θ) = eλt(θ−1). ΄Αρα, η πιθανογεννήτρια της Z(t) = X(t)− Y (t) είναι :

P = PX−Y (θ) = PX(θ) · P−Y (θ) = E[θX(t)] · E[(θ−1)Y (t)] =

= eλt(θ−1)eµt(θ
−1−1) = e−t(λ+µ)+t(λθ+µθ−1)

΄Εχουµε τώρα:

E[Z(t) = X(t)− Y (t)] =
dP

dθ

∣∣∣∣
θ=1

= t(λ− µ)

και
V ar[Z(t)] = E[Z2(t)]− E2[Z(t)] = E[Z(t)(Z(t)− 1) + Z(t)]− E2[Z(t)] =

= E[Z(t)(Z(t)− 1)] + E[Z(t)]− E2[Z(t)]



68

αλλά,

E[Z(t)(Z(t)− 1)] =
d2P

dθ2

∣∣∣∣
θ=1

= (λ− µ)2t2 + 2µt

οπότε τελικά:
V ar[Z(t)] = [(λ− µ)2t2 + 2µt] + t(λ− µ)− t2(λ− µ)2 = (λ+ µ)t

5.12 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson, µε λόγο λ. ∆είξατε ότι :

RN (t1, t2) = λmin{t1, t2}+ λ2t1t2

όπου RN (t1, t2) η αυτοσυσχέτιση (autocorellation),της διαδικασίας.

Λύση:
RN (t1, t2) = Cov[N(t1), N(t2)] + E[N(t1)]E[N(t2)] =

= λmin{t1, t2}+ λ2t1t2

5.13 Υποθέτουµε ότι κάποια ΚΑΚΑ γεγονότα, τα οποία µπορούν καταστρέψουν ένα σύστηµα, ακολουθούν µία
ανέλιξη Poisson µε λ=3/ώρα. Για την προστασία του συστήµατος υπάρχει ένας ΦΥΛΑΚΑΣ. Ο ΦΥΛΑΚΑΣ
πρέπει να αποσυρθεί από το σύστηµα για 10 λεπτά, προκειµένου να επισκευασθεί. (α) Αν ένα ΚΑΚΟ γεγονός
αρκεί για να καταστρέψει το σύστηµα, ϐρείτε την πιθανότητα να καταρρεύσει το σύστηµα. (ϐ) Αν το σύστηµα
αντέχει ένα ΚΑΚΟ γεγονός αλλά καταρρέει µε δύο, ϐρείτε την πιθανότητα καταστροφής του συστήµατος.

Λύση: (α) Το ερώτηµα είναι ισοδύναµο µε την πιθανότητα να συµβεί ένα τουλάχιστον κακό γεγονός µέσα σε
10 λεπτά. ∆ηλαδή,

P [N(1/6) ≥ 1] = 1− P [N(1/6) < 1] = 1− P [N(1/6) = 0] =

= 1− e−3· 1
6

(3 · 1
6)0

0!
= 1− e−1/2 = 0.393469

(ϐ) Το ερώτηµα είναι ισοδύναµο µε την πιθανότητα να συµβούν δύο τουλάχιστον κακά γεγονότα µέσα σε 10
λεπτά. ∆ηλαδή,

P [N(1/6) ≥ 2] = 1− P [N(1/6) < 2] = 1− P [N(1/6) = 0]− P [N(1/6) = 1] =

= 1− e−3· 1
6

(3 · 1
6)0

0!
− e−3· 1

6
(3 · 1

6)1

1!
= 1− 3

2
e−1/2 = 0.090204

5.14 Οι ασθενείς που ϕθάνουν σε ένα νοσοκοµείοακολουθούν την ανέλιξη Poisson µε λ = 1/10 ανά
λεπτό. Ο ιατρός δεν ϐλέπει έναν ασθενή µέχρι να περιµένουν 3 τουλάχιστον ασθενείς.
(α) Βρείτε τον µέσο χρόνο αναµονής µέχρι ο ιατρός να δεχθεί τον πρώτο ασθενή.
(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα να µην δει ο ιατρός ασθενή την πρώτη ώρα;

Λύση: (α) ΄Εστω T3 ο χρόνος άφιξης του τρίτου ασθενούς. Ζητάµε E(T3). ΄Εχουµε:

E(T3) = E(Z1 + Z2 + Z3) = E(Z1) + E(Z2) + E(Z3) = 3 · 1

λ
= 3 · 10 = 30

(ϐ) ΄Εστω p η πιθανότητα να µην ϐλεέπι κανέναν ο ιατρός την πρώτη ώρα. ΄Εχουµε:

p = P [N(60)−N(0) ≤ 2] =

= P [N(60)−N(0) = 0] + P [N(60)−N(0) = 1] + P [N(60)−N(0) = 2] =

= e−60/10 + e−60/10 · 60

10
+ e−60/10 · 1

2
·
(

60

10

)2

= 0.062
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5.15 ΄Εστωσαν X(t), Y (t) ανελίξεις Poisson, µε λόγους λX , λY αντίστοιχα. Να ϐρεθεί η πιθανότητα
το πρώτο γεγονός της διαδικασίας X(t) να συµβεί πριν από το πρώτο γεγονός της Y (t).

Λύση: Ορίζουµε :

• ZX,1 µία τυχαία µεταβλητή που µετρά που µετρά τον χρόνο µέχρι την εµφάνιση του πρώτου γεγονότος
της X(t).

• ZY,1 µία τυχαία µεταβλητή που µετρά που µετρά τον χρόνο µέχρι την εµφάνιση του πρώτου γεγονότος
της Y (t).

Οι τυχαίες αυτές µεταβλητές ακολουθούν εκθετικές κατανοµές µε παραµέτρους λX , λY . Η τυχαία µεταβλητή
ZY,1, µπορεί να λάβει άπειρες τιµές. Με την χρήση του Θεωρήµατος Ολικής Πιθανότητος έχουµε:

P [ZX,1 < ZY,1] =

∫ +∞

0
P [ZX,1 < ZY,1|ZY,1 = y] · P [ZY,1 = y] =

=

∫ +∞

0
P [ZX,1 < ZY,1|ZY,1 = y] · λY e−λY ydy =

=

∫ +∞

0
P [ZX,1 < y] · λY e−λY ydy =

∫ +∞

0
(1− e−λXy) · λY e−λY ydy =

=

∫ +∞

0
λY e

−λY ydy − λY
∫ +∞

0
e−(λX+λY )ydy =

λY
λX + λY

5.16 ΄Εστω ανέλιξη Poisson µε λόγο λ = 0.5. Βρείτε την πιθανότητα το 10ο γεγονός να συµβεί µετά την 20η
χρονική στιγµή.

Λύση: Με T10 συµβολίζουµε την τυχαία µεταβλητή, του πότε ϑα συµβεί το 10ο γεγονός, ϑέλουµε P (T10 > 20).
Η T10 ακολουθεί την κατανοµή Erlang. ΄Εχουµε:

P (T10 > 20) =

∫ +∞

20
λ10 t

9

9!
e−λtdt = 0.457931 , λ = 0.5

Ισοδύναµα, η πιθανότητα P (T10 > 20) είναι ίδια µε την P [N(20) < 10], χρησιµοποιώντας την ανέλιξη Poisson,
έχουµε:

P [N(20) < 10] =

9∑
j=0

e−20λ (20λ)j

9!
0.457931 , λ = 0.5

5.17 Αποδείξατε το ϑεώρηµα: 5.4

Λύση: Θα δουλέψουµε επαγωγικά. ΄Εστω Z1 ο ενδιάµεσος χρόνος µέχρι το πρώτο γεγονός. Η πιθανότητα
P (Z1 > t) είναι ίση µε την πιθανότητα: P ( κανένα γεγονός στο (0, t]), εποµένως :

P (Z1 > t) = P [N(t) = 0] = e−λt
(λt)0

0!
= e−λt

΄Αρα, για την αθροιστική κατανοµή της Z1 έχουµε:

FZ1(t) = P [Z1 ≤ t] = 1− P [Z1 > t] =

{
1− eλt, t > 0

0 t ≤ 0

∆ηλαδή, η Z1 ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ.
΄Εστω τώρα, Z2 ο ενδιάµεσος χρόνος µεταξύ του 1ου και του 2ου γεγονότος. ΄Εστω ακόµα t, µία τυχαία χρονική
στιγµή. Η πιθανότητα P (Z2 > t) είναι ίση µε την πιθανότητα το πρώτο γεγονός να έχει συµβεί στο χρονικό
διάστηµα (0, s] και στο διάστηµα (s, s+ t] να µηνέχει συµβεί γεγονός, δηλαδή µε την πιθανότητα: P [ καµµία
άφιξη στο (s, s+ t]|Z1 = s]. Αλλά, λόγω της ιδιότητος των independent increments, έχουµε:

P [ καµµία άφιξη στο (s, s+ t]|Z1 = s] = P [ καµµία άφιξη στο (s, s+ t]] =
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P [N(t+ s)−N(s) = 0] = P [N(t+ s− s) = 0] = P [N(t) = 0] = e−λt
(λt)0

0!
= e−λt

΄Αρα, για την αθροιστική κατανοµή της Z2 έχουµε:

FZ2(t) = P [Z2 ≤ t] = 1− P [Z2 > t] =

{
1− eλt, t > 0

0 t ≤ 0

∆ηλαδή, η Z2 ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ.
Οµοίως αποδεικνύεται για την Zi, i = 3, 4, 5, ...., ότι ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ.
Παραλλαγή απόδειξης. Για να δείξουµε ότι η Z2 ακολουθεί την εκθετική κατανοµή, ακολουθούµε τα εξής
ϐήµατα:

P (Z2 > t) =

∫ +∞

−∞
P [Z2 > t|Z1 = τ ]f1(τ)dτ =

=

∫ +∞

−∞
P [N(t+ τ)−N(τ) = 0]f1(τ)dτ =

= e−λt
∫ +∞

−∞
f1(τ)dτ = e−λt · 1 = e−λt

όπου f1(τ), η συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος της Z1. Η απόδειξη συνεχίζει όπως πριν.

5.18 Αποδείξατε το ϑεώρηµα 5.5.

Λύση: Θα υπολογίσουµε την αθροιστική κατανµοµή της τυχαίας µεταβλητής : Tn. ΄Εστω t µία αυθαίρετη
χρονική στιγµή. ∆ιαδοχικά έχουµε:

F (t) = P (Tn ≤ t) = P [N(t) ≥ n] =
∞∑
i=n

P [N(t) = i] =
∞∑
i=n

e−λt
(λt)i

i!

Πράγµατι, Tn ≤ t σηµαίνει ότι το n-ιοστό γεγονός συµβαίνει πρίν την χρονική στιγµή t, άρα, µέσα στο διάστη-
µα (0, t] συµβαίνουν περισσότερα από n γεγονότα. Για να ϐρούµε την συνάρτηση πυκνότητος πιθανότητος,
παραγωγίζουµε και έχουµε:

f(t) = F ′(t) =

∞∑
i=n

[
−λe−λt (λt)

i

i!
+ e−λt

λ(λt)i−1

(i− 1)!

]
=

=

[
−λe−λt (λt)

n

n!
+ e−λt

λ(λt)n−1

(n− 1)!

]
+

[
−λe−λt (λt)n+1

(n+ 1)!
+ e−λt

λ(λt)n

(n)!

]
+ · · ·

· · ·+
[
−λe−λt (λt)n+2

(n+ 2)!
+ e−λt

λ(λt)n+1

(n+ 1)!

]
+ · · · =

= −λe−λtλ
n−1tn−1

(n− 1)!
= λn

tn−1

(n− 1)!
e−λt

η οποία είναι η συν.π.π. της Γάµµα κατανοµής ή της κατανοµής Erlang.
Επίσης Tn = Z1 + Z2 + · · ·+ Zn µε Zi ∼ Exp(λ), άρα:

E(Tn) = nE(Zi) =
n

λ
, V (Tn) = nV (Xi) =

n

λ2

5.19 Αποδείξατε το ϑεώρηµα 5.7.
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Λύση: ΄Εστω ότι το n-οστό γεγονός συµβαίνει την χρονική στιγµή tn και το n − 1-οστό γεγονός την χρονική
στιγµή s. Προφανώς Zn = tn − s. ΄Εστω t µία χρονική στιγµή ανάµεσα στην s και την tn, αυτή την χρονική
στιγµή δεν συµβαίνει κανένα γεγονός, εποµένως W (t) = tn − t. Ισχύει :

tn − t = tn − s+ s− t = tn − s− (t− s)⇒W (t) = Zn − (t− s)

Για να ϐρούµε την αθροιστική κατανοµή της W (t) ϑεωρούµε σταθερή ποσότητα τ και υπολογίζουµε :

FW (τ) = P [W (t) ≤ τ ] = 1− P [W (t) > τ ]

Αλλά, χρησιµοποιώντας την προηγούµενη σχέση,

W (t) > τ ⇒ Zn − (t− s) > τ ⇒ Zn > t− s+ τ

Εποµένως,
P [W (t) > τ ] = P [Zn > t− s+ τ |Zn > t− s] =

=
P [Zn > t− s+ τ ∩ Zn > t− s]

P [Zn > t− s]
=
P [Zn > t− s+ τ ]

P [Zn > t− s]
Το Zn ακολουθεί την εκθετική κατανοµή, εποµένως :

P [Zn > t− s+ τ ]

P [Zn > t− s]
=
e−λ(t−s+τ)

e−λ(t−s) = e−λτ ⇒ FW (τ) = 1− e−λτ

Εποµένως η W (t) ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ.

5.20 Αποδείξατε το ϑεώρηµα 5.6.

Λύση: Θα προσδιορίσουµε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της T1. ΄Εχουµε:

FT1(τ) = P [T1 ≤ τ ] = P [T1 ≤ τ |X(t) = 1] =

=
P [T1 ≤ τ και X(t) = 1]

P [X(t) = 1]
=
P [X(τ) = 1 και X(t)−X(τ) = 0]

P [X(t) = 1]
=

=
λτe−λτe−λ(t−τ)

λte−λt
=
τ

t

Αυτή είναι, αφού t σταθερό, η αθροιστική κατανοµή της οµοιόµορφης κατανοµής.

5.10 Ασκήσεις για Λύση

5.21 ΄Εστω N(t) µια διαδικασία Poisson, µε λ = 0.5. Να ϐρείτε την πιθανότητα να συµβεί ένα
ακριβώς γεγονός την περίοδο (1, 4] και να συµβούν 2 ακριβώς γεγονότα σε κάθε µία από τις περιόδους
(0, 2], (3, 6], (6, 7].

5.22 ΄Εστω ότι η N(t) είναι µια διαδικασία Poisson, µε λόγολ. Να ϐρεθεί η πιθανότητα να συµβούν
2 γεγονότα την περίοδο (0, 2] και 3 την περίοδο (1, 4].

5.23 ΄Εστω ότι η N(t) είναι µια διαδικασία Poisson, µε λόγο λ. Βρείτε την πιθανότητα να συµβούν 2
γεγονότα την περίοδο (1, 4] και 3 την περίοδο (3, 5].

5.24 ΄Εστω ότι η X(t) είναι µια διαδικασία Poisson µε λόγο λ και ότι η Y (t) είναι µια διαδικασία
Poisson, µε λόγο µ. Να δείξετε ότι ισχύει η σχέση,

P [X(t) = k|X(t) + Y (t) = ν] =

(
ν
k

)(
λ

λ+ µ

)k ( µ

λ+ µ

)ν−k
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5.25 ΄Εστω N(t) µία διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ. Να δειχθεί ότι :

P [N(s) = k|N(t) = ν] =

(
ν
k

)(s
t

)(
1− s

t

)ν−k
για t > s και ν ≥ k.

5.26 ΄Εστω N(t) µια στοχαστική διαδικασία Poisson µε λ = 1. Βρείτε την πιθανότητα να έχουµε 2
γεγονότα στο χρονικό διάστηµα (0, 2] και 1 γεγονός στο διάστηµα (1, 3].

5.27 ΄Εστω N(t) µια στοχαστική ανέλιξη Poisson. Να ϐρείτε την πιθανότητα,

P [N(4) = 2|N(6) = 3]

5.28 Εάν X(t) ∼ P(λt), ϐρείτε την πιθανότητα: P [X(t) = k|X(t) ≤ s], όταν k = s, s− 1, s− 2, ...

5.29 Το πλήθος των πελατών σε µια επιχείρηση υγειονοµικού ενδιαφέροντος σε ένα χρονικό δι-
άστηµα [0, t) είναι µια διαδικασία Poisson, N(t) µε λόγο λ. ΄Ενας από τους πελάτες πραγµατοποιεί
µια παραγγελία για ένα αναψυκτικό µε πιθανότητα p, ανεξάρτητα από τους άλλους πελάτες και την
ποσότητα N(t). Να ϐρείτε:

(αʹ) την κατανοµή αυτών που πραγµατοποιούν παραγγελίες και αυτών που δεν πραγµατοποιούν
παραγγελίες,

(ϐʹ) την από κοινού κατανοµή

(γʹ) και ότι είναι ανεξάρτητες.



Κεφάλαιο 6

Στοχαστικός Λογισµός - Stochastic Calculus

Η τυχαιότητα που εµπεριέχεται στη Μαθηµατική και Χρηµατοοικονοµική επιστήµη, µας οδηγεί στο να
καταλάβουµε ότι τα ϐασικά µαθηµατικά εργαλεία των Χρηµατοοικονοµικών Μαθηµατικών ϑα είναι τεχνικές
της ϑεωρίας πιθανοτήτων και των στοχαστικών διαδικασιών. ΄Ετσι η έννοια της πιθανότητας, της µέσης τιµής
και της διακύµανσης, ϑα είναι σε καθηµερινή χρήση στα Χρηµατοοικονοµικά Μαθηµατικά. Φυσικά αυτό δεν
είναι αρκετό οπότε ϑα χρησιµοποιήσουµε συχνά και πιο προχωρηµένες έννοιες όπως π.χ. την κίνηση Brown,
το στοχαστικό ολοκλήρωµα, τις διαδικασίες Ito και τις στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις. Θα ϑέλαµε να σηµει-
ώσουµε εδώ την αµφίδροµη σχέση των Μαθηµατικών και των Χρηµατοοικονοµικών. Οι αυστηρές µαθηµατικές
τεχνικές της ϑεωρίας πιθανοτήτων και των στοχαστικών διαδικασιών µπορεί να παρέχουν ιδιαίτερα ικανοποι-
ητικούς τρόπους για την ποιοτική και ποσοτική αντιµετώπιση σηµαντικών πρακτικών προβληµάτων όπως π.χ.
την ϐέλτιστη επιλογή χαρτοφυλακίου ή την αποτίµηση παράγωγων συµβολαίων. Από την άλλη όµως, η εµ-
ϕάνιση καινούργιων πρακτικών προβληµάτων από τον οικονοµικό κόσµο, δηµιουργεί την ανάγκη καινούριων
µαθηµατικών τεχνικών για την αντιµετώπιση τους, οπότε και οδηγεί στην εξέλιξη της µαθηµατικής επιστήµης.
Υπάρχουν αρκετά παραδείγµατα, όπου καινούργια µαθηµατικά δηµιουργήθηκαν για να αντιµετωπιστούν συ-
γκεκριµένα προβλήµατα των Χρηµατοοικονοµικών ή γενικότερα των Οικονοµικών.

6.1 Κίνηση BROWN

Ο ϑεµέλιος λίθος των συνεχών στοχαστικών υποδειγµάτων είναι η κίνηση Brown. Η στοχαστική αυτή
διαδικασία παίζει πολύ σηµαντικό ϱόλο στην ϑεωρία των στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων και αποτελεί έναν
από τους ακρογωνιαίους λίθους των χρηµατοοικονοµικών µαθηµατικών, όσον αφορά τα υποδείγµατα σε συνεχή
χρόνο. Για να υφίσταται µια κίνηση Brown ή Wiener, όπου B(t) ή Bt τυχαίες µεταβλητές και t≥0 , ϑα πρέπει
να ισχύουν οι κάτωθι ιδιότητες :

1. B(0) = 0.

2. B(t) είναι µια συνεχής συνάρτηση,όπου t≥0.

3. Ανεξάρτητες προσαυξήσεις,από τις οποίες συµπεραίνουµε ότι οι κινήσεις Brown
[
B(t1), B(t2), . . . , B(tn)

]
είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές (Independent Increment).

0 < t1 < t2 < t3 < · · · < tn ↔ B(t4)−B(t3)

B(t4)−B(t3), B(t2)−B(t1)

4. Αν 0 < t < S → B(S)−B(t) δεν εξαρτάται από τον χρόνο (Stationary Increment).

5. B(t) ∼ N(0, t) ↔ B(t2) − B(t1) ∼ N(0, t2 − t1) ↔ B(t + n) − B(t) ∼ N(0, n), όπου από αυτή την
ιδιότητα συµπεραίνουµε ότι η µέση τιµή µιας κίνηση Brown είναι πάντα 0.
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Η κίνηση Brown (B(t)) καλείται και ϑόρυβος ή λευκός ϑόρυβος και έχει τις κάτωθι ιδιότητες :

1. Η τετραγωνική προσδοκώµενη τιµή µιας κίνησης Brown είναι E[B2(t)] = t.

2. Η προσδοκώµενη τιµή των τετραγωνικών µεταβολών µιας κίνησης Brown δίνεται από τον τύποE[∆B2(t)] =
t.

3. Η ϱοπογεννήτρια της είναι MB(θ) = eθ
2t/2.

4. P [B(t) ≤ α] = Φ

(
α√
(t)

)
, όπου αν µ = 0 και αν σ = 1 (αν δηλαδή x ∼ N(0, 1)), τότε λέµε ότι η µεταβλη-

τή x ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή (standard normal distribution). Εποµένως, η συ-

νάρτηση της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής είναι Φ(z) = P (−∞ < Z < x) =

∫ Z

−∞

1√
2π
e

−x2

2 dx.

5. Η κίνηση Brown είναι µία συνάρτηση η οποία είναι µεν συνεχής ως προς t, αλλά δεν είναι πουθενά
διαφορίσιµη ως προς t.

Στο παρακάτω σχήµα, σας παρουσίαζουµε µία δισδιάστατη µορφή της κίνησης Brown.

6.1.1 Στοχαστικό Ολοκληρωµα

Ως στοχαστικό ολοκλήρωµα ορίζουµε ένα άπειρο άθροισµα τυχαίων τιµών, οι οποίες τιµές επιλέγονται µε
τυχαίο τρόπο. Μια χαρακτηριστική χρήση του στοχαστικού ολοκληρώµατος στα χρηµατοοικονοµικά, είναι ότι
το γινόµενο µπορεί να µας δείξει πόσα ϑα εισπράξει µια οικονοµική οντότητα σε µια δεδοµένη χρονική στιγµή
t. Ο τύπος του στοχαστικού ολοκληρώµατος είναι :

I(f) =

∫ T

0
f(t, ω)dB(t)

,όπου f είναι µια τυχαία µεταβλητή, dB(t) είναι µία κίνηση Brown και ω είναι ένας τυχαίος αριθµός, δηλαδή
µια τυχαία µεταβλητή. Οι ιδιότητες του στοχαστικού ολοκληρώµατος είναι οι κάτωθι :

1. I(f) είναι µια τυχαία µεταβλητή,



75

2. I(T ) είναι µια τυχαία µεταβλητή,

3. E[I(f)] = 0,

4. V [I(f)] =
∫ T

0 E[f2]dt,

5. η τυχαία µεταβλητή I(T ) είναι ένα martingale, συνεπώς ϑα ισχύει η σχέση,

E[I(T )|F(s)] = I(s)

6. E[I(f)I(g)] =
∫ T

0 E[fg]dt (ιδιότητα γινοµένου),

7. E[I2] =
∫ T

0 [f2]dt

8. και εάν ισχύει η σχέση I(t) =
∫ t

0 p(s)dB(t), τότε το p(s) δεν είναι µια τυχαία µεταβλητή, καθώς και το
ολοκλήρωµα αυτό ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διακύµανση V [I(t)].

Παρατηρήσεις 6.1

1. ΄Ενα απλό µαθηµατικό ολοκλήρωµα µπορεί να γραφεί ως διαφορικό, δηλαδή,

G(x) =

∫ x

0
f(t)dt↔ dG

dx
= f(x)↔ dG = f(x)dx

ή ϑα µπορούσαµε να σηµειώσουµε ότι το ολοκλήρωµα αναιρεί το διαφορικό, δηλαδή

∫ β
α dG = G(β)−G(α).

Συνεπώς, ένας τρόπος να γράψεις ένα στοχαστικό ολοκλήρωµα ως µια διαφορική εξίσωση, ϕαίνεται στην

κάτωθι ισοδυναµία :

I(f) =

∫ T

0
f(t, ω)dB(t)↔ dI = f(T, ω)dB(T )

2. Θα διακρίνουµε τις δύο περιπτώσεις του ϑεωρήµατος του Taylor, µε µία και µε δύο µεταβλητές αντίστοιχα.

Πιο συγκεκριµένα:

(αʹ) ΄Εστω ότι, πάρουµε ένα σηµείο x0 και ένα σηµείο x στο σηµείο x0 τότε συνεπαγωγικά ισχύει ότι

dx = x− x0 → 0. Το ϑεώρηµα του Taylor γράφεται σε αυτή την περίπτωση ως εξής :

f(x) = f(α) +
f ′(a)

1!
(x− α) +

f ′′(a)

2!
(x− α)2 + · · ·+ f (n)(α)

n!
(x− α)n + · · · ⇒

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
dx+

f ′′(x0)

2!
(dx)2 + · · · ⇒ f(x)− f(x0) =

f ′(x0)

1!
dx+

f ′′(x0)

2!
(dx)2 + . . .

Είναι αξιοσηµείωτο να αναφερθεί ότι το (dx)2
είναι πολύ µικρό και συνεπώς κάθε ένα ϐήµα αύξησης

της τάξης ϑεωρούµε ότι είναι πρακτικά µηδέν. ΄Αρα, η προηγούµενη σχέση ϑα γίνει,

df =
f ′(x0)

1!
dx⇒ df = f ′(x0)dx

(ϐʹ) Στην περίπτωση της συνάρτησης δύο µεταβλητών f(x, y) µε σταθερό σηµείο το (x0, y0, ϑα έχουµε ότι :

• x ϐρίσκεται κοντά στο x0 → dx = x− x0 ' 0,

• και y ϐρίσκεται κοντά στο y0 → dy = y − y0 ' 0.

Εν συνεχεία, ο τύπος από τον οποίο εξάγεται η τιµή της συνάρτησης στην διαταραγµένη ϑέση είναι,

f(x, y) = f(x0, y0)+
∂f

∂x
(x−x0)+

∂f

∂y
(y−y0)+

1

2

∂2f

∂x2
(x−x0)2+

1

2

∂2f

∂y2
(y−y0)2+

∂2f

∂x∂y
(x−x0)(y−y0)+. . .

⇒ f(x, y)−f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x−x0)+

∂f

∂y
(y−y0)+

1

2

∂2f

∂x2
(x−x0)2+

1

2

∂2f

∂y2
(y−y0)2+

∂2f

∂x∂y
(x−x0)(y−y0)+. . .

⇒ df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

1

2

∂2f

∂x2
(dx)2 +

1

2

∂2f

∂y2
(dy)2 +

∂2f

∂x∂y
dxdy

∆εδοµένου ότι (dx)2
και (dy)2

είναι πρακτικά µηδέν, ο προηγούµενος τύπος ϑα λάβει την τελική του

µορφή,

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy
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6.1.2 Ολοκλήρωµα του Ito

΄Οπως αναφερθήκαµε και παραπάνω η κίνηση Brown δεν είναι πουθενά διαφορίσιµη, όµως µπορούµε να
ολοκληρώσουµε πάνω σε αυτή. Ολοκληρώµατα επάνω στην κίνηση Brown, τα οποία ορίστηκαν στα τέλη της
δεκαετίας του 1940 από τον Ιάπωνα µαθηµατικό Kyoshi Ito ϐρίσκουν πολύ σηµαντικές εφαρµογές στα στοχα-
στικά χρηµατοοικονοµικά.

Ας ϑεωρήσουµε ότι έχουµε µία τυχαία συνάρτηση f : (0,∞) × Ω → R, η οποία εξαρτάται µε κάποιον
τρόπο από την έκβαση κάποιας κίνησης Brown Bt και ϑέλουµε να ορίσουµε το ολοκλήρωµα της επάνω στις

µεταβολές της κίνησης Brown,
∫ b
α f(t, ω)dBt. Με τον όρο dB(t), συµβολίζουµε την διαφοράB(t+dt)−B(t)

για ένα απειροστό, δηλαδή πάρα πολύ µικρό dt. Το ολοκλήρωµα αυτό µπορεί να ϑεωρηθεί σαν το όριο των
αθροισµάτων των γινοµένων των τιµών της τυχαίας συνάρτησης f σε διαφορετικές χρονικές στιγµές, επί την
µεταβολή της κίνησης Brown µεταξύ των χρονικών στιγµών t και t+ dt.

Μια διαδικασία f εξαρτάται ϱητά από τον χρόνο t και από κάποιες διαδικασίες S, οι οποίες προέρχονται
από την κίνηση Brown f(t, S). Για παράδειγµα η f , µπορεί να είναι η αξία ενός παραγώγου µίας µετοχής
µε τιµή S. Η µεταβολή της f το χρονικό διάστηµα t, δίνεται µέσω της επέκτασης του αναπτύγµατος Taylor,
συµπεριλαµβανοµένων όλων των όρων δεύτερης τάξης.

∆f(t, S) =
θf

θt
∆t+

θf

θS
∆S +

1

2

θ2f

θt2
(∆t)2 +

1

2

θ2f

θS2 (∆S)2 +
θ2f

θtθS
∆t∆S (2)

,όπου θf/θS εκφράζει την παράγωγο της f , στο σηµείο [t, S(t)]. Υποθέτουµε ότι, το S εξελίσεται σύµφωνα µε

∆S(t) = µ
(
t, S(t)

)
∆t+ σ

(
t, S(t)

)
∆B(t) (3)

,όπου µ και σ είναι οι δεδοµένες συναρτήσεις των t και S. Η ∆f έχει όρους τους (∆t)2, ∆t∆B(t) και(
∆B(t)

)2
. Για πολύ µικρά (αµελητέα) ∆t , ας ϑεωρήσουµε 10−6, (∆t)2 είναι πολύ µικρότερο από το ∆t

και επίσης, ϑεωρείται αµελητέο σε σχέση µε το ∆t. ΄Αρα, η αναµενόµενη µέση τιµή ϑα είναι µηδέν και η
διακύµναση ϑα ισούται µε (∆t)2. ∆ηλαδή, E[∆t∆B(t)] = 0 και V [∆t∆B(t)] = (∆t)2, όπου το ∆t είναι πάρα

πολύ µικρό και το ∆t∆B(t) προσεγγίζει το µηδέν. Η διακύµασνη του
(

∆B(t)
)2

είναι 2(∆t)2, η οποία είναι

µικρότερη από την αναµενόµενη µέση τιµή ∆t. Καθώς το ∆t τείνει στο µηδέν, το
(

∆B(t)
)2

, προσεγγίζει την

µη τυχαία αναµενόµενη µέση τιµή του ∆t. Στο συνεχές χρόνος το (∆t)2, γράφεται ως (dt)2 = 0, το ∆t∆B(t)

ως dtdB(t) = 0 και το
(

∆B(t)
)2

ως
(
dB(t)

)2
= dt.

Τότε η (2) ϑα έχει την κάτωθι µορφή :

df(t, S) =

[
θf

θt
+ µ

(
t, S(t)

) θf
θS

+
1

2
σ
(
t, S(t)

)2 θ2f

θS2

]
dt+ σ

(
t, S(t)

) θf
θS
dB(t)

Συνεπώς, αυτός είναι ο τύπος του Ito και ισοδυναµεί µε την (1). ΄Ενας χρηστικός τρόπος για τον τύπο του
Ito, είναι να γράψουµε µια επέκταση του αναπτύγµατος Taylor δεύτερης τάξης, για την συνάρτηση f που α-
ναλύεται, καθώς και να εφαρµόσουµε τον πίνακα πολλαπλασιαµού που σας παρουσιάζουµε στο κάτωθι σχήµα.
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Παράδειγµα 6.1 Να ϐρείτε το διαφορικό ή την στοχαστική διαφορική εξίσωση που να έχει για λύση
το B4(t).

Λύση: Αρχικά ορίζουµε f(t, S) = S4
, όπου S = B(t) ⇒ dS = dB(t). ΄Αρα, ο αιτιοκρατικός συντελεστής

από τον τύπο του Ito είναι M = 0 και ο στοχαστικός συντελεστής είναι Σ = 1.
Εν συνεχεία, ϑα υπολογίσουµε τις παραγώγους του τύπου και ϑα τις αντικαταστήσουµε σε αυτόν,

∂f
∂t = 0, ∂f

∂S = 4s3, ∂2f
∂S2 = 12s2

Συνεπώς,

df = [0 + 0 +
1

2
1212s2]dt+ 1 ∗ 4s3dB

Πραγµατοποιώντας τις αντικαταστάσεις καταλήγουµε στην Ϲητούµενη σχέση,

dB4 = 6B2dt+ 4B3dB

Παράδειγµα 6.2 ΄Εστω δύο στοχαστικές ανελίξεις S(t), R(t), να ϐρεθεί το διαφορικό της συνάρτησης
f(t, S,R).

Λύση: Αρχικά ο τύπος του Taylor ϑα γίνει,

df =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂S
dS +

∂f

∂R
dR+

1

2

∂2f

∂t2
(dt)2 +

1

2

∂2f

∂S2
(dS)2 +

1

2

∂2f

∂R2
(dR)2+

+
∂2f

∂t∂S
dtdS +

∂2f

∂t∂R
dtdR+

∂2f

∂S∂R
dSdR

Εν συνεχεία, υποθέτουµε ότι τα S,R είναι drifted από την κίνηση Brown, καθώς και ότι ισχύουν οι κάτωθι σχέσεις :

• dS = µ1dt+ σ1dB1(t)

• dR = µ2dt+ σ2B2(t)

Συνεπώς, πραγµατοποιώντας τις απαραίτητες αντικαταστάσεις ο τύπος του Ito µε δύο στοχαστικές ανελίξεις ϑα

είναι της µορφής,

df =
[∂f
∂t

+ µ1
∂f

∂S
+ µ2

∂f

∂R
+

1

2

∂2f

∂S2
σ2

1 +
1

2

∂2f

∂R2
σ2

2

]
dt+ σ1

∂f

∂S
dB1 + σ2

∂f

∂R
dB2 + σ1σ2

∂2f

∂R∂S
dB1dB2

Παρατηρήσεις 6.2 Κάποιες από τις ϐασικές ιδιότητες - τύποι του Ito µε δύο στοχαστικές ανελίξεις είναι :

1. d(aS + bR) = ad(S) + bd(R)

2. d(SR) = RdS + SdR+ dSdR

3. d
(
S
R

)
= S

R

[
dS
S −

dR
R +

(
dR
R

)2
− dSdR

SR

]
6.2 Στοχαστικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις - Σ.∆.Ε

΄Εστω Xt µία συνεχής στοχαστική διαδικασία. Εάν dt διαφορικό του t και του διαφορικού της κίνησης
Brown Bt, έχουµε µια εκφραση που καλείται στοχαστική διαφορική εξίσωση και δίδεται από τον τύπο:

dXt = a(t, Bt, Xt)dt+ b(t, Bt, Xt)dBt (3)

Ολοκληρώνοντας την ως άνω σχέση ϑα πάρουµε τον τύπο:
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Xt = X0 +
∫ t

0 a(s,Bs, Xs)ds+
∫ t

0 b(s,Bs, Xs)dBs (4)

Ενίοτε την σχέση (3), την δεχόµαστε ως ορισµό της στοχαστική διαφορικής εξίσωσης. Ωστόσο, είναι ιδανικό
να χρησιµοποιούµε τις στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις δεδοµένου ότι λύνονται κατ’ ανάλογο τρόπο µε τις
συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, σε ένα νέο όµως στοχαστικό περιβάλλον.

Παράδειγµα 6.3 Να λυθεί η κλασσική διαφορική εξίσωση dN
dt = 3.

Λύση:

dN = 3dt→ N(t) = 3t+ c→ N(t) = 3t+N(0)

,όπου N(t) = 3t + c, είναι η µεταβολή του ϕαινοµένου και N(t) = 3t + N(0) είναι το ϕαινόµενο την εκάστοτε

χρονική στιγµή. Η επίλυση της εξίσωσης ως στοχαστική διαφορική εξίσωση ϑα είναι, dN = 3dt+ 2dB(t), όπου ο

όρος 3dt είναι το αιτιοκρατικό µέρος της εξίσωσης (drift part) και 2dB(t) είναι το στοχαστικό της µέρος (diffusion

part).

6.2.1 Arithmetical Brownian Motion

Ο τύπος της Arithmetical Brownian Motion, δίδεται από την σχέση,

dX(t) = µdt+ σdB(t)(5)

, όπου µ, σ ∈ R. Ολοκληρώνοντας την (5) ϑα έχουµε,

∫ T

0
dX(t) = µ

∫ T

0
dt+ σ

∫ T

0
dB(t)⇒ X(T )−X(0) = µT + σB(T )

⇒ X(T ) = X(0) + µT + σB(T )

Παρατηρήσεις 6.3 • Το drift part είναι το X(0) + µT και το diffusion part είναι το σB(T ).

• Στην λύση της, Ϲητάµε την κατανοµή της λύσης,την µέση τιµή και την διασπορά της, δηλαδή γνωρίζουµε

ότι B(t) ∼ N(0, T ) → X(T ) ∼
(
X(0) + µT, σ2T

)
. Η λύση της X(T ) ισούται µε τον µη τυχαίο όρο,

X(0) + µT , συν µία κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή B(T ), πράγµα που οδηγεί στο να µπορεί

να πάρει αρνητικές τιµές. Οι παράµετροι κατανοµής είναι :

E
[
X(T )

]
= E

[
X(0) + µT + σB(T )

]
= X(0) + µT + σE

[
B(T )

]
= X(0) + µT

V
[
X(T )

]
= V

[
X(0) + µT + σB(T )

]
= V

[
σB(T )

]
= σ2T

Η αναµενόµενη µέση τιµή και η διακύµανση αυξάνονται γραµµικά µε το T . Αυτό το υπόδειγµα µπορεί να

είναι µία κατάλληλη περιγραφή για µια οικονοµική µεταβλητή, η οποία αναπτύσεται µε σταθερό ϱυθµό και

χαρακτηρίζεται από την αύξηση της αβεβαιότητας. ΄Οµως, καθώς η διαδικασία µπορεί να πάρει αρνητικές

τιµές, δεν είναι κατάλληλη ως υπόδειγµα για τις τιµές των µετοχών, δεδοµένου ότι η περιορισµένη ευθύνη,

αποτρέπει τις µετοχές να συνεχίσουν να λαµβάνουν αρνητικές τιµές.
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6.2.2 Geometric Brownian Motion

Ο τύπος µιας γεωµετρικής κίνησης Brown δίδεται από την σχέση,

dX(t) = µXdt+ σdXB(t)

Ορίζουµε,

Φ = lnX(t)⇒ dΦ = dlnX(t) =
[
0 + µX

1

X
+

1

2
σ2X2

(
− 1

X2

)]
dt+ σX

1

X
dB

⇒ dlnX(t) =
(
µ− 1

2
σ2
)
dt+ σdB ⇒

∫ T

0
d
(
lnX(t)

)
=
(
µ− 1

2
σ2
)∫ T

0
dt+ σ

∫ T

0
dB(t)

⇒ lnX(T )− lnX(0) =
(
µ− 1

2
σ2
)
T + σB(T )⇒ lnX(T ) = lnX(0) +

(
µ− 1

2
σ2
)
T + σB(T )

⇒ X(T ) = X(0)e

(
µ− 1

2
σ2
)
T + σB(T )

Παράδειγµα 6.4 Αν η X(t) ακολουθεί την γεωµετρική κίνηση Brown dX(t) = µ̂X(t)dt + σ̂X(t)dB(t),

να ϐρεθεί η στοχαστική διαφορική εξίσωση για την F = t+ exp
(
X(t)

)
.

Λύση: Συµπεραίνουµε εύκολα ότι,

M = µ̂S, Σ = σ̂S, ∂F
∂t = 1, ∂F

∂S = exp(S), ∂2F
∂S2 = exp(S)

Συνεπώς, η στοχαστική διαφορική εξίσωση έπειτα από τις αντικαταστάσεις ϑα είναι της µορφής,

dF = [1 + µ̂Sexp(S) +
1

2
(σ̂S)2exp(S)]dt+ σ̂Sexp(S)dB

Παρατηρήσεις 6.4

• Η γεωµετρική κίνηση Brown είναι πάντοτε ϑετική και για αυτό τον λόγο δίδει τεράστια χρησιµότητα σε

κάποιον που ασχολείται µε την κατασκευή ή ανάλυση υποδειγµάτων.

• Στην λύση της, Ϲητάµε την εύρεση της κατανοµή που ακολουθεί, την µέση τιµή και την διασπορά της, δηλαδή

γνωρίζουµε ότι ln

[
X(T )

X(0)

]
∼ N

[(
µ− 1

2
σ2
)
T, σ2T

]
.

• Αν µια στοχαστική ανέλιξη ακολουθεί την γεωµετρική κίνηση Brown, τότε αυτή είναι η εξίσωση που µπορεί

να υπολογίσει την παρούσα αξία µιας µετοχής ή ενός οµολόγου.

6.2.3 Ornstein-Uhlenbeck (OU)

Η διαδικασία Ornstein-Uhlenbeck είναι µια από τις διάφορες προσεγγίσεις που χρησιµοποιούνται για τη
µοντελοποίηση (µε µελλοντικές µεταβολές) των επιτοκίων, των συναλλαγµατικών ισοτιµιών και των τιµών των
ϐασικών εµπορευµάτων στοχαστικά. Η παράµετρος µ αντιπροσωπεύει την ισορροπία ή τη µέση τιµή που υπο-
στηρίζονται από τα fundamentals. Ως fundamentals ορίζονται οι ϑεµελιώδεις αρχές περιλαµβάνουν τις ϐασικές
ποιοτικές και ποσοτικές πληροφορίες που συµβάλλουν στην οικονοµική ευηµερία και την επακόλουθη οικο-
νοµική εκτίµηση µιας εταιρείας, ασφάλειας ή νοµίσµατος. ΄Οπου οι ποιοτικές πληροφορίες περιλαµβάνουν
στοιχεία που δεν µπορούν να µετρηθούν άµεσα, όπως η εµπειρία διαχείρισης, η ποσοτική ανάλυση (quan-
titative analysis χρησιµοποιεί τα µαθηµατικά και τα στατιστικά στοιχεία για να κατανοήσει το περιουσιακό
στοιχείο και να προβλέψει την µεταβλητότητα. Ως σ ορίζουµε τον ϐαθµό της µεταβλητότητας γύρω από αυτό
που προκαλείται από τις αναταραχές schocks. Μια οικονοµική αναταραχή ή σοκ είναι ένα γεγονός που συµ-
ϐαίνει έξω από µια οικονοµία και παράγει µια σηµαντική αλλαγή µέσα σε µια οικονοµία. Ο τύπος της εν λόγω
διαφορικής εξίσωσης δίδεται από την σχέση:
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dX(t) = λXdt+ σdXB(t)

Παρατηρήσεις 6.5 1. Η µέση τιµή ϑα είναι :

E
[
X(T )

]
= e−λT

(
X(0) + σE

[∫ T

0
eλtdB(t)

])
= e−λt

(
X(0) + 0

)
= e−λtX(0)

2. Η διακύµανση ϑα είναι :

V
[
X(T )

]
=
(
e−λt

)2(
σ2V

[∫ T

0
eλtdB

])
=
σ2

2λ

(
1− e−2λT

)

,όπου V

[∫ T

0
eλt)dB

]
=

∫ T

0
E
[(
eλt
)2]

dt =
1

2

(
e2λT − 1

)
6.2.4 Mean Reversion (MR)

Αυτό το είδος στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων, το οποίο καλείται και ως µέση αναστροφή (MR), χρησι-
µοποιείται για την µοντελοποίσηση τυχαίων διαδικασιών, οι οποίες κυµαίνονται γύρω από ένα µέσο επίπεδο.
Το κυριότερο παράδειγµα είναι το (συνεχώς αυξανόµενο) επιτόκιο. Παρότι οι τυχαίες διαδικασίες συχνά υ-
ποδηλώνονται µε κεφαλαία γράµµατα, στην συγκεκριµένη περίπτωση ο συγκεκριµένος συµβολισµός r είναι
καθιερωµένος και είναι το στοχαστικό επιτόκιο. Η στοχαστική διαφορική εξίσωση είναι η εξής :

dr(t) = −λ
[
r(t)− r

]
dt+ σdB

,όπου λ, σ, r > 0.Ο αιτιοκρατικός συντελεστής −λ[r(t) − r], ποικίλει ανάλογα µε την τελευταία πραγµατική
τιµή του επιτοκίου r(t). Εάν r(t) < r, ο αιτιοκρατικός συντελεστής είναι ϑετικός και υπάρχει µια ανοδική
µετατόπιση, ενώ εάν r(t) > r, ο αιτιοκρατικός συντελεστής είναι αρνητικός και υπάρχει µια καθοδική µετα-
τόπιση. Παρακάτω γίνεται αντιληπτό ότι το r είναι το µακροπρόθεσµο µέσο, έτσι το r επιστρέφει στο µέσο, εξ
ου και το όνοµα mean reversion. Η παράµετρος λ ελέγχει πόσο γρήγορα µεταβάλεται ο αιτιοκρατικός συντε-
λεστής. Αυτή η Σ.∆.Ε. έχει την δοµή της OU. Μπορεί να µετατραπεί σε µία OU Σ.∆.Ε. από τον µετασχηµατισµό
X(t) = r(t) − r, η οποία είναι µία συνάρτηση µε µοναδική µεταβλητή το r. Από τον τύπο του Ito έχουµε ότι,
dX = dr = −λ[r(t)− r] + σdB. Αντικαθιστώντας την X στην dX ϑα πάρουµε τον τύπο dX = −λXdt+ σdB,
της οποίας η λύση σας την παρουσιάζουµε παρακάτω

X(T ) = e−λTX(0) + e−λtσ
∫ T
t=0 e

λT dB(t)

Χρησιµοποιώντας r(T ) = X(T ) + r και X(0) = r(0)− r ϑα έχουµε ότι :

r(T ) = e−λT
[
r(0)− r

]
+ e−λT σ

∫ T

t=0
eλtdB(t) + r

= r(0)e−λT + r
[
1− e−λT

]
+ e−λT σ

∫ T

t=0
eλtdB(t)

Παρατηρήσεις 6.6 1. Η µέση τιµή ϑα είναι : E[r(T )] = r(0)e−λT + r
[
1− e−λT

]
2. Η διακύµανση ϑα είναι : V [r(T )] = V [X(T ) + r] = V [X(T )]

∆εδοµένου ότι r είναι σταθερό και αντιγράφωντας τα αποτελέσµατα από την OU Σ.∆.Ε. έχουµε ότι : V [r(T )] =

σ2(1/2λ)
[
1− e−λT

]
. Για µεγάλα δείγµατα T η διακύµανση προσεγγίζει το σ2(1/2). Επίσης, είναι αξιοσηµε-

ίωτο να αναφέρουµε ότι το επιτόκιο µπορεί να γίνει αρνητικό σε αυτό το υπόδειγµα.
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6.2.5 Mean Reversion with Square Root Diffusion

Για να αποκλείσουµε το ενδεχόµενο να πάρει το επιτόκιο αρνητικές τιµές, ο στοχαστικός συντελεστής στο
προηγούµενο υπόδειγµα (MR), τροποπποιείται σε σ

√
r(t). Η Σ.∆.Ε, τότε ϑα δίνεται από τον κάτωθι τύπο :

dX = −λ
[
X − x

]
dt+ σ

√
xdB

Τόσο ο αιτιοκρατικός, όσο και ο στοχαστικός συντελεστής αλλάζουν συνεχώς. Είναι σηµαντικό να κατανοήσουµε
ότι, επειδή µία κίνηση Brown είναι συνεχής, η διαδροµή του επιτοκίου πρέπει να είναι και αυτή συνεχής.
΄Αλµατα (Jumps) στην τιµή του r δεν είναι δυνατόν να εµφανιστούν στα πλαίσια αυτού του υπόδειγµατος.
Εποµένως, αν r έχει σήµερα µια µικρή ϑετική αξία, τότε µια περαιτέρω αρνητική αύξηση της κίνησης Brown,
δεν µπορούν να καταστήσουν το επιτόκιο r αρνητικό. Αυτό συµβαίνει διότι το r, πρέπει να µειωθεί µε συνεχή
τρόπο ως προς το µηδέν και στην συνέχεια το στοχαστικό µέρος της εξίσωσης ϑα γίνει µηδέν.Συνεπώς το r δεν
ϑα µπορεί να λάβει κατώτερη τιµή, από το µηδέν. Ο αιτιοκρατικός συντελεστής είναι τότε −λ[0 − r] = λr, ο
οποίος είναι ϑετικός και προκαλεί µια ϑετική µετατόπιση. Το r(t) ακολουθεί κατανοµή x2, η οποία µπορεί να
χρησιµοποιηθεί στην συνέχεια για την αξία προιόντων τα οποία ϐασίζονται στο r, όπως οµόλογα και δικαιώµατα
προαίρεσης επί των οµολόγων. Πρέπει να σηµειώσουµε ότι, ορισµένες µελέτες καθορίζουν το αιτιοκρατικό
συντελεστή, στην παραπάνω (MR) Σ.∆.Ε. µε την µορφή [b− αr(t)] = −α[r(t)− b/α], όπου µε α εννοούµε το λ
και b/α το r. ΄Εστω X(T ) τέτοιο ώστε :

X(T ) = X(0)−
∫ T

0
λ
[
X(t)− x

]
+ σ

∫ T

0

√
xdB → E[X(T )] = X(0)− E

[∫ T

0
λ[X(t)− x

]
dt+ σE

[∫ T

0

√
x
]
dB ⇒ E[X(T )] = X(0)− E

[∫ T

0
λ
(
X(t)− x

)
dt
]

+ 0

⇒ X(T ) = X(0)−
∫ T

0
λE[X(t)− x]dt

Εν συνεχεία, ϑέτουµε E[X(T )] = m(T ) και έχουµε ότι,

m(T ) = X(0)−
∫ T

0
λ[m(t)− x]dt⇒ dm

dt
= −λ

(
m(T )− x

)
⇒ dm

dt
+ λm = λx

Συνεπώς, καταλήγουµε σε µια κλασσική διαφορική εξίσωση. Επιλυοντάς την επιλυσή της ϑα έχουµε:

m(T ) = E[X(T )] =
(
X(0)− x

)
e−λT + x

6.3 Τρόποι Επίλυσης Στοχαστικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων

Υπάρχουν τέσσερις τρόποι επίλυσης στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων:

1. Αµέσου ολοκλήρωσης.

2. Μέθοδος συντελεστών (Exact Solutions).

3. Γινοµένου.

4. Ολοκληρωτικών παργόντων.

Εµείς στο παρόν κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε κυρίως µε τους τρείς τελευταίους λόγω των διάφορων δυσκολιών
που προκύπτουν κατά την υλοποιησή τους.
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6.3.1 Μέθοδος Συντελεστών (Exact Solutions)

Η ϐασική Σ.∆.Ε. είναι της µορφής dX = α(t, B) + β(t, B)dB και η µεθοδολογία που ϑα ακολουθήσουµε
για την επιλυσή της χωρίζεται στα παρακάτω ϐήµατα :

• Βήµα 1 : Αντικαθιστούµε όπου B(t) µε την x που είναι µια συµβολική µεταβλητή.

• Βήµα 2 : Ζητάµε συνάρτηση F (t, x) έτσι ώστε να ισχύουν τα εξής :

θF (t, x)

θt
+

1

2

θ2F (t, x)

θx2
= α(t, x)

και
θF (t, x)

θx
= β(t, x)

• Βήµα 3 : Στην F (t, x) αντικαθιστούµε όπου x το B(t) και ϑα έχουµε ότι,

x(t) = F
(
t, B(t)

)
Εµπειρικά γνωρίζουµε ό,τι εάν δεν εµπεριέχεται στους συντελεστές της Σ.∆.Ε. κανένα x(t), τότε υπάρχει µεγάλη
πιθανότητα να λύνεται µε την µέθοδο των συντελεστών. Απαραίτητη προϋπόθεση για την χρήση αυτής της
µεθόδου είναι η παρακάτω συνθήκη επιλυσηµότητας :

θα

θx
=
θβ

θt
+

1

2

θ2β

θx2

Παράδειγµα 6.5 Βρείτε την µέση τιµή, την διακυµανσή της καθώς και P [X(t) ≤ 1] ή P [X(9) ≤ 1],
όταν :

X(t) : e−t/2dX = dt+ eB(t)dB(t) και X(0) = 0

Λύση: Το πρώτο ϐήµα που πρέπει να κάνουµε είναι να ϕέρουµε την στοχαστική διαφορική εξίσωση στην

σωστή της µορφή, δηλαδή dx = e−t/2dt+ e−t/2eB(t)dB(t)

Εν συνεχεία ϑέτω :

α = e−t/2 ⇒ θα

θx
= 0

και

β = e−t/2ex ⇒ θβ

θt
+

1

2

θ2β

θx2
= −1

2
e−t/2ex +

1

2
e−t/2ex = 0

Drift part:
θF
θx

+
1

2

θ2F

θx2 =
1

2
e−t/2 (1)

Diffusion part:
θF
θx

= e−t/2ex ⇒
∫
dF =

∫
e−t/2exdx⇒ F = e−t/2ex + φ(t) (2)

Αντικαθιστώντας την (2) στην (1) εξάγεται ο τύπος φ(t) = −2e−t/2 + c. ΄Αρα,

F (t, x) = e−t/2ex − 2e−t/2 + c⇒ X(t) = e−t/2
[
eB(t) − 2

]
+ c

⇒ X(0) = e0
(
eB(0) − 2

)
+ c⇒ c = 1
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Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι η λύση της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης είναι,

X(t) = e−t/2
[
eB(t) − 2

]
+ 1

Το δεύτερο ϐήµα είναι να ϐρούµε την µέση τιµή και την διακύµανση της εξίσωσης

E[X(t)] = 1 + e−t/2E
[
eB(t) − 2

]
= 1 + e−t/2

(
E
[
eB(t)

]
− 2
)

⇒ E[X(t)] = 1 + e−t/2
(
et/2 − 2

)
και

V [X(t)] = e−tV
[
eB(t)

]
⇒ V [X(t)] = e−t

(
e2t − et

)
Το τελευταίο ϐήµα είναι να υπολογίσουµε τις Ϲητούµενες πιθανότητες.

P [X(t) ≤ 1] = P
[
1 + e−t/2

(
eB(t) − 2

)
≤ 1] = P

[
e−t/2

(
eB(t) − 2

)
≤ 0
]

= P
[
eB(t) ≤ 2

]
= P [B(t) ≤ ln2] = P

[
B(t)− 0√

t
≤ ln2− 0√

t

]
= Φ

(
ln2√
t

)
Συνεπώς, για t = 9⇒ P [X(9) ≤ 1] = Φ

(
ln2
3

)
6.3.2 Γραµµικές - Γινοµένου

∆εδοµένου ότι α, β, γ, δ είναι οτιδήποτε(αριθµός/συνάρτηση) και X(0) µία αρχική συνθήκη, τότε µια γραµµι-
κή στοχαστική διαφορική εξίσωση δίδεται από τον τύπο:

dX(t) = (α+ βX)dt+ (γ + δX)dB(t)

΄Εστω ο τύπος X = Y Z, όπου Y είναι µια άγνωστη στοχαστική ανέλιξη η οποία ακολουθεί µια γεωµετρική
στοχαστική εξίσωση και Z µια άγνωστη στοχαστική ανέλιξη, η οποία µε την σειρά της ακολουθεί µία αριθµητική
στοχαστική εξίσωση. Τότε έχω τις εξής εκφράσεις για τα Y (t) και Z(t) αντίστοιχα:

• Η Y (t) ακολουθεί την γεωµετρική κίνηση Brown µε U(0) = 1 και δίδεται από τον τύπο:

dY = µY Y dt+ σY Y dB(t)

• Η X(t) ακολουθεί την αριθµητική κίνηση Brown µε Z(0) = X(0) και δίδεται από τον τύπο:

dz = µY dt+ σZdB(t)

Από τις ϐασικές ιδιότητες γνωρίζουµε ότι :

dX = d(Y Z) = (dY )Z + Y (dZ) + (dY )(dZ)

Στην συνέχεια, επιλύουµε τον κάθε έναν όρο της παραπάνω εξίσωσης µε σκοπό την εξεύρεση των τύπων,
που ϑα µας ϐοηθήσουν για την εφαρµογή της µεθόδου αυτής.
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• (dY )Z = µY Y Zdt+ σY Y ZdB(t) ,όπου για Z = X ϑα έχουµε µYXdt+ σYXdB

• Y (dz) = µY Y dt+ σZY dB

• (dY )(dZ) = σY σZY (dB)2 = σY σZY dt

Λαµβάνοντας τα παραπάνω ϑα έχουµε: Drift Part: (dt): µYX + µZY + σY σZY = α+ βX(3).
Diffusion Part:(dB): σYX+σZY = γ+δZ(4) . Εποµένως από την χρήση των τύπων (3) και (4) µπορούµε

να υπολογίσουµε τις Z(t) και Y (t).

Παράδειγµα 6.6 Να λυθεί η στοχαστική διαφορική εξίσωση dX = −λxdt+ σdB

Λύση: Από την Σ.∆.Ε. έχουµε σαν δεδοµένα α = 0, β = −λ, γ = σ, δ = 0 ⇒ µY = −λ, σY = 0,
µZY = 0, σZY = 0.

dY = −λY dt+ σY dB → dY = −λY dt και dz = 0dt+ σ
Y dB (5)

Η εξίσωση dY είναι χωριζοµένων µεταβλητών και συνεπώς η λύση της είναι Y (t) = e−λt (6). Αντικα-

ϑιστώντας την (6) στην (5) εξάγεται ο τύπος,

dz = eλtσdB ⇒
∫ T

0

dz = σ

∫ T

0

eλtdB(t)⇒ Z(T )− Z(0) = σ

∫ T

0

dB

Στην συνέχεια αντικαθιστούµε z(0) = X(0) και λαµβάνουµε την λύση της στοχαστικής διαφορικής

εξίσωσης, ηοποία είναι X(t) = e−λt
[
X(0) + σ

∫ T
0
eλtdB(t)

]
.

6.3.3 Ολοκληρωτικοί Παράγοντες

Ασχολούνται µε εξισώσεις της µορφής :

dX(t) = (α+ βX)dt+ p
(
t, B(t)

)
dB

Το πρώτο ϐήµα που πρέπει να κάνουµε προκειµένου να ϐρούµε την λύση της στοχαστικής διαφορικής ε-
ξίσωσης µε αυτή την µέθοδο, είναι να ϑέσουµε το αιτιοκρατικό µέρος της ως άνω εξίσωσης, ίσο µεA =

∫ t
0 β(s)dS

και µετά, να πολλαπλασιάσουµε τα πάντα µε τον συντελεστή e−A. Ο τύπος στον οποίο ϑα καταλήξουµε ϑα
είναι της µορφής d

(
e−AX(t)

)
= e−Aαdt + e−AdB. Στο τέλος ϑα πρέπει να ολοκληρώσουµε προκειµένου

να ϐρούµε την λύση της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης.

Παράδειγµα 6.7 Να λυθεί η στοχαστική διαφορική εξίσωση dX = [2−X]dt+ e−tBdB, δεδοµένου ότι∫ T

0
BdB =

1

2

(
B2(t)− T

)
.

Λύση: Από την Σ.∆.Ε. έχουµε σαν δεδοµένα ότι α = 2, β = −1, p = e−tB και A =

∫ t

o
−1dS = −t ⇒

e−A = et Συνεπώς,

etdx = et2dt+ et(−x)dt+BdB ⇒ etdx+ xetdt = et2dt+BdB ⇒ d(etx) = et2dt+BdB

⇒
∫ T

0
d
(
etx
)

=

∫ T

0
et2dt+

∫ T

o
BdB ⇒ eT x(T )−X(0) = 2et − 2 +

∫ T

0
BdB

⇒ X(T ) = 2− 2eT +
1

2

(
B2(T )− T

)
+ x(0)e−T
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6.4 Λυµένες ασκήσεις

6.1 Να επιλυθεί η στοχαστική διαφορική εξίσωση Ornstein-Uhlenbeck.

Λύση:

Y = eλtX → dY = d
(
eλtX

)
=
[
λeλtX + (−λX)eλt +

1

2
σ20
]
dt+ σeλtdBt

⇒ d(eλtX) = 0 + σeλtdB(t)→
∫ T

0
d
(
eλtX

)
= σ

∫ T

0
eλtdB(t)⇒ eλTX(T )

−X(0) = σ

∫ T

0
eλtdB(t)⇒ X(T ) = e−λT

[
X(0) + σ

∫ T

0
eλtdB(t)

]
6.2 Αν B(t) είναι µια κίνηση Brown να ϐρεθούν:

(αʹ) E[B2(t)]

(ϐʹ) V ar[B2(t)]

Λύση: ∆εδοµένου ότι η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση µιας κίνησης Brown δίδεται από την σχέση MB(θ) =

exp( θ
2t
2 ) και δεδοµένου ότι θ = 0 ϑα έχουµε ότι,

(αʹ)

E[B2(t)] = MB(θ) = MB(0) =
[
exp
(θ2t

2

)
(θt)2 + exp

(θ2t

2

)
t
]
θ=0

= exp(0) ∗ 0 + exp(0)t = t

(ϐʹ) Ορίζουµε z = B2(t). Συνεπώς,

V [B2(t)] = V [z] = E[z2]− E2[z] = E[B4(t)]− E2[B2(t)] = M ′′′′B (0)− t2 = 3t2 − t2 = 2t2

6.3 Αν B(t) είναι µια κίνηση Brown, να δείξετε ότι :

(αʹ) E[∆B2(t)] = ∆t

(ϐʹ) V [∆B2(t)] = 2(∆t)2

Λύση: Θα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα που µας αναφέρει ότι, αν µια τυχαία µεταβλητή ακολουθεί την

τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, δηλαδή x ∼ N(0, 1), συνεπαγωγικά ισχύει ότι x2 ∼ x2
1 µε µέση τιµήE[x2

1] = 1
και διακύµανση V [x2

1] = 2. Επίσης, δεδοµένου ότι η κίνηση Brown είναι µια συνάρτηση η οποία είναι µεν συνεχής

ως προς τον χρόνο, αλλά δεν είναι πουθενά διαφορίσιµη ως προς t, δηλαδή ∆B(t) ∼ N(0,∆t). Συνεπώς,

(αʹ)

z =
∆B√

∆t
∼ N(0, 1)⇒ z2 ∼ x2

1 ⇒
∆B2

∆t
∼ x2

1 ⇒ ∆B2 ∼ x2
1∆t⇒ E[∆B2] = ∆tE[x2

1]⇒ E[∆B2] = ∆t

(ϐʹ) Οµοίως, ϑα υπολογίσουµε την διακύµανση,

V [∆B2] = (∆t)2V [x2
1] = 2(∆t)2

6.4 Να δείξετε ότι η κίνηση Brown δεν είναι πουθενά διαφορίσιµη.

Λύση: Αυτό που πρέπει να δείξουµε ουσιαστικά είναι ότι όριο limh→0
B(t+h)−B(t)

h δεν υπάρχει ∀t. Πιο

συγκεκριµένα διαλέγουµε h = 1/n, δηλαδή h→ 0 ⇐⇒ n→∞. Συνεπώς,

B(t+ h)−B(t)

h
=
B(t+ 1/n)−B(t)

1/n
= n[B(t+ 1/n)−B(t)] = Xn

Εν συνεχεία, ϑα λάβουµε υπόψιν µας τις εξής ιδιότητες :
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1. Xn ∼ N(0, 1/n)

2. E[Xn] = nE[B(t+ 1/n)−B(t)] = n ∗ 0 = 0

3. V [Xn] = n2V [B(t+ 1/n)−B(t)] = n2 1
n = n

΄Εστω οποιοδήποτε (αυθαίρετο) k > 0 τότε,

P [|Xn| > k] = 1−P [|Xn| ≤ k] = 1−P [−k ≤ Xn ≤ k] = 1−P
[−k√

n
≤ z ≤ k√

n

]
= 1−

[
Φ
( k√

n

)
−Φ

(−k√
n

)]
Εποµένως, όταν n → ∞, η προαναφερθείσα σχέση ϑα είναι ίση µε την µονάδα

(
1 − [Φ(0) − Φ(0)] = 1

)
η

παράγωγος δεν υπάρχει.

6.5 Να ϐρεθεί η σχέση Cov[B(s), B(t)] = min{s, t}.

Λύση:
0 ≥ s < t⇒ Cov[B(s), B(t)] = S

Cov[B(s), B(t)] = Cov[B(s), B(s)+B(t)−B(s)] = Cov[B(s), B(s)]+Cov[B(s), B(t)−B(s)] = V [B(s)]+0 = S

Είναι σηµαντικό να κατανοήσουµε ότι στην προαναφερθείσα εξίσωση ισχύει η ισότηταCov[B(s), B(t)−B(s)] = 0,
διότι (0, s), (s, t) δεν επικαλύπτονται και είναι ανεξάρτητα τα (B(s), B(t) − B(s)), δηλαδή ισχύου οι ιδιότητες

stationary και independent increment.

6.6 ∆εδοµένου ότι B(t) είναι µια κίνηση Brown, να ϐρεθεί η πιθανότητα P (1 < B(1) < 2).

Λύση: ∆εδόµενου ότι B(1) ∼ N(0, 1) ϑα έχουµε ότι,

P (1 < B(1) < 2) = P (1 < z < 2) = Φ(2)− Φ(1) = 0, 136

6.7 ∆εδοµένου ότι B(t) είνια µια κίνηση Brown, να ϐρεθεί η σχέση P
(
B(2) < 3|B(1) = 1

)
Λύση:

B(2) = 1 + [B(2)− 1] =

{
B(2) = B(1) +B(2)− 1

B(1) = 1

Το δεύτερο µέρος

(
1+[B(2)−1], το συµβολίζουµε ως U και συνεπώς από την ιδιότητα 5 ακολουθεί την κανονική

κατανοµή. Συνεπώς,

E[U ] = 1 + E[B(2)− 1] = 1 + 0 = 1

και

V [U ] = V [B(2)− 1] = 1

΄Αρα, U ∼ N(1, 1) και

P [U < 3] = P
[U − 1

1
<

3− 1

1

]
= P [z < 2] = Φ(2) = 0, 98

6.8 Να αποδείξετε ότι −B(t) είναι µια κίνηση Brown, δεδοµένου ότι B(t) είναι µια κίνηση Brown.

Λύση: Για να µπορέσουµε να αποδείξουµε το Ϲητούµενο ϑα πρέπει να δείξουµε ότι ισχύουν οι πέντε ιδιότητες

µιας κίνησης Brown. Ορίζουµε X(t) = B(t) και έχουµε ότι,

1. Q(0) = −B(0) = 0,

2. X(t) είναι συνεχής,

3. 0 < t < S ⇒ X(S)−X(t) = −B(s)−
(
−B(t)

)
= −

(
B(S)−B(t)

)
,
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4. δεν εξαρτάται από τον χρόνο, άρα X(S) και X(t) είναι ανεξάρτητες για non overlappingδιαστήµατα,

5. και X(S)−X(t) ∼ την κανονική κατανοµή

E[X(S)−X(t)] = −E[B(S)−B(t)] = 0

V [X(S)−X(t)] = (−1)2V [B(S)−B(t)] = S − t

6.9 ∆εδοµένου ότι B(t) και B∗(t) είναι ανεξάρτητες κινήσεις Brown, να δείξετε ότι :

(αʹ) Z(t) = ρB(t) +
√

1− ρ2B∗(t), −1 ≤ ρ ≤ 1 είναι µία κίνηση Brown.

(ϐʹ) Corr[Z(t), B(t)] = ρ.

Λύση:

(αʹ)

• Z(0) = ρB(0) +
√

1− ρ2B∗(0) = 0,

• Z(t) είναι συνεχής,

• ισχύουν οι ιδιότητες 3 και 4, διότι εµπεριέχεται ο χρόνος στον τύπο ως συντελεστής και τα διαστήµατα

δεν είναι επικαλυπτόµενα, αλλά ανεξάρτητα µεταξύ τους,

• και Z(t) ακολουθεί την κανονική κατανοµή. Συνεπώς,

E[Z(t)] = ρE[B(t)] +
√

1− ρ2E[B∗(t)] = 0

και

V [Z(t)] = ρ2V [B(t)] + (
√

1− ρ2)2V [B∗(t)] = ρ2t+ (1− ρ2)t = t

(ϐʹ)

Corr[Z(t), B(t)] =
Cov[Z(t), B(t)]√
V [Z(t)]

√
V [B(t)]

Αρχικά ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα του Covariance,

Cov[αx+ βy, z] = Cov[αx, z] + Cov[βy, z] = αCov[x, z] + βCov(y, z)

προκειµένου να υπολογίσουµε τον αριθµητή,

Cov[Z(t), B(t)] = Cov[ρB(t) +
√

1− ρ2B∗(t), B(t)] = Cov[ρB(t), B(t)] + Cov[
√

1− ρ2B∗(t), B(t)]

= ρCov[B(t), B(t)] + 0 = ρV [B(t)] = ρt

Εποµένως,

Corr[Z(t), B(t)] =
ρt√
t
√
t

= ρ

6.10 Να υπολογισθεί το στοχαστικό ολοκλήρωµα
∫ T

0 B(t)dB(t), χρησιµοποιώντας τον τύπο του Ito.

Λύση: Ορίζουµε f(t, S), όπου S = B(t) ⇒ dS = dB(t), και κατά συνέπεια M = 0, καθώς και Σ = 1.
Επίσης, οι παράγωγοι για τον τύπο του Ito είναι,

∂f

∂t
= 0,

∂f

∂S
= 2S,

∂2f

∂S2
= 2

΄Αρα,

df = [0 + 0 ∗ 2S + 12 1

2
2]dt+ 1 ∗ 2SdB(t)⇒ df = [

1

2
122]dt+ 1 ∗ 2B(t)dB(t)
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⇒ dB2(t) = dt+ 2B(t)dB(t)⇒
∫ T

0
dB2(t) =

∫ T

0
dt+ 2

∫ T

0
B(t)dB(t)

B2(T )−B2(0) = T + 2I

,όπου από την ιδιότητα της κίνησης Brown B2(0) = 0 και I = 2
∫ T

0 B(t)dB(t). Συνεπώς η προηγούµενη σχέση

ϑα γίνει,

I =
1

2
[B2(T )− T ]⇒

∫ T

0
B(t)dB(t) =

1

2
[B2(T )− T ]

6.11 Να υπολογίσετε το στοχαστικό ολοκλήρωµα
∫ T

0 exp
(
B(t)

)
dB(t).

Λύση: Πρέπει να ϐρούµε µια συνάρτηση f , όπου όυαν ϑα πάµε να αναπτύξουµε το διαφορικό της ϑα πρέπει

να εµφανιστεί το exp
(
B(t)

)
. Σηµειώνεται ότι, ϑα κινηθούµε σαν να είναι ένα κλασσικό ολοκλήρωµα, για να

ϐοηθηθούµε περισσότερο για την επιλυσή του, δηλαδή να είναι της µορφής

∫
exp(x)dx = exp(x). ΄Αρα, για

την συνάρτηση f = exp
(
exp(B(t)

)
↔ f = exp(S), όπου S = B(t), ϑα έχουµε ότι M = 0 και Σ = 1, διότι

dS = 0dt+ 1dB. Εν συνεχεία, ϑα υπολογίσουµε τις παραγώγους,

∂f

∂t
= 0,

∂f

∂S
= exp(S),

∂2f

∂S2
= exp(S)

Εφαρµόζωντας τον τύπου του Ito και αντικαθιστώντας όπου S = B(t) ϑα έχουµε ότι,

df = d
(
exp(S)

)
= [0 + 0exp(s) +

1

2
12exp(S)]dt+ 1exp(S)dB(t)⇒ d

(
exp(s)

)
= [

1

2
exp(S)]dt+ exp(S)dB(t)

d[exp(B(t)] = [
1

2
exp(B(t))]dt+ exp(B(t))dB(t)

⇒
∫ T

0
d(exp(B(t))) =

1

2

∫ T

0
exp(B(t))dt+

∫ T

0
exp(B(t))dB(t)

⇒ exp(B(T ))− exp(B(0)) =
1

2

∫ T

0
exp(B(t))dt+ I ⇒ I = exp(B(T )− 1− 1

2

∫ T

0
exp(B(t))dt

6.12 ΄Εχει παρατηρηθεί ότι αν µια χρηµατηιστηριακή αγορά λειτουργεί για t ώρες , η µέση τιµή και
η διασπορά είναι 5t. Αν η αγορά λειτουργήσει για έναν τυχαίο αριθµό ωρών, που ακολουθεί την οµοι-
όµορφη κατανοµή µεταξύ 8 και 10 ωρών, να ϐρεθεί η µέση τιµή και η διασπορά που ϑα καολουθήσουν
οι συναλλαγές.

Λύση: Ορίζουµε ως T τον χρόνο λειτουργίας και ως N(t), τον αριθµό των συναλλαγών σε t ώρε λειτουργίας.

Επίσης, γνωρίζουµε ότι E[N(t)] = V [N(t)] = 5t και υπολογίζουµε εύκολα την µέση τιµή και την διασπορά στον

χρόνο λειτουργίας T ,

• E[T ] = 10+8
2 = 9

• V [T ] = (10−8)2

12 = 1
3

∆ιαδοχικά λοιπόν ϑα έχουµε ότι,

E[N(T )] = E
[
E[N(T )|T ]

]
= E[m(T )]

αλλά, E[N(T )|T=t] = m(t) = E[N(t)] = 5t. Συνεπώς,

E[N(T )] = E[5T ] = 5E[T ] = 5 ∗ 9 = 45

. Αντίστοιχα για την διασπορά έχουµε ότι,

V [N(T )] = E
[
V [N(T )|T ]

]
+ V

[
E[N(T )|T ]

]
αλλά , V [N(T )|T=t] = V [N(t)] = 5t. Εποµένως,

V [N(T )] = E[5T ] + V [5T ] = 5E[T ] + 25V [T ] =
160

3
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6.5 Ασκήσεις για λύση

6.13 Να αποδείξετε ότι Cov[B(s), B(t)] = t, λαµβάνωντας υπόψη ότι 0 ≤ t < s.

6.14 Να αποδείξετε ότι η X(t) =
√
tZ(t) είναι µία κίνηση Brown, δεδοµένου ότι Z(t) ∼ N(0, 1).

6.15 ΄Εστω ότι W (t) = Wt µια κίνηση Brown, τότε ορίζουµε Xt = eWt. Να υπολογισθούν:

(αʹ) E[Xt],

(ϐʹ) V [Xt],

(γʹ) και Cov[Xs, Xt], 0 ≤ s ≤ t.

6.16 ΄Εστω B(t) µια κίνηση Brown. Υπολογίσατε την πιθανότητα P [B(1.5) +B(2) < 3].

6.17 ΄Εστω B(t) µια κίνηση Brown. Υπολογίσατε:

(αʹ) P [B(4) ≤ 3|B(0) = 1]

(ϐʹ) Να ϐρεθεί ένας αριθµός c, για το οποίο ϑα ισχύει η σχέση P [B(9) < c|B(0) = 1] = 0, 1.

6.18 ΄Εστω B(t) µια τυπική κίνηση Brown και µια σταθερά ρ > 0. ∆είξατε ότι η ανέλιξη W (t) =

ρB
(
t
ρ2

)
είναι επίσης µια τυπική κίνηση Brown.

6.19 ΄Εστω B(t) µια τυπική κίνηση Brown, να υπολογίσετε την ποσότητα E[exp(kB(t))] , όπου k είναι
µια σταθερά.

6.20 ΄Εστω B(t) µια τυπική κίνηση Brown, όπως υπολογίσετε την συνδιακύµανση της ανέλιξης
W (t) = tB(1/t), όπου W (0) = 0.

6.21 Μια εταιρεία Ϲηµιώνεται εάν η µετοχή της κατρακυλήσει στο µηδέν. Αν η τιµή της µετοχής
περιγράφεται από µία τυπική κίνηση Brown και έχει αρχική τιµή 5, ποια είναι η πιθανότητα να
καταστραφεί η εταιρεία την χρονική στιγµή t = 25·

6.22 Να ϐρεθεί το διαφορικό της f = exp(µt + σB(t), όπου µ, σ είναι σταθερές και B(t) είναι µια
κίνηση Brown.

6.23 ΄Εστω X(t) µια στοχαστική ανέλιξη µε µ = 0 και σ2 = t, καθώς και c > 0 µία σταθερά. Να
ελέγξετε εάν η ανέλιξη Y (t) = X(t) είναι µια κίνηση Brown.

6.24 ΄Εστω B(t) είναι µία τυπική κίνηση Brown . Ορίζωντας R(t) = |B(t)|, να δείξετε ότι E[R(t)] =√
2t
π και V [R(t)] = (1− 2π)t.

6.25 Να αποδειχθεί η σχέση V (X) = E
[
V [X|Y ]

]
+ V

[
E[X|Y ]

]
.

6.26 Να λυθεί η σχέση dX(t) = X3(t)dt−X2(t)dB(t) και να ϐρεθεί η τυχαία µεταβλητή X(t).

6.27 Να ϐρεθεί η στοχαστική διαφορική εξίσωση που έχει για λύση της, την F = 2B3(t) + t.

6.28 Αν η S(t) ακολουθεί την dS = rSdt + σSdB, να ϐρεθεί η στοχαστική διαφορική εξίσωση της
S∗ = Sexp(−rt).

6.29 ∆εδοµένου ότι Corr(B1(t), B2(t)) = ρ να αποδείξετε ότι dB1dB2 = ρdt.

6.30 Να δείξετε ότι d(SR) = RdS + SdR+ dSdR

6.31 Να υπολογισθεί το στοχαστικό ολοκλήρωµα
∫ T

0 B(t)dt, το οποίο είναι το εµβαδόν κάτωθεν µιας
κίνησης Brown.

6.32 Μια δισδιάστατη διακριτή κατανοµή έχει συνάρτηση πιθανότητας f(x, y) = 1
1815(2x + y), µε

x = 0, 1, 2, . . . , 10 και y = 0, 1, 2, . . . , 10. Χρησιµοποιώντας κατάλληλες εντολές του microsoft excel,
υπολογίσατε τις περιθώριες κατανοµές, τις δεσµευµένες περιθώριες κατανοµές και επαληθεύσατε

ότι E[X] = E
[
E[X|Y ]

]
.
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