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Γεώργιος Φιλίππου
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Η ΣΗΜΑΣΙΑ ΤΗΣ ΙΣΤΟΡΙΑΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΓΙΑ ΤΗ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑ

Ο Cajory προτάσσει στο κλασικό του έργο Ιστορία των μαθηματικών (1893) την ακόλουθη περικοπή: 

“I am sure that no subject loses more than mathematics by any attempt to dissociate it from its history” (Glaisher).

Δύο πράγματα θέλει να τονίσει με την πιο πάνω αναφορά, ότι όλες οι επιστήμες χάνουν όταν αποξενώνονται από την ιστορία τους, αλλά τα μαθηματικά χάνουν περισσότερο.

Από τότε γράφτηκαν πολλά για την ιστορία των μαθηματικών ως βασικό μέρος της ίδιας της επιστήμης και ως εργαλείου για τη διδασκαλία μάθηση του αντικειμένου. Στην προσπάθεια αυτή θα ασχοληθώ με το ρόλο που μπορεί να παίξει η ιστορία των μαθηματικών για αποδοτική διδασκαλία συνοψίζοντας στοιχεία από τον προβληματισμό που αναπτύχθηκε στη διάρκεια του 20ου αιώνα και δίνοντας παραδείγματα.

Διδασκαλία, Γνώση,  Ιστορία και Επιστημολογία

Αρχίζω με το αξίωμα ότι ο παιδαγωγός σκοπό έχει να βοηθήσει το παιδί να οικοδομήσει γνώσεις και να αναπτύξει ικανότητες. Η απόκτηση γνώσεων και η ανάπτυξη ικανοτήτων είναι αλληλένδετες και επιτυγχάνονται μέσα από τη μαθησιακή διαδικασία. Η σύγχρονη παιδαγωγική θεωρεί τη γνώση ως δυναμική και όχι αδρανή. Ο μαθητής αναμένεται να οικοδομήσει γνώσεις και να αποκτήσει την ικανότητα αναζήτησης, ανάπλασης, ενσωμάτωσης και εφαρμογής των γνώσεών του  

Αλλά τι ακριβώς εννοούμε με τον όρο «Γνώση». Ένας ορισμός που έχει δοθεί είναι ότι γνώση θεωρείται το απόσταγμα και η γενίκευση των απαντήσεων που δόθηκαν σε σημαντικά ερωτήματα τα οποία απασχόλησαν τον άνθρωπο στο παρελθόν. 

Ο Bachelard διατείνεται ότι, αν δεν υπήρχε καμία ερώτηση στο παρελθόν, δεν θα ήταν δυνατό να έχουμε επιστημονική γνώση, αφού τίποτα δεν είναι δεδομένο και τίποτα δεν εμφανίζεται μόνο του, αλλά τα πάντα κατασκευάζονται για κάποιο σκοπό (αναφορά στο  Barbin, 1996.) 

Στο πλαίσιο αυτό μπορεί να λεχθεί ότι η μαθηματική γνώση προέκυψε κατά τη διαδικασία παραγωγής απαντήσεων σε ερωτήματα και προβλήματα ενός συγκεκριμένου είδους. Τα προβλήματα αυτά ήταν αρχικά πρακτικής φύσης, όπως π.χ., προβλήματα μέτρησης, σύγκρισης και υπολογισμού, αλλά στην πορεία, ο άνθρωπος ασχολήθηκε με ερωτήματα θεωρητικής φύσης, τα οποία δεν είχαν άμεσο πρακτικό αποτέλεσμα. Ήταν θέμα ικανοποίησης της πνευματικής περιέργειας και ανησυχίας και, τουλάχιστον σε πρώτο επίπεδο, ήταν επιδίωξη της γνώσης για τη γνώση.  

Παράδειγμα: Ο Ηρόδοτος αναφέρει ότι η γεω-μετρία αναπτύχθηκε στη Αίγυπτο για τη μέτρηση της γης, για την οριοθέτηση των αγρών, όταν αποσύρονταν τα νερά του Νείλου. Η ανάγκη για υπολογισμό συνεχών ποσοτήτων, π.χ. υγρών, οδήγησε στην εύρεση μεθόδων υπολογισμού της χωρητικότητας απλών στερεών. Έτσι, τα μαθηματικά των Αιγυπτίων έφθασαν στο μέγιστο επίτευγμα, τον υπολογισμό του όγκου κόλουρης πυραμίδας, που ονομάστηκε «Μεγίστη Αιγυπτιακή Πυραμίδα» (Eves, 1986).

Η φιλοσοφική διάθεση των Ελλήνων οδήγησε στη διατύπωση και «επίλυση» των τριών μεγάλων προβλημάτων της αρχαιότητας, τα οποία δεν είχαν πρακτικό όφελος. Τα προβλήματα αυτά απασχόλησαν για αιώνες μαθηματικούς και απλούς ανθρώπους και η συμβολή τους στην ανάπτυξη της επιστήμης των μαθηματικών υπήρξε τεράστια. Η απόδειξη για το αδύνατο της κατασκευής τους συμπληρώθηκε μόλις το 19ο αιώνα. 

Αφού λοιπόν η γνώση προέρχεται από το παρελθόν, η απόκτησή της, δηλαδή η διαδικασία μάθησης συνδέεται άμεσα και μπορεί να βασιστεί στην ιστορία του αντικειμένου. 

Δεν είναι τυχαίο που η ιστορική προσέγγιση ακολουθείται κατά κανόνα σε πολλές σοβαρές συζητήσεις και βέβαια σε επιστημονικές διαλέξεις, ανεξάρτητα από το θέμα και το επίπεδο. Συχνά, ο αγορητής  εισάγει το θέμα του με κάποια ιστορικά στοιχεία, επισημαίνει σημαντικούς σταθμούς της εξέλιξης του αντικειμένου και μετά καταλήγει στη σημερινή κατάσταση πραγμάτων, εστιάζοντας στο ειδικό θέμα που πραγματεύεται. 

Η ιστορική προσέγγιση βασίζεται στη λογική ότι η παρούσα κατάσταση πραγμάτων για οποιοδήποτε θέμα δεν είναι έννοια μεμονωμένη και αυθύπαρκτη, αλλά αντλεί σημασία από το παρελθόν και καταξιώνεται από τη δυναμική επηρεασμού του μέλλοντος. Η γνώση, ο πολιτισμός και οι παραδόσεις ενός λαού είναι οι ρίζες που τον υποστηρίζουν στη γη και τρέφουν το υπερκείμενο μέρος του.  

Όταν όμως μιλούμε για ιστορία τι ακριβώς εννοούμε; Είναι γνωστό ότι η ιστορία γράφεται και ξαναγράφεται, ανάλογα με τις εκάστοτε κοινωνικές αντιλήψεις ή ακόμη και τις προκαταλήψεις. Τα ίδια γεγονότα αποδίδονται διαφορετικά και ερμηνεύονται ανάλογα με την οπτική θεώρηση του συγγραφέα, ώστε να είναι δύσκολο να συμφωνηθεί η πραγματική ιστορία. Ο κάθε μελετητής αξιολογεί και ερμηνεύει τα δεδομένα μέσα από το δικό του φιλοσοφικό φακό. Υπάρχει ακόμη το ερώτημα αναφορικά με το δίλημμα: ιστορία των πηγών ή ιστορία των ιδεών; Από την επιστημολογική και διδακτική άποψη μας ενδιαφέρει η ιστορική ανάπτυξη των ιδεών, η οποία, ωστόσο, βασίζεται στις πηγές. 

Αν η «ιστορία» ενός αντικειμένου εξετάζει, αναλύει και ερμηνεύει συγκεκριμένες πτυχές της γνώσης που αναπτύχθηκε στο παρελθόν, τότε ο ιστορικός ασχολείται με ερωτήματα της μορφής: τι, πότε, πώς, από ποιον και γιατί έγινε κάτι; Οι απαντήσεις που θα δοθούν στα ερωτήματα θα βασίζονται στη μελέτη και ανάλυση των διαθέσιμων πηγών. Αλλά η επιλογή της σκοπιάς από την οποία θα θεωρηθεί η ιστορία ενός θέματος είναι συνάρτηση υποκειμενικών φιλοσοφικών και κοινωνικών αντιλήψεων. 

Παράδειγμα: Η πλατωνική αντίληψη για τα μαθηματικά, ότι δηλαδή υπάρχουν a priori στον κόσμο των ιδεών, ανεξάρτητα και έξω από τον άνθρωπο, και ότι οι μαθηματικές προτάσεις αποτελούν τέλειες και διαχρονικές αλήθειες, προκαθορίζει σε μεγάλο βαθμό την οπτική γωνία θέασης των πραγμάτων. Αν πρόσθετα ληφθεί υπόψη ότι στο παρελθόν με την ιστορία των μαθηματικών ασχολήθηκαν κατά κανόνα μαθηματικοί, δεν πρέπει να μας ξενίζει το γεγονός ότι η ιστορία των μαθηματικών είναι γραμμένη σε αυστηρά υποθετικό-συμπερασματική δομή. Ενώ είναι γνωστό ότι η κομψή τυπική παρουσίαση μιας μαθηματικής πρότασης δεν αποκαλύπτει τίποτα από τη διαδικασία που οδήγησε στη δημιουργία της. Με άλλα λόγια, η μαθηματική δημιουργία του παρελθόντος καταγράφηκε με βάση τα πρότυπα της εποχής του ιστορικού και όχι σπάνια με τον αντίστοιχο συμβολισμό. Ανάλογη ήταν και η ερμηνευτική των δεδομένων. 

Η μετά-μοντέρνα αντίληψη της ιστορίας δίνει αυξημένη έμφαση σε δύο μεταβλητές: Πρώτον, στις κοινωνικές και οικονομικές συνθήκες και γενικά το περιβάλλον μέσα στο οποίο αναπτύχθηκε η γνώση, και δεύτερον, στη σημασία που έχει η συγκεκριμένη γνώση στην αλληλουχία των γεγονότων. Μελετά τα γεγονότα του παρελθόντος ως μέρος ενός συνεχούς ή ως βήματα που προετοίμασαν τις νεότερες πιο τελειοποιημένες δομές της γνώσης. Δίνει σημασία στη σχέση της ιστορικής στιγμής ως μέρους της εξέλιξης της γνώσης. Τα γεγονότα είναι ένα δυναμικό σύνολο διαδικασιών που συνδέουν το παρελθόν με το παρόν και προϊδεάζουν για το μέλλον. Ο ιστορικός ανασυνθέτει τους παράγοντες που συνέβαλαν στη δημιουργία των συγκεκριμένων δομών γνώσης, τα κίνητρα που  ώθησαν στις συγκεκριμένες λύσεις, σε συνδυασμό με τη σημασία τους στις μετέπειτα εξελίξεις, μέσα στις σύγχρονες κοινωνικές και πολιτισμικές συνθήκες.

Κατά τις τελευταίες δεκαετίες διαμορφώνεται μια νέα φιλοσοφία των μαθηματικών «χωρίς θεμέλια». Μετά από τις αποτυχημένες προσπάθειες που έκαναν κορυφαίοι μαθηματικοί-φιλόσοφοι (κυρίως οι Frege, Russell, Hilbert, και Brouwer) να θεμελιώσουν την «καθαρότερη των επιστημών», οι αναζητήσεις στράφηκαν προς άλλες κατευθύνσεις. Οι θεμελιωτιστές είχαν μια σημαντική κοινή συνιστώσα που έλκει την καταγωγή της από τον ιδεαλισμό του Πλάτωνα. Ξεκινούσαν από την παραδοχή ότι υπάρχει τρόπος να δημιουργηθεί ένα σύστημα απαλλαγμένο από παράδοξα, με αναμφισβήτητες και μόνιμες μαθηματικές αλήθειες. Μετά την απόδειξη του Godel ότι είναι αδύνατο να αποδειχθεί ή να αποκλεισθεί η αλήθεια κάθε πρότασης σε ένα μαθηματικό σύστημα με εσωτερικά μόνο μέσα, το αντικείμενο της θεμελίωσης των μαθηματικών εξέλειψε. Σήμερα δεν γίνεται αποδεκτή η πλατωνική μεταφυσική αντίληψη των μαθηματικών.

Η αντίληψη ενός τελειωμένου μαθηματικού συστήματος παραπέμπει στη λογική ότι ο ερευνητής ή/και ο μαθητής αναμένεται να ανακαλύπτουν/αναπαράγουν υπάρχουσες μαθηματικές προτάσεις (το μοντέλο μάθηση με ανακάλυψη). Τώρα που οι ελπίδες για ένα τέτοιο σύστημα έχουν εκλείψει, γίνεται αποδεκτή η άποψη ότι τα μαθηματικά ούτε έχουν ούτε χρειάζονται θεμέλια. Οι μαθηματικές προτάσεις δεν είναι όλες απόλυτες αλήθειες, μερικές δεν είναι καν βέβαιες, αλλά ένα μέρος τους είναι ημι-εμπειρικές, πιθανές και δυνατό να είναι εσφαλμένες (Putnam, 1998). Τα μαθηματικά γενικά δεν υπάρχουν κάπου εκεί έξω, αλλά δημιουργούνται ή εφευρίσκονται από τον άνθρωπο κατά την ενασχόλησή του με καθημερινά προβλήματα ή με νοητικές ιδέες, προς εξυπηρέτηση υλικών και πνευματικών στόχων (Hersh, 1998). Από τη στιγμή της δημιουργίας του ένα σύστημα έχει ιδιότητες, συχνά πολύπλοκες, που θα ανακαλυφθούν σταδιακά. Η αντίληψη αυτή έχει άμεση σύνδεση με τη θεωρία του οικοδομισμού (το μοντέλο οικοδόμησης της γνώσης ή της ενεργητικής μάθησης). Η συζήτηση για μάθηση με ανακάλυψη ή μάθηση με κατασκευή έχει φιλοσοφικές ρίζες και ευρύτερες προεκτάσεις. Η ‘ανακάλυψη’ με την έννοια της ανακάλυψης της Αμερικής από τον Κολόμβο και η κατασκευή/εφεύρεση με την έννοια της  δημιουργίας ενός νέου μαθηματικού συστήματος.  αναφέρεται στην 

Παράδειγμα: Λέμε ότι το 1614 o John Napier ανακάλυψε τους λογάριθμους, γιατί η βασική ιδέα είναι μια προέκταση των ιδιοτήτων των πράξεων στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Οι ιδιότητες αυτές ήταν εκεί από τη στιγμή που κατασκευάστηκε το σύστημα των πραγματικών αριθμών. Αντίθετα, το 1857 ο Cayley δημιούργησε ή εφεύρε τους «πίνακες» που είναι μαθηματικά αντικείμενα, τα οποία δεν αποτελούν ιδιότητες κανενός γνωστού συστήματος. Ωστόσο, από τη στιγμή της επινόησής τους οι πίνακες είχαν ιδιότητες και μπορούσαν να τύχουν εφαρμογής σε τομείς που ούτε ο δημιουργός τους δεν είχε φανταστεί. Μπορούμε να πούμε ότι οι ιδιότητες των πινάκων, οι εφαρμογές και οι γενικεύσεις τους ανακαλύφθηκαν. 

Μια άλλη αντίληψη των μαθηματικών, η οποία επίσης αναθεωρείται, είναι το αλάθητο των μαθηματικών προτάσεων. Για αιώνες, κάθε αλήθεια στα μαθηματικά θεωρείτο ακριβής και διαχρονική. Η πεποίθηση αυτή καταρρίφθηκε από τη στιγμή που δημιουργήθηκε η μη Ευκλείδεια γεωμετρία, που είχε ως αποτέλεσμα πολλά από τα θεωρήματα του Ευκλείδη να θεωρούνται όχι απόλυτες αλλά «κατά συνθήκη αλήθειες». Η σύγχρονη αντίληψη υποστηρίζει ότι η αξιωματική μέθοδος μας διασφαλίζει ότι οι μαθηματικές προτάσεις είναι λογικά συμπεράσματα ενός συνόλου παραδοχών. Αλλά, τα αξιώματα δεν θεωρούνται προφανείς αλήθειες, είναι υποθέσεις εργασίας, των οποίων η σημασία ελέγχεται από τη συνέπεια, τη θεωρητική και πρακτική σημασία του μαθηματικού συστήματος. Δεδομένου ότι ένας τέτοιος έλεγχος γίνεται εμπειρικά, τα μαθηματικά ή τουλάχιστον ένα μέρος τους είναι ημι-εμπειρική επιστήμη που, κατά το Lakatos (1976), επιδέχεται αποδείξεις αναιρέσεις και βελτιώσεις.   

Ο νόμος της ψυχολογικής ανακεφαλαίωσης (psychological recapitulation)
Σε ότι αφορά την ανάπτυξη της γνώσης από το άτομο, τον αιώνα που πέρασε έγινε πολλή συζήτηση για «νόμο της αναθεώρησης» (law of recapitulation). Ποιος είναι αυτός ο νόμος και τι ακριβώς υποστηρίζει: Έχει τις πηγές του στη θεωρία της εξέλιξης των ειδών του Δαρβίνου και δέχεται ότι η «οντογένεση συνοψίζει ή αναθεωρεί τη φυλογένεση» (Ontogenesis recapitulates phylogenesis). Δέχεται, δηλαδή, ότι η φυσιολογική εξέλιξη ενός οργανισμού, από τη στιγμή της σύλληψης μέχρι την πλήρη ανάπτυξή του, περνά συνοπτικά από όλα τα στάδια ιστορικής εξέλιξης του είδους. 

Οι ιδέες αυτές βρίσκονται και στους αρχαίους Έλληνες. Ο Εμπεδοκλής υποστήριζε ότι το έμβρυο αναπτύσσεται στο αμνυακό υγρό συνοψίζοντας τη κοσμογονική διαδικασία. Η σύγχρονη διατύπωση οφείλεται στο Γερμανό βιολόγο Haeckel (1875) και είναι η εξής:

Η σειρά των μορφών μέσα από τις οποίες διέρχεται ένας οργανισμός κατά την ανάπτυξή του από το ωάριο μέχρι την πλήρη σωματική του δομή, είναι μια συνοπτική επανάληψη της μακράς σειράς μορφών από οποίες διήλθαν οι πρόγονοί του, από την αρχική περίοδο της οργανικής ζωής μέχρι σήμερα.  

Η αρχική διατύπωση αφορούσε τη φυσιολογική εξέλιξη, αλλά ο ίδιος Haeckel αναφέρεται στο νευρικό σύστημα και τη σταδιακή του ανάπτυξη λέγοντας «η ψυχική ανάπτυξη του παιδιού δεν τίποτα άλλο παρά μια επανάληψη της φυλογενετικής ανάπτυξης» (Radford, 2000, p. 145). Έτσι, το παιδί συμπεριφέρεται και σκέφτεται όπως οι ενήλικες μιας προηγούμενης εποχής.

Με βάση την αρχή αυτή η Ιστορία γενικά λειτουργεί προσδιοριστικά, ενώ παραγνωρίζεται η σημασία του κοινωνικού περιβάλλοντος, το οποίο προφανώς διαφοροποιείται σημαντικά.

Η ερμηνεία του νόμου της «ανακεφαλαίωσης» από τους ψυχολόγους

Η ψυχολογική αυτή αντίληψη της διασύνδεσης της ιστορίας με την τρέχουσα διαδικασία μάθησης επικροτήθηκε από πολλούς μελετητές, αλλά όχι στην απλουστευμένη της μορφή. Οι Piaget και Garcia (1989) απέφυγαν τη χρήση του όρου και έδωσαν μια δική τους γενετική διάσταση στο θέμα. Υποστηρίζουν ότι πρέπει να αντιληφθούμε την ανάπτυξη της γνώσης με βάση τα νοητικά εργαλεία και τους μηχανισμούς απόκτησής της. 

Ως πρώτο μηχανισμό θεωρούν τη διαδικασία αφομοίωσης-ολοκλήρωσης- εγκατάστασης του νέου με βάση τα υφιστάμενα γνωστικά σχήματα. Και επισημαίνουν ότι δεδομένου ότι το άτομο από τη μια επιλέγει, μετασχηματίζει και αφομοιώνει τα στοιχεία που δέχεται από το περιβάλλον προς τις υφιστάμενες τις δομές, ενώ από την άλλη δεν είναι δυνατό να υπάρξει αφομοίωση καθαρής γνώσης, ξεκομμένης από το κοινωνικό πλαίσιο, αφού όλα τα αντικείμενα έχουν πάντα μια κοινωνική σημασία. 

Ένας δεύτερος μηχανισμός μετάβασης από το ένα φυλογενετικό στάδιο στο επόμενο, ανάλογο με εκείνα που οδηγούν από το ένα ψυχογενετικό στάδιο στο επόμενο που έχουν εντοπίσει αναφέρεται στα επίπεδα ανάλυσης. Πρόκειται για μια διαδικασία τριών σταδίων ανάλυσης: την ενδο-αντικειμενική (intra-subject), που ασχολείται με την ανάλυση των στοιχείων ενός αντικειμένου, την δια-αντικειμενική (inter-subject), που αναλύει τις σχέσεις ανάμεσα σε αντικείμενα τους μετασχηματισμούς, και την υπερ-αντικειμενική (trans-subject), που συνδυάζει αντικείμενα για τη δημιουργία δομών.     

Ο Vygotsky ασχολήθηκε με το νόμο της αναθεώρησης και τόνιζε την ανάγκη κατανόησης της βιολογικής μας βάσης. Υποστήριζε κατά την ανάπτυξη του ατόμου διακρίνονται δύο είδη νοητικής ανάπτυξης που τα βρίσκουμε σε απομόνωση στη φυλογένεση, η βιολογική και η ιστορική, ή η φυσική και κοινωνική ανάπτυξη της συμπεριφοράς. Αλλά «με αυτό δεν εννοούμε ότι η οντογένεση σε καμιά μορφή ή βαθμό επαναλαμβάνει η παράγει τη φυλογένεση ή την παραλληλίζει» (σ. 190.). Στη δική ανάλυση αναγνωρίζει αυξημένο ρόλο στο κοινωνικό-πολιτιστικό πλαίσιο. Υποστηρίζει ότι η κουλτούρα όχι μόνο προσφέρει τις μορφές των επιστημονικών εννοιών και μεθόδων διερεύνησης, αλλά διαφοροποιεί και τη λειτουργία των νοητικών δομών με τη χρήση εργαλείων κάθε είδους. (Για τους Piaget και Garcia τα εργαλεία απόκτησης γνώσης παραμένουν σταθερά).

Η ερμηνεία του νόμου της «ανακεφαλαίωσης» από τους μαθηματικούς   

Στις αρχές του 20ου αιώνα πολλοί γνωστοί μαθηματικοί δέχθηκαν το βιογενετικό νόμο, χωρίς τούτο να σημαίνει ότι αποδέχθηκαν κατά γράμμα, αντίθετα έδωσαν τις δικές τους ερμηνείες. 

Για παράδειγμα, ο Henry Poncare έδωσε από νωρίς (1899) τη δική του ερμηνεία της σχέσης ανάμεσα στην εννοιολογική και την ανάπτυξη. Γράφει συγκεκριμένα, «Αναμφίβολα, είναι δύσκολο για το δάσκαλο να διδάξει μια αιτιολόγηση που δεν το ν ικανοποιεί πλήρως…Αλλά, ο κύριος σκοπός της διδασκαλίας δεν είναι η ικανοποίηση του δασκάλου…πάνω από όλα μας ενδιαφέρει το μυαλό του παιδιού και αυτό που θέλουμε να γίνει…. Το έργο του δασκάλου είναι να κάνει τα παιδιά να ακολουθήσουν την ατραπό που ακολούθησαν οι πατέρες τους, περνώντας γρήγορα από ορισμένα στάδια χωρίς να παραλείψουν κανένα. Με αυτή την έννοια η ιστορία είναι ο οδηγός μας» (αν. Furringhetti & Radford 2002, σ. 638).

O Felix Klein όχι μόνον υποστήριζε τη χρησιμοποίηση της ιστορίας, αλλά και εφάρμοσε τις ιδέες του στη διδασκαλία. Η αφετηρία του πιθανόν να ήταν μια επιθυμία περιορισμού της υπερβολικής αυστηρότητας και του φορμαλισμού στη διδασκαλία. Με αυτή την έννοια ενδιαφερόταν ιδιαίτερα για τη διάκριση διαίσθησης αυστηρότητας, και στο σχολείο προέτρεπε την αξιοποίηση της διαίσθησης. Έγραφε συγκεκριμένα «Υποστηρίζω πως η μαθηματική διαίσθηση … βρίσκεται πάντοτε πολύ μπροστά από τη λογική αιτιολόγησης και καλύπτει μια ευρύτερη περιοχή. Θα μπορούσα να κάνω μια ιστορική αναδρομή δείχνοντας ότι κατά τη ανάπτυξη πλείστων κλάδων των μαθηματικών η αφετηρία ήταν διαίσθηση ενώ η λογική επεξεργασία ακολούθησε» (Furringhetti, Radford, 2002, p. 639).  

Η σχέση ιστορίας μάθησης αποδίδεται στις εγγενείς ιδιότητες της γνώσης και περισσότερο των μηχανισμών που διαμεσολαβούν κατά τη μετάβαση από το ένα επίπεδο γνώσης στο άλλο. Αφού τα στάδια είναι δεδομένα για κάθε έννοια, θα προσομοιάζουν και τα επιστημολογικά εμπόδια που θα συναντήσει ο σύγχρονος μαθητής. Ώστε, ο μαθητής μπορεί να παρακολουθήσει το δρόμο των πρωτοπόρων, αντί να το χαράξει από την αρχή, αφού οι μηχανισμοί που μεσολαβούν κατά τη μετάβαση από το ένα στάδιο στο άλλο είναι οι ίδιοι. 

Παράδειγμα: Η Sfard (1995) αναφέρεται στα επίπεδα ανάπτυξης και την αρχή της επανάληψης της φυλογένεσης από την οντογένεση σε σχέση με την ιστορία της άλγεβρας. Είναι γνωστό ότι η ιστορική ανάπτυξη της άλγεβρας πέρασε από τρία επίπεδα ή μορφές:τη ρητορική και συγκεκομμένη, τη συμβολική και την άλγεβρα των αφηρημένων δομών. Ως επιβεβαίωση της αρχής της επανάληψης, η Sfard παραθέτει εμπειρικά δεδομένα, από δικές της μελέτες και μελέτες άλλων, καθώς και λογικά επιχειρήματα τα οποία υποστηρίζουν ότι οι μαθητές διευκολύνονται με την πορεία που ακολούθησε η φυλογένεση. Βρήκε ότι οι μαθητές είχαν καλύτερη επίδοση και προτιμούσαν τη φραστική παρά τη συμβολική αναπαράσταση των αλγεβρικών σχέσεων. Η μετάβαση από το χειριστικό επίπεδο σκέψης στο δομικό είναι απαιτητική και προϋποθέτει πιο αναπτυγμένο επίπεδο κατανόησης.  

Τα τελευταία χρόνια έχει διαφοροποιηθεί η ερμηνεία της «αρχής της ψυχολογικής ανακεφαλαίωσης». Το ισχυρότερο επιχείρημα είναι ότι η φυλογένεση έλαβε χώρα σε κοινωνικό-πολιτισμικό περιβάλλον εντελώς διαφορετικό από το σημερινό στο οποίο αναμένεται να επισυμβεί η οντογένεση (Radford, 1997). Είναι, λοιπόν, μη ρεαλιστικό να αναμένουμε από τα παιδιά να αντιμετωπίζουν τις ίδιες δυσκολίες και τα ίδια εμπόδια που εμφανίστηκαν στη φάση της φυλογένεσης, χωρίς βέβαια να αποκλείεται η μεταξύ τους ομοιότητα. 

Ο Brousseau (1997) διακρίνει τα ακόλουθα τρία είδη μαθησιακών εμποδίων:

· Οντογενετικής προέλευσης

· Διδακτικής προέλευσης

· Επιστημολογικής προέλευσης

Τα εμπόδια οντογενετικής προέλευσης είναι δυσκολίες που οφείλονται στο άτομο και τους ατομικούς περιορισμούς, όπως π.χ. τη νευρο-φυσιολογική του κατάσταση και το αναπτυξιακό στάδιο που βρίσκεται. Τα εμπόδια διδακτικής προέλευσης είναι δυσκολίες που οφείλονται στο αναλυτικό πρόγραμμα, στις επιλογές των μαθησιακών δραστηριοτήτων, στο μοντέλο διδασκαλίας και γενικά σε παράγοντες του εκπαιδευτικού συστήματος. Τα εμπόδια επιστημολογικής προέλευσης είναι καταστάσεις που οφείλονται στις απαιτήσεις του αντικειμένου, λόγω της προοδευτικά αυξημένης πολυπλοκότητας της δομής της γνώσης. Όμοιες δυσκολίες που παρατηρήθηκαν και στη φάση της φυλογένεσης, πράγμα που σημαίνει ότι κανένας δεν μπορεί να τις παρακάμψει πλήρως.

Ωστόσο, θα πρέπει να προστεθεί ότι παρά το γεγονός ότι τα εμπόδια αυτά μπορούμε να τα συναντήσουμε στην ιστορία της έννοιας, δεν θα πρέπει να μεγεθύνουμε τη σημασία τους ούτε και να αναπαράγουμε την ιστορία στην τάξη. Συμπερασματικά, μπορεί να λεχθεί ότι ναι μεν είναι αδύνατο να αναμένουμε πλήρη επανάληψη της φυλογένεσης κατά την οντογένεση, αλλά  η ιστορία των μαθηματικών είναι για το δάσκαλο κάτι περισσότερο από πολυτέλεια. Τα οντογενετικά εμπόδια είναι ασαφή, πολύπλοκα και είναι δύσκολο να εντοπιστούν και να κατανοηθούν. Οι βασικές δυσκολίες των μαθητών προέρχονται από την αδυναμία τους να παρακολουθήσουν το ανώτερο δομικό επίπεδο και οι ομοιότητες ανάμεσα στη φυλογένεση και την οντογένεση δεν είναι ούτε τυχαίες ούτε μικρές (Sfard, 1995). Το ερώτημα είναι κατά πόσο είναι  ενήμερος των απαιτήσεων του συγκεκριμένου επιπέδου ο δάσκαλος που θα κληθεί να βοηθήσει το μαθητή να υπερβεί τα  εμπόδια.   

Η σημασία της ιστορίας για τη μάθηση των μαθηματικών

Η σημασία της ιστορίας τόσο για τη μελέτη των μαθηματικών όσο και για την παιδαγωγική του αντικειμένου έχει επισημανθεί σε διεθνή συνέδρια από τις αρχές του 20ού αιώνα (IMC, 1904, αναφορά στο Schubring et al., 2000). 

Εκείνο που μας απασχολεί είναι το θέμα προσδιορισμού μεθόδων αποτελεσματικής ενσωμάτωσης της ιστορίας των μαθηματικών στη μαθησιακή διαδικασία. Τα τελευταία χρόνια παρατηρείται διεθνώς μια αυξημένη παρουσία της ιστορίας των μαθηματικών στα σχολικά βιβλία και κατ΄ επέκταση στη σχολική τάξη. Επιφυλάξεις διατυπώνονται κατά πόσο η ενσωμάτωση γίνεται με τρόπο αποδοτικό και μέσα στο πνεύμα των σύγχρονων αντιλήψεων ως προς την ιστορία, τα μαθηματικά και τις δυνατότητες που προσφέρονται. Αν πρόκειται απλά για μερικές ιστορικές αναφορές στους δημιουργούς μιας έννοιας ή για μερικά αποσπάσματα αυθεντικών κειμένων, δοσμένων με φορμαλιστικό τρόπο, ως τελειωμένες μαθηματικές αλήθειες, είναι αμφίβολο αν θα προκύψει όφελος. Το ίδιο ανεδαφική είναι και η προσπάθεια αναπαραγωγής όλων των σταδίων που ακολούθησε η φυλογένεση, διότι απλά δεν υπάρχει η πολυτέλεια του χρόνου. Μια τέτοια προσπάθεια χρήσης της ιστορίας των μαθηματικών μπορεί να χαρακτηριστεί ως αφελής και, υπό ορισμένες συνθήκες, όταν αυτό γίνεται ασύνδετα και υπερβατικά, με τη μαθηματική γνώση a priori δεδομένη, θα μπορούσε να έχει αρνητικές συνέπειες. 

Χρειάζεται επιλεκτική και μελετημένη αξιοποίηση της ιστορίας, με τρόπο που να τονίζει τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της συγκεκριμένης έννοιας και να τη συνδέει με τα σημερινά δεδομένα. Η προσέγγιση πρέπει να εμπλέκει το μαθητή σε μια διαδικασία  αναζήτησης της απάντησης, όμοια με εκείνη που ακολούθησαν οι πρώτοι δημιουργοί και εφευρέτες των ιδεών. Ο μαθητής πρέπει να ζήσει το πνεύμα και τις κοινωνικές συνθήκες κάτω από τις οποίες εργάστηκαν οι πρώτοι δημιουργοί και να αντιληφθεί τη σημασία που είχαν τα αποτελέσματα για την εποχή τους. Επαφίεται βέβαια  στο διδάσκοντα να επιλέξει ιδέες και περιεχόμενο που να είναι προκλητικό για το μαθητή, αλλά παράλληλα να έχει μια συμβολή στη μετέπειτα ανάπτυξη των μαθηματικών ιδεών που ενδιαφέρουν το σύγχρονο άνθρωπο. Η ιστορία πρέπει να λειτουργήσει ως ένα «επιστημολογικό εργαστήριο», όπου ο μαθητής θα διερευνά το τι σημαίνει και πώς αναπτύσσεται η μαθηματική γνώση. Τα δεδομένα που θα αποτελέσουν το αντικείμενο ιστορικής έρευνας πρέπει να είναι κατάλληλα, με την έννοια ότι θα συνδέονται άμεσα με την ανάπτυξη σύγχρονων μαθηματικών εννοιών.

Παράδειγμα: Μια απομονωμένη αναφορά στα συστήματα αρίθμησης των Βαβυλωνίων και των Αιγυπτίων προσφέρει ελάχιστα στη μάθηση, αν δεν συνδυαστεί με το δεκαδικό σύστημα και τις ιδιότητές του. Το δυαδικό  σύστημα αρίθμησης δεν είναι δυνατό να διδαχθεί χωρίς να γίνει, στοιχειώδης έστω, αναφορά σε κάποιας μορφής λογικές πύλες ή λογικά κυκλώματα, που είναι η βάση της λειτουργίας του σύγχρονου υπολογιστή. Η προτομή του Πυθαγόρα στην εισαγωγή του κεφαλαίου που διδάσκεται το ομώνυμο θεώρημα, δεν αποτελεί συμβολή της ιστορίας των μαθηματικών στη μελέτη του μεγάλου αυτού θεωρήματος. Αντίθετα, ο μαθητής θα μπορούσε να μελετήσει την εξέλιξη του θεωρήματος αρχίζοντας από την πρακτική του εφαρμογή από τους Αιγυπτίους (σχηματισμός ορθής γωνίας με σχοινί 12 μονάδων, χωρισμένο με κόμπους σε μήκη 3, 4 και 5 μονάδων), να περάσει μετά σε κατασκευαστικές αποδείξεις των Ελλήνων, να μελετήσει αποδείξεις που προτάθηκαν  από μαθηματικούς σε άλλες ιστορικές στιγμές και κοινωνικές συνθήκες και, τέλος, να καταλήξει σε γενικεύσεις και επεκτάσεις του.
Από το 1960 δίνεται περισσότερη προσοχή στους σκοπούς και τις λειτουργίες της ιστορίας των μαθηματικών στην εκπαίδευση των εκπαιδευτικών. Οι σημαντικότεροι λόγοι που προβάλλονται γι’ αυτό είναι ότι η ιστορία των μαθηματικών προσφέρει στο μελετητή την ευκαιρία να αποκτήσει, πρώτο, μια καλύτερη αντίληψη για τη φύση των μαθηματικών, δεύτερο, μια βαθύτερη κατανόηση εννοιών και θεωριών, και τρίτο, να γνωρίσει τα εμπόδια που παρεμβάλλονται κατά τη μετάβαση από το ένα φυλογενετικό επίπεδο στο επόμενο. Η αναφορά αυτή δείχνει ότι περισσότερο θα ωφεληθεί από την ιστορία ο εκπαιδευτικός, ο οποίος θα την αξιοποιήσει για να εμπλουτίσει και να διευρύνει το διδακτικό του ρεπερτόριο. 

Ένα πρόγραμμα εκπαίδευσης δασκάλων βασισμένο στην ιστορία των μαθηματικών

Στη συνέχεια συνοψίζουμε τη δική μας προσπάθεια αξιοποίησης της ιστορίας, ένα πρόγραμμα που αναπτύχθηκε και εφαρμόστηκε σε δύο Πανεπιστήμια (του Αιγαίου και της Κύπρου). Βρισκόμασταν τότε στα πρώτα χρόνια της λειτουργίας των παιδαγωγικών τμημάτων και το ερώτημα «τι μαθηματικά θα έπρεπε να διδάσκονται οι μελλοντικοί δάσκαλοι της δημοτικής εκπαίδευσης» δεν είχε απαντηθεί πειστικά. 

Η ανάγκη για ανάπτυξη μιας στέρεας γνωσιολογικής και συναισθηματικής βάσης φαινόταν όλο και περισσότερο πιεστική διότι το μεγαλύτερο μέρος των φοιτητών των παιδαγωγικών Τμημάτων προέρχονταν από κατευθύνσεις του Λυκείου στις οποίες διδάσκονταν ελάχιστα μαθηματικά. 

Οι παιδαγωγοί υποστηρίζουν ότι ο δάσκαλος πρέπει να έχει μια βαθύτερη αντίληψη των μαθηματικών και της σημασίας τους, να εκτεθεί σε τέτοιες εμπειρίες που θα τον βοηθήσουν να αποκτήσει αισθήματα επάρκειας και αυτοπεποίθησης ως προς τα μαθηματικά, να αμφισβητήσει τις παλιές του δοξασίες και να δει τα μαθηματικά και τη διδακτική τους μέσα στο σύγχρονο πνεύμα. Η συμπεριφορά του δασκάλου στην τάξη είναι συνάρτηση των γνώσεων και εμπειριών του. Ωστόσο, οι γνώσεις αυτές φιλτράρονται και η συμπεριφορά του επηρεάζεται, σε μεγάλο βαθμό, από τις πεποιθήσεις του. Εκείνο που παίζει τον πιο σημαντικό ρόλο δεν είναι τελικά τι γνωρίζει, αλλά τι πιστεύει για τα μαθηματικά και τη διδασκαλία τους, δηλαδή, οι σχετικές με το θέμα αντιλήψεις και γενικά οι φιλοσοφικές  του θεωρήσεις. 

Σημαντικό πρόβλημα στην προσπάθεια εκπαίδευσης του σύγχρονου δασκάλου είναι οι αρνητικές στάσεις και εμπειρίες που φέρνει μαζί του από το σχολείο και εννοούμε τις νοητικές καταστάσεις που είναι οργανωμένες σχετικά με ένα αντικείμενο και προδιαθέτουν το άτομο θετικά ή αρνητικά. Γενικά, οι πεποιθήσεις είναι «υποκειμενικά ορθές» θεωρίες και εννοιολογικές παραδοχές, στενά συνδεδεμένες με την πράξη (Richardson, 1996). Ένας από τους βασικούς στόχους της διδασκαλίας είναι να βελτιώσει τις στάσεις, τις πεποιθήσεις και τα αισθήματα επάρκειας των εκπαιδευτικών ως προς τα μαθηματικά και τη διδασκαλία τους. 

Κατά το σχεδιασμό του προγράμματος θεωρήσαμε ότι η ιστορική προσέγγιση θα μπορούσε να ενισχύσει τη γνωσιολογική βάση των φοιτητών και να βελτιώσει ταυτόχρονα τις στάσεις τους ως προς τα μαθηματικά και τη διδασκαλία τους. Πρόσθετο κίνητρο για τη συμπερίληψη της ιστορίας στο πρόγραμμα σπουδών ήταν το γεγονός ότι οι πιο πολλές ενότητες των μαθηματικών του δημοτικού σχολείου αναπτύχθηκαν από τους Έλληνες. Αναμέναμε ότι η μελέτη μερικών από τις λαμπρές σελίδες των ελληνικών μαθηματικών θα αποτελούσε ένα επιπλέον κίνητρο για τον έλληνα φοιτητή. 

Δομή και περιεχόμενο του προγράμματος: Και στα δύο Πανεπιστήμια το περιεχόμενο του προγράμματος ήταν μια σύντομη ιστορία των μαθηματικών ιδεών και περιλάμβανε:

· Από τα μαθηματικά των Βαβυλωνίων και των Αιγυπτίων τη μελέτη των συστημάτων αρίθμησης, των πράξεων, της επίλυσης προβλήματος και της γεωμετρίας.

· Τη μετάβαση από την εμπειρία στην απόδειξη (Θαλής), την προσφορά των Πυθαγορείων, τα τρία μεγάλα προβλήματα της αρχαιότητας και μια επιλογή από τα Στοιχεία του Ευκλείδη (το ευαγγέλιο των μαθηματικών). 

· Παραδείγματα από το έργο του Αρχιμήδη, τη μέτρηση της περιμέτρου της γης από τον Ερατοσθένη και μια εισαγωγή στην «τριγωνομετρία» από τον Πτολεμαίο. 

· Αποσπάσματα από το έργο του  Ήρωνα, του Διόφαντου και του Πάππου. 

· Στοιχεία από την προσφορά των Αράβων και των Ινδών, του Fibonacci, και την επίλυση εξισώσεων τρίτου και τέταρτου βαθμού (Del Ferro, Tatanglia και Gardano). 

· Ανακάλυψη της πιθανότητας από τους Fermat και Pascal και του απειροστικού λογισμού από τους Leibniz και Newton. 

· Προσπάθειες για «διόρθωση» του Ευκλείδη, την απελευθέρωση της γεωμετρίας και μια εισαγωγή σε ιδιότητες της μη-Ευκλείδειας γεωμετρίας.

· Την απελευθέρωση της άλγεβρας από τον Hamilton και μια εισαγωγή στους πίνακες. 

· Τη θεωρία συνόλων με τις διμελείς σχέσεις και την έννοια της συνάρτησης. Εισαγωγή στη μαθηματική λογική και στην άλγεβρα του Bool, ως επιστέγασμα των δύο προηγούμενων ενοτήτων, με εφαρμογές σε λογικά κυκλώματα και λογικές πύλες. 

Παράδειγμα. Ο απειροστικός λογισμός εισάγεται με παραπομπή στη σημασία της σχέσης άπειρο και απειροστό, συζητούνται και αναλύονται τα παράδοξα του Ζήνωνα και άρση τους με βάση την αρχή της εξάντλησης του Εύδοξου. Αφού τονιστεί η σημασία της έννοιας του ορίου, γίνεται ιστορική αναφορά στις προσπάθειες των Fermat, Barrow, Wallis, και καταλήγουμε στους Leibniz και Newton. Οι έννοιες της παραγώγου και του ολοκληρώματος εισάγονται πρώτα άτυπα με παραδείγματα και στη συνέχεια και τυπικά και συζητούνται πρακτικές εφαρμογές. 

Αξιολόγηση του προγράμματος. Το πρόγραμμα αξιολογήθηκε ως προς την ανάπτυξη των στάσεων των φοιτητών προς τα μαθηματικά, με τη μέτρηση των στάσεων πριν και μετά την παρακολούθηση του προγράμματος. Χρησιμοποιήθηκε η κλίμακα Dutton (1988), δύο κλίμακες αιτιολόγησης των στάσεων των φοιτητών και μια ενδεκάβαθμη μονοδιάστατη κλίμακα αυτό-αξιολόγησης, από το ένα μέχρι το ένδεκα. Βρέθηκε ότι ένα σημαντικό ποσοστό των φοιτητών και στα δύο πανεπιστήμια εισάγονται στα Τμήματα με ανησυχητικά αρνητικές στάσεις για τα μαθηματικά. Συγκεκριμένα, ποσοστό της τάξης του 25% δήλωσαν, ανάμεσα σε άλλα, ότι «απεχθάνονται τα μαθηματικά και τα αποφεύγουν πάντα». Ανάμεσα στις κύριες αιτίες που δεν τους αρέσουν τα μαθηματικά πρώτη θέση κατέχει η κακή διδασκαλία και ακολουθεί η αδυναμία τους να τα κατανοήσουν. Στην κλίμακα αυτό-αξιολόγησης, πέραν των μισών φοιτητών τοποθετούν τον εαυτό τους στην κατεύθυνση με αρνητικές στάσεις. Μετά την παρακολούθηση παρατηρήθηκε στατιστικά σημαντική βελτίωση στις 14 από τις 18 δηλώσεις της κλίμακας Dutton, στις οκτώ από τις 10 δηλώσεις αιτιολόγησης και στην κλίμακα αυτό-αξιολόγησης. Αναλυτικότερα μπορείτε να δείτε για το πρόγραμμα και τα αποτελέσματά του στο Philippou και Christou (1998).

Το πρόγραμμα αξιολογήθηκε και ως προς τα αισθήματα επάρκειας των πτυχιούχων του προγράμματος να διδάξουν μαθηματικά. Συγκεκριμένα, δόθηκε ερωτηματολόγιο σε δείγμα νέων δασκάλων και λήφθηκαν συνεντεύξεις από ένα υποσύνολό του. Η ανάλυση της διασποράς έδειξε σημαντικές διαφορές ανάμεσα στις ομάδες που συγκροτούσαν το δείγμα: πτυχιούχοι του Πανεπιστημίου Κύπρου, της Παιδαγωγικής Ακαδημίας και των Ελληνικών Πανεπιστημίων (ΠΚ, ΠΑ, και ΕΠ, αντίστοιχα). Συγκεκριμένα, οι πτυχιούχοι του ΠΚ πιστεύουν περισσότερο από τις άλλες ομάδες του δείγματος ότι οι μαθητές μπορούν να διδαχθούν, ότι, δηλαδή, η πρόοδος των μαθητών εξαρτάται από εσωτερικούς παράγοντες (F = 3.150, β.ε.= 3, p= 0. 027). Οι πτυχιούχοι του ΠΚ εξεδήλωσαν πιο θετικά αισθήματα επάρκειας και στις τέσσερις δηλώσεις που αποτελούσαν τη Γενική Διδακτική Επάρκεια. Η μέγιστη διαφορά εμφανίστηκε στη δήλωση "όπως είναι σήμερα τα πράγματα, οι μη προικισμένοι μαθητές δεν μπορούν να βοηθηθούν στα μαθηματικά" ((X ΠΚ = 3.29, (X άλλα = 2.86). Οι πτυχιούχοι του ΠΚ είχαν πιο θετικά αισθήματα επάρκειας από τις άλλες ομάδες και αναφορικά με το πρόγραμμα σπουδών (F = 8.992, β.ε.=3, p = 0.001). Στην ίδια δήλωση οι πτυχιούχοι της ΠΑ είχαν τα χειρότερα αισθήματα επάρκειας ((XΠΚ = 3.29, (XΠΑ=2.26, (XΕΠ = 2.90). Για περισσότερα στοιχεία, δείτε Philippou and Christou (2001).

ΕΜΠΟΔΙΑ ΣΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΩΝ ΑΡΝΗΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ

Η έννοια του αρνητικού αριθμού θεωρείται από πολλούς εκπαιδευτικούς ως εύκολη ως προς τη διδασκαλία της. Είναι όμως πράγματι απλή, ή μήπως η πραγματικότητα είναι διαφορετική

Παράδειγμα: Λέμε ότι ο αριθμός –16 είναι μικρότερος από τον 5. Και συχνά παραπέμπουμε στο μοντέλο του κέρδους και της ζημιάς. Πόσο προφανές είναι ότι ζημιά (ή χρέος) 16 ευρώ είναι μικρότερη από κέρδος 5 ευρώ; 

Στην πραγματικότητα, η φαινομενικά απλή αυτή έννοια ταλαιπώρησε για αιώνες μεγάλους μαθηματικούς και έγινε πλήρως κατανοητή μόλις τον 19ο αιώνα. Στη συνέχεια καταγράφουμε ιστορικά στοιχεία, με αναφορά σε μεγάλα ονόματα, που δείχνουν την εξέλιξη κατανόησης των επιπέδων ανάπτυξης της έννοιας και τις ερμηνείες της. 

Πότε και πώς αναπτύχθηκε η έννοια του αρνητικού αριθμού;

Πώς εξηγείται το γεγονός ότι ούτε οι Έλληνες ούτε οι Ρωμαίοι δεν αναφέρθηκαν ουσιαστικά σε αρνητικούς αριθμούς; 

Όπως παρατήρησε ο Carnot (1753-1823) «για να οριστεί ένας αρνητικός αριθμός πρέπει να αποκοπεί μια ποσότητα από το μηδέν, να αφαιρεθεί κάτι από το απόλυτο μηδέν, μια πράξη αδύνατη».

Η ενασχόληση του Διόφαντου με την επίλυση εξισώσεων μοιραία οδήγησε σε κάποια αντίληψη της ανάγκης για αρνητικούς αριθμούς. Ωστόσο, το ενδιαφέρον του περιορίστηκε στις ρητές ρίζες και ιδιαίτερα στις ακέραιες.

Υπάρχουν τεκμήρια που πείθουν ότι αρκετά πριν από το Διόφαντο, γύρω στο 100 μ.Χ., οι Κινέζοι είχαν χρησιμοποιήσει αρνητικούς αριθμούς, χωρίς όμως να προχωρήσουν ιδιαίτερα στους κανόνες των πράξεων.     

Αρνητικούς αριθμούς χρησιμοποίησαν και οι Ινδοί γύρω στον 6ο και 7ο αιώνα, π.χ. ο Brahmacupta, ο οποίος δίδαξε πράξεις με αγαθά, χρέη και μηδαμηνότητες.

Η ουσιαστικά ενασχόληση με τους αρνητικούς άρχισε στη Δύση με το Girolamo Gardano . Σο βιβλίο του Arts Magna (1545) περιέλαβε την επίλυση της τριτοβάθμιας εξίσωσης από τον Skipione del Ferro και της εξίσωσης τέταρτου βαθμού από τον Ludovico Ferrari. Τον προβλημάτισε η ύπαρξη αρνητικών και φανταστικών ριζών, αλλά δεν δίστασε να κάμει πράξεις με αυτούς. 

Παρατήρησε ότι η εξίσωση χ2+4χ-21 = 0 έχει ρίζες τους αριθμούς + 3 και – 7 και ότι εναλλάσσοντας το πρόσημο του πρωτοβάθμιου όρου οι ρίζες είναι – 3 και + 7. Έκανε αναφορά και στις πράξεις με αρνητικούς αριθμούς (έπαιρνε το άθροισμα ομόσημων και τη διαφορά ετερόσημων αριθμών). 

Τον απασχόλησε η διαίρεση του δέκα σε δύο μέρη που να έχουν γινόμενο 40, πράγμα αδύνατο (στο σύνολο των πραγματικών αριθμών). Έκανε τις σχετικές πράξεις με τις λύσεις 5+((-15) και 5 - ((-15) για να διαπιστώσει ότι πράγματι έχουν άθροισμα 10 και γινόμενο 40, αλλά το τελικό του συμπέρασμα ήταν ότι η συνέχιση της εργασίας με αυτούς τους αριθμούς θα ήταν λεπτή και άχρηστη υπόθεση.   

Μισό αιώνα αργότερα ο Viete (1540-1603) έδινε μόνο τις θετικές ρίζες της εξίσωσης.

Αργότερα, ο Albert Girard (1629) προσέγγισε με τόλμη τους αρνητικούς και τους μιγαδικούς αριθμούς και διατύπωσε τη γενική αρχή ότι το πλήθος των ριζών μιας εξίσωσης ισούται με το βαθμό της. Επισήμανε σχέσεις ανάμεσα στις ρίζες και τους συντελεστές μιας εξίσωσης και πρότεινε τη γενίκευσή τους. 

Ως παράδειγμα, έδωσε τις ρίζες της εξίσωσης: x4 – 4x + 3 = 0,

που είναι: 1, -1, -1 + ((-2) και -1 - ((-2).

Ο Descartes (1637) αναφέρεται στις αρνητικές ρίζες ως λανθασμένες () με το σκεπτικό: Αν κάποιος δεχθεί ότι ο χ παριστάνει το έλλειμμα μιας ποσότητας, που είναι 5, τότε θα έχει χ+5 = 0, που αν πολλαπλασιαστεί με χ3-9χχ+26χ-24 = 0, τότε βρίσκουμε την  χ4-4χ3-19χχ+106χ-120 = 0, μια εξίσωση με τέσσερις ρίζες, τις 2, 3, 4, και μια  λανθασμένη ρίζα (false root) που είναι πέντε.

Η αρνητική ρίζα προκαλεί δυσκολίες στους μαθηματικούς γιατί χρειάζεται ερμηνεία.

Pascal (1623-1662) αναφέρει ότι «μας προκαλεί η υπερβολική αλήθεια, γιατί ποιος δεν αντιλαμβάνεται πως αν από το μηδέν αφαιρεθεί το 4 θα παραμείνει μηδέν.   

Στα μέσα του 18ου αιώνα ο Clairot (1713-1765) τόνιζε ότι η πρόσθεση δεν πρέπει να συγχέεται με την αύξηση, και έκανε διάκριση ανάμεσα στο πρόσημο του αριθμού και στο σημείο της πρόσθεσης.

Ένα αιώνα αργότερα ο Euler χρησιμοποίησε με επιτυχία τους αρνητικούς αριθμούς και εισήγαγε το σύμβολο i για τη ρίζα το ((-1). Στον ίδιο οφείλουμε και τον τύπο e2πi = 1 που για μια περίοδο φαινόταν σαν μαγικός. 

 Ωστόσο, το 1770 έγραφε τα πιο κάτω μάλλον αφελή: «παραμένει ακόμη η περίπτωση πολλαπλασιασμού του (-α) επί (-β). Ως προς τα γράμματα, προφανώς το γινόμενο θα είναι (αβ), είναι όμως  ασαφές κατά πόσο το πρόσημο θα είναι + ή -, το σίγουρο είναι ότι θα είναι ένα από τα δύο. Υποστηρίζω, ωστόσο, ότι δεν μπορεί να είναι – γιατί (+α) επί (-β) κάνει –αβ και (-α) επί (-β) δεν μπορεί να δίνει το ίδιο αποτέλεσμα, αλλά πρέπει να είναι το αντίθετο, δηλαδή +αβ. Συνεπώς, έχουμε τον κανόνα:  + επί + κάνει +, όπως ακριβώς κάνει και – επί – ».  

Ο Άγγλος De Morgan έγραφε το 1831: «η φανταστική έκφραση ((-α) και η αρνητική έκφραση –β μοιάζουν μεταξύ τους στο ότι, όταν φαίνονται να είναι λύσεις ενός προβλήματος, δείχνουν απλά ότι υπάρχει μια ασυνέπεια ή ανοησία (nonsence). Ως προς το πραγματικό τους νόημα είναι εξίσου φανταστικές, αφού το 0-α είναι το ίδιο ασύλληπτο με το((-α).   

Παράδειγμα: Ένας πατέρας 56 ετών έχει υιό 29 ετών. Σε πόσα χρόνια η ηλικία του πατέρα θα είναι διπλάσια από εκείνη το υιού. Αν θέσουμε Χ το ζητούμενοι αριθμό ετών θα έχουμε: 56+Χ = 2(29+Χ), που μας δίνει λύση –2. Το αποτέλεσμα αυτό είναι άκομψο. Αν όμως αλλάξουμε το Χ με –Χ και λύσουμε την εξίσωση: 56-Χ = 2(29-Χ) τότε βρίσκουμε Χ = 2. Η αρνητική απάντηση σημαίνει ότι στην πρώτη μας προσπάθεια έχουμε κάμει λάθος. Όταν η απάντηση σε ένα πρόβλημα είναι αρνητική, μπορούμε να βρούμε ότι έχουμε κάμει λάθος στο σχηματισμό της εξίσωσης και να το διορθώσουμε αλλάζοντας το πρόσημο του Χ.  και  

Ο Cauchy (1821) παρέκαμψε το πρόβλημα της ερμηνείας των αρνητικών αριθμών ορίζοντας τις πράξεις με βάση τα σύμβολα. Σύμφωνα με τις παραδοχές αυτές αν ο Α παριστάνει ένα αριθμό ή μια ποσότητα, ορίζουμε α = +Α και β = -Α. 

Τότε +α = +Α, +β = -Α, -α = -Α, και –β = +Α

Αντικαθιστώντας στις πιο πάνω τις τιμές των α και β σε παρενθέσεις, έχουμε

+(+Α) = +Α, 
+(-Α) = -Α, 
-(+Α) = -Α, 
-(-Α) = +Α ,

Από την παρατήρηση των πιο πάνω προκύπτουν οι κανόνες των πρόσημων του πολλαπλασιασμού.   

Ο Hankel (1867) ανέλυσε το πρόβλημα με καθαρά τυπικό τρόπο. Τόνισε πρώτα ότι οι κανόνες πρέπει να είναι οι ίδιοι τόσο για τους θετικούς όσο και για τους αρνητικούς αριθμούς, οι οποίοι έχουν τις ίδιες ιδιότητες με τους θετικούς και έκανε σαφή διάκριση ανάμεσα στο πρόσημο -, τη έννοια του αντίθετου και στην αφαίρεση. 

Συνοπτικά, η ερμηνεία του είναι η ακόλουθη:

0 = α ( 0 = α ( (β + αντιθ. β) = αβ + α  ( (αντιθ. β)

0 = 0 ( (αντιθ. β) = (α + αντιθ. α) ( (αντιθ. β) = α ( (αντιθ. β) + (αντιθ. α ( αντιθ. β).

Από τις πιο πάνω συνεπάγεται ότι (αντιθ. α ( αντιθ. β) = α.

Η γεωμετρική αναπαράσταση των αρνητικών αριθμών από τον Descartes τους έκανε πιο αποδεκτούς. Ο ίδιος εισήγαγε τους όρους «πραγματικός» και «φανταστικός» αριθμός. 

Από τις αρχές του 19ου αιώνα έγιναν από διάφορους μαθηματικούς και άλλες προτάσεις για την αναπαράσταση των αρνητικών και των μιγαδικών αριθμών στο επίπεδο. Την ίδια περίοδο εισήχθηκαν και άλλοι αριθμοί που στην αρχή χαρακτηρίστηκαν, ακατανόητοι, παράλογοι, φανταστικοί, λανθασμένοι, κωφοί κ.λπ. 

Η γεωμετρική σημασία της φανταστικής μονάδας και κατ΄ επέκταση των μιγαδικών αριθμών δόθηκε ανεξάρτητα από τους Wessel και Argand και βασίζεται στην σχέση του ύψους του ορθογωνίου τριγώνου με τις κάθετες πλευρές του. Ότι, δηλαδή, το  επί την υποτείνουσα ύψος ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι ο μέσος ανάλογος των μερών στα οποία χωρίζει την υποτείνουσα (ΑΔ2 = ΒΔ. ΓΔ, όπου Β και Γ οι κορυφές του τριγώνου και ΑΔ το ύψος του). Αν λοιπόν θεωρήσουμε ορθογώνιο τρίγωνο με τη ορθή γωνία στον άξονα ψψ΄ την υποτείνουσα στον άξονα χχ΄, με μήκος δύο μονάδες, τότε οι κορυφές  Β και Γ θα είναι στα σημεία με συντεταγμένες (-1, 0) και (1, 0).  Άρα ΑΔ2 = (1) (-1) και ΑΔ = ((-1). Δηλαδή το σημείο Α έχει συντεταγμένες (0, i).   

Ο Hamilton εισήγαγε την καθαρά αλγεβρική αναπαράσταση των μιγαδικών αριθμών ως διατεταγμένων ζευγών α + i β = (α, β). 

Σήμερα δεχόμαστε τους μιγαδικούς αριθμούς χωρίς πολλή περίσκέψη, ωστόσο ο Gauss, ο οποίος ήταν και ο εισηγητής του όρου «μιγαδικός αριθμός» ανέφερε ότι «η πραγματική μεταφυσική του ((-1) είναι υπόθεση δύσκολη». 

Αυτό ποτέ δεν πρέπει να το ξεχνά ο  εκπαιδευτικός που διδάσκει αυτή την έννοια σε παιδιά. 

Επιστρέφοντας και πάλι στο παιδαγωγικό πρόβλημα ο εκπαιδευτικός αναμένεται να συνειδητοποιήσει ότι χρειάζεται προσπάθεια να βοηθήσει τα παιδιά να αντιληφθούν ότι υπάρχει μια άλλη κατηγορία αριθμών η οποία συνδέεται με τους φυσικούς και έχει ομοιότητες αλλά και διαφορές από αυτούς. 

Τα μοντέλα που χρησιμοποιούνται, π.χ. κέρδος/ζημιά, πριν/μετά, αριστερά/δεξιά, η ευθεία των πραγματικών αριθμών κ.λπ., βοηθούν στην κατανόηση των διαδικασιών αλλά σε τυπικό επίπεδο, ο μαθητής πρέπει να αντιληφθεί την ύπαρξη αυτών των μαθηματικών αντικειμένων με τον ίδιο τρόπο που θα αντιληφθεί τις έννοιες του άρρητου αριθμού, του μιγαδικού κ.λπ.    

Αντί επιλόγου

Θα κλείσω με μια αναφορά που κάνει ο  Hadamard από τον Poincare (Hadamard, p.104, ελλ. έκδ.σ. 107): «Μήπως η κατανόηση ενός θεωρήματος σημαίνει τη διαδοχική εξέταση των συλλογισμών που το συνθέτουν για να επιβεβαιωθεί η εγκυρότητά του και η συνέπειά του με τους κανόνες του παιγνιδιού; Για μερικούς ναι, αυτό είναι αρκετό για να πούνε ‘τώρα το καταλαβαίνω’. Για πολλούς όμως, όχι. Χρειάζεται κάτι πολύ περισσότερο από αυτό. Θα ήθελαν να ξέρουν όχι μόνον αν οι συλλογισμοί της απόδειξης είναι ορθοί, αλλά και γιατί σχετίζονται μεταξύ τους με αυτό τον τρόπο και όχι με κάποιο άλλο. Αν οι συλλογισμοί τους φαίνονται ότι προέκυψαν στην τύχη, χωρίς σύστημα και ενσυνείδητο στόχο, τότε δεν ικανοποιούνται. Ίσως ούτε και οι ίδιοι να μην ξέρουν τι ακριβώς αναζητούν, αλλά αν δεν το  βρουν θα έχουν το συναίσθημα ότι κάτι τους λείπει».   

Η προσπάθεια για επισήμανση σχέσεων και διασυνδέσεων ανάμεσα στα επιμέρους και η κατανόηση της δυναμικής πορείας της επιστημονικής σκέψης σε οποιοδήποτε αντικείμενο αλλά ιδιαίτερα στα μαθηματικά διευκολύνεται από της μελέτη της ιστορίας.
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Για φοιτητές που θα ήθελαν να μετρήσει ως μάθημα

Στο πλαίσιο των υποχρεώσεων των φοιτητών προκειμένου να θεωρηθούν οι εργασίες του Καλοκαιρινού Σχολείου ως ένα μάθημα του Προγράμματος Σπουδών, προτείνονται ως θέματα για εργασία τα ακόλουθα:

· Ο εγκυρότητα του νόμου της ‘Ανακεφαλαίωσης’ και η σημασία του για περίληψη της ιστορίας των μαθηματικών στο πρόγραμμα εκπαίδευσης των εκπαιδευτικών.

· Επιστημολογικά εμπόδια στη μάθηση των αρνητικών αριθμών ή και των μιγαδικών αριθμών και προτάσεις για υπέρβαση τους.

· Η ιστορία του αιτήματος των παραλλήλων (5ου αιτήματος του Ευκλείδη) και ο ρόλος του στην ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης.

· Η ιστορική ανάπτυξη του απειροστικού λογισμού και πώς θα μπορούσε να αξιοποιηθεί για τη διδασκαλία  των βασικών των εννοιών.

Ο διδάσκων είναι επιπλέον έτοιμος να συζητήσει προτάσεις για εργασίες από φοιτητές νοουμένου ότι  εμπίπτουν στα θέματα που παρουσιάστηκαν στο Ναύπλιο, αρκεί να υποβληθούν έγκαιρα και να δίνεται η βασική βιβλιογραφία που θα χρησιμοποιηθεί. 

Ως άρθρα για περίληψη προτείνονται τα τρία που σημειώνονται με κόκκινο στις αναφορές πιο πάνω. 

