1. HAIAAXKAAIA TQN MAOHMATIKQN
YXKOIIOI KAI XTOXOI THXE AIAAXKAAIAY TON MAOHMATIKQN

Ta aitio g onpovpyiog Kot ™ avantuéng Tov Madnuatikdv ftav Kot eivot m
AOon eEMTEPIKMOY Kol E6MTEPIKAOV TPoPAnudTmv. Me tov 6po e&mtepikd TpoPAnpata
EVVOOULE TPAKTIKA TpoPAnpato g kadnuepwvng Cmng, Ta omoio 0dMynoav Kot ot
onuovpyio TV TPOTOV Modnuotikdv, 1 mpoPAnuate wov Tifevtor omd  dAAEC
EMGTIALES KOL TTOL 1) AVOT TOVG OVAYETOL 6T AVon pobnuoticod tpofAnuatog. Me tov
OpO €0MTEPIKA TPOPALOTO EVVOOLLE TPOPANUOTO TOV TPOEKLYOV OO TNV 1010 TNV
e&EMEN TV Mabnpatik®y.

I"a oo oxomd dpmg dddokovpe To Mabnuatikd 6to cyoAeio;
Awddokovpe Mabnuotikd ota oyoleia yio va givor og B€on 0 onuepvog pLodnTg Kot
aVPLVOC TOAITNG:

o) VoL Katavoel Tt cuppaivel yopo tov,

B) va katovoet Tov Pucikd kOGO Kot

Y) v avorTuEel AOYIKN oKEYM
IMo v enitevén TV Topamdve cKOT®V TIBEVTOL ETUEPOVS GTOYOL, AVAAOYQ KOl LLE TNV
eKTadeVTIKY Pabpida mov dddoKovpe, OTWS:

a) O padnmg va katavoei évvoleg, panuatikéc dtadikacies, yeyovota Kot apyEs.

B) O pabnmgc vo exterel mpaelg Kot vo akolovbel dadikacieg pe akpifelo kot

TayvTNTO.

v) O pabntig va givat tkavog vo, AOvel TPoPANLLOTaL.

0) O pabntng va kaTovoet T AoyikY| Soun Hog amddeEng.

€) O pobnNtg va avantdooet BETIKES GTACELS, VO TOV TPOKOAEITOL TO EVOLOQEPOV KL

1 TEPLEPYELDL KO VO, OAVOTTOCGEL TPMOTOPOVALES.

{) O pobntg va. avartieoEL Amod0TIKOVG TPOTOVS LAOMoNG Kol ETKOVOVIOG OTA

ponupotikd, kKobog kot cvvibeleg peAémng kot ovalntmong g yvoong yio

avtdévoun mtpdodo.

[MQYX ATAAXKOYME MAOHMATIKA

H duwoaokoiio tov Moabnpotikov sivor moAd dvokoAn vadbeon. Mo moAld
ponpotikd Oépato amd ovtd oL JOACKOVUE GNUEPO OMOITNONKAY EKATOVTAOEG
XPOVIOL Y10l VO OTOKTHGOVV T TEAIKT TOLG HOPPT]. LT SIEPKELN OVTOV TOV OIOVOV Kol
ot mopeia e£EMENG Tovg £ytvay AdON Kot dnpovpyndnKoy ECQUAUEVEG OVTIANYELS Ot
omoieg ot cuvéyela avabeopndnkay péxpt vo dopopemBohV Gt HOopPN TOV EUEIC
yvopilovue onuepa. Avti n mopeion amodeikviel 0Tt dev givar KaBdhov OKOAN 1
cLAMN YN VTGOV TV Bepdtov and o padnty. [ToAAd and ta AdOn mov £ywvav oe avt
™ mopeia lvatl PLGIKO VoL ATOTELOVV Kot AGON TOALDV pHobnTdv.

Mo S10a0KoAMO TOV HOONUOTIKAOV TOL €XEL LOVOSIKO GTOYO TNV TOPOVCINCT] TV
arotedeopdTov, dniadn, exepaletar pe tov ovvion kot PoAkd @oppoicpd Kot
viomoteitar pe 1o oynuo Oplopdg, Osmpnua, Amnddelln, Eeappoyn, vrofaduiler 1
ayvoel TANPOC TIG S10POUEG TNG OKEYNG TTOL 001 YNGoV 6g avuTtd T0 amotéAecua. Eivat
L0 GTEYVY KOl TUTKT) TTEPLYPAPT], 1] OTTOI0L OEV UTOPEL VO TPOKOAEGEL TO EVOLPEPOV TOV
pofnt) Kot va Tov Kevipioel v mepiépyeto. ‘Exel kabapd yapoktipa deknepainong



Kol 0 HoOnti¢ amh®dg mopakoAovBel yopic vo CUUUETEXEL Kou cLvnOmg Yopic va
KatoloPaivet.

AVGTLYMG, ) TOPATAVEO SOOKTIKY dtadtKacio Elval oty Tov cLVNO®G aKolovbeital
onuepa. O xobnynmg éxet por optopévn VAN mov TPEMEL VO KOAVWEL HECOH OF
OLYKEKPIUEVOL YpoViKd TAaicia. Opyavovelr avty v OAn oe evdtreg, 6mov Kdabe
evoTNTa TEPLEYEL OPIGLOVG, De@pPNLOTA, OTOOEIEES KO EQPOPUOYES TOL OTTOl0 UTOiVOLV
ot ogpd ®ote vo vrdpyel pol Aoywn doun. To popdlet Ol avtd pEGH OTIC
OOKTIKEG MPEG TOV KO TO, TOPOVSIALEL GTOVG HOONTEG KAVOVTOG XPNOT TOV eE0UPETIKA
e&umnpeTikov PopHoAopHod. Me tov TpOTo avtd TO0 KOUUATL TV Madnpatik@v mov
ddaoKkeTal TAPOLGSLALETAL MG £VOL OALOKANP®UEVO Kol TEAEIMIEVO TPOiov. O kadnynC
yvopilel, N Oa énpene va yvopilet, 6Tt To Mabnpotikd KotoAnyouy 6€ auty T TEMKY
Kot BEATIOTN popen péco amd mpoomddeieg kot AGOT, péca amd PEPIKDS CMOTEG Kol
HEPIKMOG AavBaoUéVeS TPOTACELS, UECOH OO SLUCONTIKEC TUTOMOWOEL, OTIG OTMOIEG
yorlopoi dpot kot avakpifeleg €xovv eokeppéva gioaybet, péoco and Loypaelég mov
TPOCTOHOVV VO TOPAGTCOVV EMOTMTIKA HEPT) TOV UAOMUATIKOV TOV €lval TPOG oKEY,
pésa amd SuVOKEG aAlayEG TOV Yivovian o€ avTés Tig Loypapiég KA. Opmg, evod o
KaOnyntg yvopilel avtég Tig dwnotdoel tov Mabnpatik®dv, Tig ayvoel Kot ddaoKeL
oX€0OV KOTA OMOKAEIGTIKOTNTO XPNCIUOTOIOVTAG TNV POAMKN GTOYN TOV HLOONUOTIKOV
TOV GUUTVKVAOVETOL OTT SL0O0YN:

‘ OPIXMOXZ-OEQPHMA-AIIOAEIZEH-E®@PAPMOTI'H

Eivor oAffei 6Tt ovtd¢ 0 TPOmOC poOMUOTIKAG ekmaidevong  ExEl  apKeTd
mieovektnuato. Emtpénet moAd kohd oyedacpud g doung kdbe dpag d1dacKaAlag,
TPOPAEYIUN TTPOOSO TG VANG, €yyvdtal 0Tt 11 VAN N To HEYOALTEPO WUEPOC NG Oa
KkaAvEOel. 'Exet Opmg kot éva onpavtikd PHEIOVEKTNILO TOV deV Uopel va oyvonOet:

EXTIAZEI KYPIQY YXTO AIOTEAEXMA THX MAOHMATIKHYX XKEYHX
KAI OXI XTH ATAAIKAXIA TOY MAOHMATIKOY TPOIIOY XKEYHX.

Av Topatnpnoel KATO0G TPOCEKTIKA TO TG OPKETOL EMTUYNUEVOLY  UOONTEC
eneepydlovion padnpatikd tpofAnquota, Ppiokel 0Tt £xovv coPfapéc TAPUVONCELS O
Baocwd Oépata. H emrvoyio tovg ogeiletor 610 OTL TO UEYOADTEPO UEPOC TNG
poOnpotikng ekmaidevong amd to OMUOTIKO GYoAelo €m¢ Kot To ADKEWD OOACKEL
dwdkaocieg ( "kdve avtd, petd kdve ovtd, PETd avtd...") Kol ot dACKAAOL Kol Ot
KaOnyntég a&lohoyohv Toug HaBNTEC av UTopovV Vo, EKTEAEGOVLV GMGTA TN dlodKacioL
nov tovg {nrovv va ektelécovy. Me aAla Adyla, avtd mov pabaivovyv ot TePlocdHTEPOL
pontég elvar vo  exteAodv  éva peYdAo oaplud TLTOTOMUEVODV  Ol0dIKOCIDV,
OLVOESEUEVAV LE YVIOOTOVG GE OTOVS POPUOAGHOVS, MOTE VO UTOPOHV VO, dDGOLV
OTOVTACES GE COPAOC oplobetnuéveg kKAAoelg epmToey. Anlodn omokTobV Lo
wavotTa vo. Asttovpyolhv, pe TOAD pkpdtepn  PéPata  TaydTTO, OMMOG  EVOC
VTOAOYIOTNG E€POSIAGUEVOG HE €vo KOTAAANAO mpodypoupa. Me Tov TpOmo avTo,
KatoAnyovv o€ pio vroloyiown Mabnpoatikd yvoon, yopig opog t pebodoroyio
gpyaciag Tov padnpatikov. Avtd onpaivel 6Tt otepovviat To «Know how» mov Ba toug
EMETPEME VO YPNOCLLOTOCOVV TI YVAOGCN TOVS EVEAKTO Y10, VO ADGOLV TpofAnpoTa
TOTOV OV dEV TOVG Eivall YVOGTOC.




I'ENIKEX APXEX THX ATAAXKAATAY TQN MAOHMATIKQN.

Y moteg yevikég apyég mpénetl va otnpiletat ) didackoiio Twv Moadnuotikdv yuo vo
TETVYEL TOVG 6TOYOVG oV Bécape mapamavm; O akpoywviaiog ABog g dbackariog
etvar n o Pdbog yvoon tov avtikeyévon. Xwpic ovtn v tpoindbeon dev pumopei va
emtevyBel Kavévag otdyos. Otav 1Kovomoleital auT TOTE UTOPOVUE VO OPYICOVUE VO
ocul{ntape yo T OaKTIKN TV Madnuatikdv. Opiopéves Yevikég apyég mov TPEMEL Vo
démouvv 1 ddackoiio Tov Mabnuatikodv givat ot e€1g:

i) H padnon ota Mabnpoatikd npéner va givar Evvoloroyik.

H expdbnon xovovov kot Sladikaoudy Yopig katavomon umopel vao  €xet
Bpayvmpodbeoua omoteAéopata, OAAG Oev 0odnyel O OLGLIGTIKY OVATTLEN TNG
ponpotikng okéyng tov padnt. Eniong pokponpodbecua dev pévet timota oto podntm
YTl 0 XPOVOG EVEPYEL KOTOAVTIKA GTN UVALY TOV.

ii) H padnon oto MoOnpotika npéner va axorovdei avartvilokn owodikacio.

H aviantoén tov pobnpotikov evvoltdv gival por cuveyng dtadikoscioo apopoimong
VE®V 0E00UEVOV KO TANPOPOPLAOV KOl EVEOUATMGCNG TOVG OTIS VITAPYOVCES YVAGELG.

O podLog Tov kaBnynty 6e vty T dadikacio stval:

o) M eroacio mowilwv dpactnplotitewv mov Ba Pondiocovv tovg pabntég va

avTiAneBoHv Tig EVvoleg,

B) N dnuovpyio kKATAAANAOL TEPIPAALOVTOC Y0 TAPOYT] EVKOIPLOV GTOVG HOONTES

va €EEPELVNCOVY UE S1APOPOVE TPOTOVS TIC LOONUATIKEG EVVOLEG,

v) M kaBodynon TV HabNTOV Yo Vo 01koSOUNGOVV TIG £Vvoleg oTnPlOEVOL OTIG

VILAPYOVCES ATVTEG YVADGELS TOVG,.

iii) H opyavoon tov aveAvTiko Tpoypappatos npémel vo, £ival 6TELPOELOnG.

Ta padnuatikd ommpifoviot oe Tpoamaitovpeveg yvooels. H cmot iepdpynon tov
HoONUaTIKOV 10e®@V givol ToAD onuoavtikny. H omelpoedng avantuén tov podnuatikdv
evwolmv amd Téén oe TAEN kol omd KEPAAOO GE KEPAAOWO Elval ovOLOONG OTNV
KOTOKTNON TOV HOONUOTIKOV €vvoldv. Me Tn omelposd] Hopen TOL OVOAVTIKOV
TPOYPAUUOTOS KAOe €vvola owodopeitor pe Paon TG TPONYOVUEVEG EVVOLEG Kol
emeKTEVETAL e TPOTO TOV VO KAAVTTEL OAO KOl LEYOADTEPO PAGLO TOV WOOTATOV TNC.

H vioBétnomn ¢ apyng g omepoetdong avAanTuéng ToL aVOAVTIKOD TPOYPELLLLOTOG
npobmobEtel Eva SIMAO pOAO TOL SaGKAAOL:

o) O 346KOAOC GTOV TPOYPUUUATICUS TNG EpYOTiag TOV TPEMEL Vo, AapPdvel vTOYN TOL
TIG TPOUTOITOVUEVEG YVMGELS KAOE £vvolag mov mpokettat va d1daéet. TIpémet dnAaodn va
yvopilet T1c advvapiec tov padntov. H ddyvoon ooty 6o Pondnoelt otov
TPOYPOUUATIGHO TG Stdackariog.

B) O ddokarog mpémer yvopilet v VAn Oyt pévo g TAENS TOL CAAL KOl TOV
TPONYOVLEVMOV KO ETOUEVOV TAEEDV.

iv) Ta xivmtpo TOV podntov eanpealovv T podnowkn owdikacio ko
avTioTpoQa.

O ddoxoroc Ba mpémer va mpoypappatilel dpactnpomteg mov Ba pmopodv va
exteAécovv pe emtuyio ot pabntég. H emrvyio sivor anapaitmtn npobmdOeon yio
dnpovpyia kvtpov pabnonc. H épevva £xet dei&el OTL EVOAPEPOVGES OPUGTIPLOTNTES
dleyeipovv v mePLEpPyeln TV padnTodv Kabdg Kot 0Tl 1) emttuyio 6 avTEG 0dNyel otV
avamtuén avtonemoifnong otovg padnTéc dtt eivar tkavol va Kavouv pobnpoticd. Avtd
EXEL OC CLVETELD TEPLGGOTEPN TTpooTdbeL, PabhTepn KaTAVONoN KOl OKOUN KOAVTEPES
EMOOCELG.

v) O padntéc mpémer vo yvopilovv TL avapévetor va padovv.



H yvoon tov telkod otdyov amd tovg padntéc éxer amodeybel dtL onpiovpysl
LEYOADTEPO EVOLAPEPOV KO GULUUETOYT.

vi) O podntéc mpémer va £(00V TNV EVKAIPIX YLO EVEPYNTIKY] GUUUETOYN.

H evepyog ovppetoyn tov podntov eivor 10104tepo ONUOVTIKY TPOKEIUEVOL Ol
HoONTEG Vo amoKTGOVY OETIKN 0TAON amEvavTL 6TO UAOMIo Kot Vo KOTOVOT|COVV TIG
ponupoatikés  évvotec.  Ilpotapywdg porlog Tov  daokdAov eivor 1 emAoyn
OPOUCTNPLOTATOV Y10 EVEPYO GUUUETOYN TOV LOONTOV.

vii) H emxowovioe kov colfitnon npéner vo givar pépog Tg koOnpepivig
oacKkaiiac.

Axpdg 0nme 1 ophio Tponyeital TG YPOmTNG £EKPpaons £T61 Kot ota Mabnuotucd
N TPOPOPIKN £KEPOCT TOV HoONTOV 7pémel va mponyeitar NG GLUPOAIKNG
OVOTOPAGTACTG

viii) H yp1on mowkirhiog eTonTik®OV pécwv copfairer otn pdodnon.

H pobnuotikn okéyn amd m ebon g etvar moAd aenpnuévn. I't avtd orotodnmote
EMOTTIKO LECOV UTOPEL VO EKPPACEL Lol Lofnpatikn 10€a, av Kot dgv gival duvatov va
TNV 000MCEL TANPMG, UTOPEL OUMG VoL GUUPBAALEL GTNV KOADTEPT KATOVONGT TNG.

ix) H owaokoria wpémer va fondder Toug padntég va dwatnpiioovy 6T pvijun
T0VG TIS Pacikég évvorec.

Ot pabntég ypryopa Eexvoldv, aAdd pmopodue va toug fondncovpe va datnpovv
OTN UVAUY TOVG TO O CHUOVTIKA. XuviBmg Kovoveg kot dladtkacieg Tov pabaivoviot
unyovikd  Egxviovvtor ypnyopa. To 1010 ocvpPaivel kot pe aoOVOETEC YVAOOES N
optopovc. Avrtifeta, dvokoia Eeyviovvtal ot dtadikacieg emilvong evog TpofANHaToC
TO0 OTO{0 OmMOUTEL TO TPOYWPMNUEVN HOONUATIKA OKEYN Ko Yo T ADGN TOV Omoiov
aplepmdnke apketdg ypdvog ddackariog. H dwutipnon tov evvoldv otn pviun tov
pontov mpémnel va amotelel Pacikd otox0 NG Swackoiiog Tov Moabnpotikov.
Opiopévol Tpomot, mov Ponbodv Tovg pabnTég va d1aTnpovy TN HVIAUN TOVG POCTKES
poOnpotiké £vvoteg sivat ot €€Ng:

o) H evvololoyikny KoTovOnoTn Kot 1| OUCLUCTIKY] GUUUETOYN TOV pontdv otnv

«ovoKaALYM» TV EvvolmVv Bondd ouclaeTIKA MOTE OVTEG VAL YIVOLV KT TOVG.

B) Kotd tn dbpkelo elo0y®yng (oG véag €vvolag TPEMEL Vo YIVETOL GUVTOUN

EMOVAAN YT KOL YPNOT TOV TPOATOLTOVUEVOV YVACEDV

v) H ovyvn kou dtapopetiky] ypnon Pocikdv pobnpotik®y evvolmv odnyel oty

AVATTLEN OVAOTEPNG LOONUOTIKNG OKEYNC.

(Mé£pog Tov TTEPLEXOUEVOL TNG TOPATAV® EVOTNTAG TPOEPYETAL amtd TO PiAilo
«Avaxtiky tov Mobnuatikdvy tov . Odmov kot K. Xpiotov, ekdooelg
Aopdavdc)



2. O POAOX TQN OPIEMON XTH ATAAXKAAIA
KAI TH MAGHXH TOQN MAOHMATIKQN

To ovopa piag évvolag, 0tov 1o PAETOLLE 1) OTAV TO OKOVUE TPOKOAEL Eva epébiopa
oTN KVNUN pog. Zuvnmg 6gv TPOKELTAL Yol TOV TUTIKO Oplopd Tng £vvolac. AVTo Tov
EPYETOL OTN UVAUN paG OTav akoVue 1 PAETOVUE TO OVOUO oG EVVOLOG OTOKOAEITOL
«e1Kova Evvology (concept image) | «mhaiolo évvoragy (concept frame). AVt umopet
v glvol pol OTTIKY avOmopAcTAcT] TG £VVO0G OTNV TEPITTMOON oL 1 £vvola £xEl
OMTIKEG OVOTOPACTACELS. Mmopel emiong, vo €ivatl po. GLAAOYN EVIUTIOCE®MV M
eumeplov. H xotavonon pog Evvolog mpodmofETel To GYNUATIOUO LG EIKOVAG EVVOLOG
yU avtiv. H amootfion tov tumikol opiopol g dev gyyvdtot Ty kotovonon tge. Lo
VO TNV KATOVO|GOVLLE TTPEMEL Vo S100ETOVUE Lo GOGTH EIKOVA TNG.

Y10 mhaiow g KaOnuepwng {ong ol mepliocdTepeg EVVOlEG, OTMG .. OMITL,
TOPTOKAAL, OVTOKIVINTO, YATO, K.0., KOATOVOOUVTOL YXMOPIG OMOLOONTOTE GULUUETOYN
opIoU®V. ATO TNV GAAN TAELPA, UEPIKES EVVOLEG, AKOUN KOt £VVOLEG TNG KOOMUEPIVIG
Cong, pmopet va eicayBovv péow opiopmv. Ily. n AéEn «ddcocy pmopel vo eEnynbet oe
éva Toudl pe 1o va Tovpe «mdpa ToAAd dévtpa palin. Optopol 6Tmg avtodg fonbovv va
oYNUOTIOTEL po eKOva TG Evvolag. Amo TN oTiypr] OGS Tov oynuatiletol po wova,
0 0pIGUAC TavEL Vo, xpnolpomoteital. Ao mapapeivel avevepydg 1 axopa Oa Eeyaotel Kot
KOTO TO YEPIGUO TOV TPOTAGEWV TOL GYeTILovTal pe TNV évvola Ba yivetol ypnon wovo
™G eIKOVOG TOL dNULoVPYNONKE.

Yto. Mafnpatikd dpmg, ot opispol €xovv e€oupetikd onpovtikd poro. Oyt uoévo
BonBodv 610 GYNUOTIGUO NG EKOVAG TNG £VVOLaG OAAL TOAD GLYVA dladpapoTilovy
kpioyo poéro. Amoutobhv amd Tovg MadNTEC KAmoleg vonTikég ovvibeleg mov glval
EVTEAMG SLOPOPETIKEG amd ekelveg OV €xovv cuvnbicel ota TAAIcLO TG KOOMUEPIVIG
Cong. Etvar moAd mbavo, tovAdyiotov oty apyn ¢ odwdikaciog tng pabnong, ot
vonTikég ocvvnbeteg mov drapopemvovtal and v kadnuepwvn {on vo Kuplopyncovy
TAV® GTIC VONTIKEG GLVNOELEG TTOL OTOLTOVVTOL.

Ac vroBécovpe v VIaPEN 6V0 SLPOPETIKMY KKEAMV» GTY| YVOOTIKY HOG OOUN.
To éva keAl elvar yia Tov (tomixd) opioud s Evvoiog Kot To dEVTEPO YL TNV EIKOVO, THS
évvorag. 'Eva amd 1o kKeMd 1 axopo kot to. dvo umopet var givor kevd. To kel g
ewovag g €vvolag Bewmpeitar kevd, €@’ 0cov dev amodideTonl VOO GTO OVOUO TNG
évvownc. Avtd pumopet va. ovuPetl oe TOAAEG TEPUTTAOOCELS OOV 1 ATOUVILOVELGT] TOL
OPIGHOV TNG €VVOL0G YIVETOL e Evav AVEL VONUATOG TpOTo. Mmopel emiong, va vrdpéet
Kamol aAANAemiopaon HETOED TV KEM®V av Kol HTopodV vo  Slopop@mbovv
aveEdptnra.

"Evog pafnmgc propel va drabétet pia eicdva g £vvolags, m.y. Yo Ty £vvolo TV
GUOTNUATOV GUVIETAYUEVAOV, MG ATOTEAEGLLO TNG TOPATIPNONG Kl LEAETNG TOAADV
YPAPIKADV TOPACTACENDY GE SAPOPES KOTACTAGEIS. ZOUPMVA LLE QLT TNV EKOVOL TNG
évvolog, o1 600 AE0VEG EVOG GLGTNIATOG GLUVTETAYUEV®V givart petalld Tovg KABeTOL.
Apydtepa, 0 KaONYNTG TOV LaONUATIKOV UTopel va 0piGEL TO GVOOTNLO GUVTETAYUEVOV



MG OTOLECONTOTE dVO TEUVOUEVEG €VOEIEG YPOUUES. ¢ AMOTELEG O AVTOV, TPIOL GEVAPLOL
EVOEYETOL VO, ELPAVIGTOVV:

1) H ewova g évvolag pmopel va petafAndel dote va cuumeptAdfet kot To GLGTHHOTO
CULVTETAYUEVOV, TOV 0TOl0V 01 A&oveg dev oynuatilovv optn yovia. (Avtd amotedel o
KOVOTTOUTIKT] OVOKOTOGKELT. )

i1) H swova g évvolag pmopel va mopapeivel apetdfintn. To ke tov opiopov Oa
TEPLEYEL TOV OPIGHO TOV SUGKAAOV Yo Alyo, aAAd chvTopa avtdg 0 optopog Ba Eexaotel
N Oa dwuotpefrwbel. Otav o padntig Oo kAnbei va opicel Eva GUGTNUA GUVTETAYUEV®V
0o avapepbet T oe cvoTNUO pe KABETOVG AEoVeES. (Xe VTNV TNV TTEPITTWGCT O TLTIKOC
OpIoUOG OEV £xEL APOUOIMDEL.)

ii1) Kot ta 000 kehd Oo mapapeivouv apetafinta. Tn otiypn katd v omoia o padne
KaAeitor vo opicel  éva cOoTNUO ovLVIETAYUEVOV Oa eTavoAdPel TOV OPIGHO TOV
d0oKAAOV TOL, OAAG o Ohec TIC GAAeC katooTdoelc o okeptel TO cHOTNUA
CLVTETAYUEVOV G dV0 KAOETOVS AEOVEC.

‘Eva dAlo mapdderypo g mepintwong (i) ivor otov pabntég, petd amd ™ peAétn g
EVVOl0G TNG GUVAPTNONG, OTOVTOUV OTL W10, GUVAPTNON €IVl OTOLNONTOTE AVTIGTOLYIO
HeTaEL 000 GLVOAMY TTOL AVTICTOLYEL 08 KABE GTOLYEID TOL TPMTOV GLVOAOL aKPIPDS Eva
ototyeio Tov dehtepov, OAAL TaVTOYPOVA amavTOOV OTL 1| AVTIGTOLYI0 TTOV GTEAVEL KAOE L
UNdeVIKO aplBpd oto TeTpdyvo tov kot to -1 610 0 dev etvan o cuvépTnon.

Mo opopot S1adtkacior EVOEYETOL VO ELPAVIGTEL OTOV Lol EVVOLa EIGAYETOL aPYIKE
pécm evog optopov. Edd, to keAl g eikdvog e évvolag givatl kevo apyucd. Metd amd
TOALG Ttopadetypota kot eneénynoetg yepilet fadpaio.

Opiopog ‘Evvotag Ewéva Evvolog
(Concept Definition) (Concept Image)

A
v

Syque 1: AAnAeniopacn peta&y eikovag Evvolag & opiopov £vvolog

To oynua 1 avaeépeton oTIG LOKPOXPOVIES OLOIKAGIES TOL GYNUOTIGUOD LG EVVOLOG HEGH
™G CAANAETIOPOAOTC LETOED TV TEPIEYOUEVDY TV dV0 KeEMmV. Opmg ToAOT EKTUSELTIKOL 0T
devtepoPaBua Kot TprroPadi KToidEVoT] OVOUEVOUV oL SLadIKAGToL LoVIG KatehBuveng yio
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TO SYNUOTIGUO EVVOL0G, OIS PAivETaL GTO GYNKO 2. ANAad, avapEVOUY OTL 1) EIKOVOL EVVOLOG
Ba Stopopembel e ™ Pfondeta Tov opiopol Evvorlag kot o EAEYYETOL TANP®S OO OVTNV.

Opiopog 'Evvotag Ewéva Evvolog
(Concept Definition) (Concept Image)

v

ZymMua 2 yvooTikn avanTtuén (oG TUTKHG EVVolog

Extéc amd ) dradikacio Tov oynUaticpod Evvolos vadpyovy emiong ot S1odtKacieg g
emilvong mpoPAnuatog. Otav tibeton €va mpoPAnpa o Evav pabnth, oL KOWEAEG TG
EWOVOC EVVOLOG KOL TOV OPICHOV £VVOL0G VITOTIOETOL OTL TPOKELTOL VoL EvepyomomBovy. X



TPA&N, Qaivetal, TmG OOl ekToudevTiKol 6T dgutepoPddia oAAd Kon ot TpttoPfdOpuoa
EKTTOUOELON OVOUEVOLY OTL Ol SLOVONTIKES SOOIKOGIEG TTOV EVEPYOTTOLOVVTAL Yl0L TV EMIALON
Tov TpoPAnuatog Bo mpémel oynuotucd vo ekppdlovton e éva amd To TPl TOPOKATM
oynuato. (Ta oynpote avimrpoc®REHOVY HOVO TNV TTLYH TNS EWOVAS EVVOLNS KOL TOV OPLGLOD
EVVol0g IOV EUAEKOVTOL OT OdIkaGior Ko To. BEAT) GTOL GYILOTO OVTITPOCHOTEHOVY TOVG
JAPOPETIKOVS TPOTOVG LE TOVG OTTOI0VE EVOL YVOOTIKO GUGTILLO, EVOEYETOL VOL AELTOVPYNOEL.)

Output t

[ Conceptdefiniion | «——— Concept image
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Input

Zynuo 3: AAAnAentiopaon Peto & TOL OPIGHOV KoL TG EIKOVOC

- OUW1
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Concept definition Concept Image
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Input

Yynua 4: Kabopd tomn agpaipeon
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/

Concept definition |e————1 Concept image
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Zyquo S: Aeaipeon petd amod tn doustntikn okéyn

To kowd YopaKTNPIETIKO YVOPIGUO OA®V TOV TOPATAVE GYNUatov givor Ott yio
v emilvon evoc mpoPANUOTOC Ol SloavonTikEg Slodkacieg TOV  GLVTEAOVVTOL
nepLOUPAvouy OTMGONTOTE Kol TOV oplopd G évvownc. Avtd givar Quoikd m
emBount dwdikacio. Avetoymg, otn TPdén pe Tovg pobntég de cvpPaivel maviote
avtd. Epguvnrikd amoteléopata, 6nwg o avapépouvpe Tapakato, deiyvouv 0Tt £va To
KATOAANAO TTPOTLTO Yo TIS Sladkacieg mov aKolovbovv ot TPAEN Ol TEPIGGATEPOL

paontég etvar to akdrovbo:
om1

Concept definition Concept image

Input

Zynuo 6 : Awncntik) amdvtnon

Ed® m xoyédn tov opiopod évwowg, ov Kol [ Kev, OV EVEPYOMOLEiTOL KOTA TI)
dadikacio exilvong mpofAnuatos. O poémog okéyng mov €xel cuvnbicel o pabnTg oo
mAaiclo g kanpepvng Comg kuplapyel kot £T6t ayvoel v avaykr va. GuUBovAgutel Tov
TUTIKO OPIGHO. XTIC TEPIGOOTEPES MEPUTTAGEIS GTNV TTPAEN, 1 AvaPopd LOVO GTNV KLWEAN
™G €KoOvVog TG €vvowg odnyet tov pabnt) oty emtvyio. To yeyovog awtd dev tov
IMuovpyet MV avaykn vo dAAGEEL TOV TPOTIO GKEYNG oV £YEL cuvnBicel oty Kabnuepvi
oM xor vo ypnowomnolel tov tumikd opopd g évvolns. MoOvo tol pn otepedTLTO
npoPAnuoTo, oto. omoio Ol EAMMEIS €KOVES EVvolog Umopel vor Vol TOPOTAUVITIKES,
UITOpOLV Vo evOappHVOLV TOVG LOBNTEG VO GTPAPOVY KOL GTOV OPIGHO TNG EVVOLOC.

¥t ovvéxewr. o TOPOLGIAGOLLE OPICUEVO,  OMOOEIKTIKG OTOElDL Yo val
VIOGTNPIEOVE TOV 1GYVPICUO  OTL M TAEOYMPI0 TV HaBNTOV OgV YPNCILOTTOLEL TOVG
TUTIKOVG OPIGHOVS KOTh TV epyacion mived o yvowotikd (nmuoato. o va yivoope mo
OVYKEKPWEVOL, O 1GYLPICUOG HoG fvon OTL ot devtepoPabdia odAG kou ot TprtoPdOpuo
ekmaidevon M meloynmeio Tov pofntav dev avamtuccel cuvibeleg okéyng mov Etvor
amapaittes ota TAaico Tov Madnpoatikadv. O pabntég cuveyilovy va ¥pncomolody Tig
ovvnBeteg ToL £Y0VV OO TOV TPOTO GKEYNG OTIV Kol pepv| Con.

O1 évvotieg T1g omoleg mpodkettan va. culntoovpe €dd, ivar 1 £vvolo TG GUVAPTNONG
Ko 1 évvola g epomropévng. Kot ot 600 épevvec mov akohovbBodv €yvav oe oyoleio kot
TOVETIOTI IO TG AYYALOG.

To akéAovBo epmmuaToldYI0 d0NKe o 147 portntéc mov eiyav o Mabnuotucd Pootkd
panuo otig tedevtaicg TIEEIS ™G devTePoPaOpag exmaidosvong.

(ZT1c TPOTEG TPEIG EPMTNGELS Ol GTOVOACTEG EMPETE VO EMAEEOLY HETAED «VODY 1] «OY
KoL VoL ENYNOOLV TIG OITOVTNGELS TOVG.)
I. Yrapyel cuvaptmon oty omoio kabe aptBuog 61dpopog Tov undevog avtiototyileton
010 TETPAymvo tov Ko To 0 avtiotoryileton 610 -1;



2. Ymdpyer cvvépmon oty omnoio. kaBe Oeticdg apBpog avtictoyileton oto 1, kdbe
apynTcog avtiototyiCeton oto -1 ko to 0 oto 0;
3. Ymdpyet cuvdptnon n Ypopikn TopacTtact) e omoiog vo givon 1) axdiovdn;

Zyua 7: TIpoxdmtel quth 1 YPOPIKH TopACTOCT) OO Lo GLVAPTNON;

4, Katd tv dmoyn oag Tt ivon cuvaptnon;

O oplopds g €vvolag g cuvaptong mov giye dwaybel 6e GAOLS TOVC GTOVONCTES
nrov OTL, Ho cLVAPTNOT Eivon po avTiototyio HeTald S0 cLVOA®V oV og KABe GTolyElo
TOL TPAOTOV GUVOAOL AVTIGTOLYEL aKPPAG Eva oToLKElo TOL devTepov. TTapd Tavta, povo o
57% twv omovdacT®V £6MGE AVTOV TOV OPICHO 1 KATL TOL NTOV €V UEPEL 1IGOOVVOO e
auTOV MG amAvinon oty gpmton 4. (Enueidote 0Tt eEeTAOTNKOYV KOAOL GTOVONGTES.
Emopévag, 1o mocootd 57% Ba pumopovce va Bewpnbel g peydho emitevypa o GAAES
TEPIOTAGELS, OAAG Oy otV TTpokeévn Tiepintmon.) To 14% twv crovdaotdv gine 4Tl pua
owvaptnon eival VoG KaVOVag OVTIGTOT(IONG KOL OTEPPIYAV TN dUVATOTNTO LLOG TUYOHOG
ovvdptnong. Ot kavoveg dev pmopodv va givor tuyaiot. EmPdAieton va £xovv éva Aoyikd 1)
podnpotikd vopadpo. ‘Eva emmdéov 14% vmoompiée OtL o cuvaptmon eivon €vog
aAyeBpucdc Opoc, o eopuovio (nAadr €vag tomog), N o e&icmon. To vrodAouTo
T0c0oTO Ogv £dMOE Koo  KOvomomTiky omdvinon 1 0gv andvinoe koboiov. e Oti
aPOPd OTIG EIKOVES EVVOLOG TPOEKVYE OTL GE CLYKEKPIUEVES KATAOTACELS (0TI epwTnoelS 1
Kot 2) peta&d Tov evog TPITov Kot TV dVO TPITOV TV GIovdacT®V Vouilovy 0Tt Lo
ovvdptnon Ba wpénetl va 500el amd Evav eviaio TOHTO 1), £Gv dtvovtay 0o TomoL, ToTE BaL TPEmEL
ToL EMPEPOLS TEdioL OPIoHOD Yo Tov KABe TOMmO va givan Swotparta. ‘Evag kavdvag yio éva
novo onpeio (0mwe oty epadTnon 1) dev emtpénetor. Mepikoi omovdactés Bemdpnoav Ot
Ol aVTIoTOLYiEG O1 0moieg Og dtvovtar amd Evav alyefpiko TOTO deV EIVOL GUVOPTATELS, EKTOG
oV 1) LOOMUOTIKY) KOWVOTITO TIG £XEL KNPOUEEL (G GUVAPTNOELS LIE TO VOL TOVG dADGEL VAL OVOLIOL 1)
poL €101k ovopopd. (Avtd AVNKE OTIG OMOVTNGELS TNG £p@TOoNG 2). AAAOL GOVOOOTES
(mepimov ta 2/5) MOTELOVY TWS M YPOPIKY TOPACTOCT LIS GUVAPTNONG TPEMEL VoL givan
KOVOVIKT], VoL avEGverl péco o€ Aoyikd miaioio k.o (AvTd QAVNKE OTIC OMOVTAGELS TNG
gpomong 3.) 'Etol, moAAol omovdacTtég mOL OpLoOV TN «GLVAPTNON» CWOOTA O&V
YPNOYOTOOVCAV TOV OPICHO TG OTAV amavTovcay TS epwtnoelg 1-3. Mévo 1o éva Tpito
TOV GTOVOUOTMOV TOV £0(MCOV TO CMOOTO OPICRO TNG CLVAPTNONGS UMAVTIGE EMIONG
6mo1d oTig gpmTioss 1-3. Kavévag omovdaotig and avtoig mov £6maay AavOasuévo
OPIGUO dEV AmAVINGE OTIC EPOTNOELS 1-3 CMOTA.

Ac Bemprioovpe TOpa TV €Ol TNG EPATTOUEVIG. XuvNOmG TopoVGIdleTol GTOVG
HoONTEC KaTd TN SLPKELD HOBNUATOV YEMUETPIOG Kot HAAIoTO 6TO KeQOANO Tov KOhKAov. O
OPIGUOG LIOG EPATTOUEVIG EVOS KOKAOL €ival EDKOAOG KOIL 1) OTTTIKT) TG ovomapdotaot tvan
1 aK6A0LON:



Zymuo 8: Mo epantopévn o€ Evay KOKAO

Avt n ewoOva umopel voo YPMNOIUEVCEL MG PECO YOl VO KATOOKEVAOTEL o ekdval
£VVOL0G TNG EPOTTOUEVIG KO GE GALEG TEPITTMOCELG OTIWC:

Syquo 9: Mo dtovonTikn 1KOva Yol Uid, EQOTTOUEVT

Yt0u¢ pantég mov maipvouv o pabnupo ™mg Avdivong divetor cuvnBwg Evog TUmKOS
OPIOUOG TNG EPATTOUEVNG GE IO YPOPIKY TOPACTOCT) WOG Opopioyng cuvaptnong.
Evtobtolg, n ewodva g €vvolag, Tov OodoHovV amd TNV EUTEPIO. GYNUATOV (OTMG To
oynuata 9 ko 10) pmopel va copmephdfel To amopaitnTo TOL OO0, EVIGYVOLV TO OTL Lol
EQOITTOUEVT] LUTOPEL VO GUVOIVTIGEL TNV KOUTOAN Hovo o€ éva onueio kon de Saoyilel mv
KOWITOAN o€ ekelvo o onueio. Ommg Oo dovLe, o TETOL0 KOV EVVOLOG UTTOPEL VOL 00T YNGEL
TOVG GTOVONGTEG VO GYESIAGOVY L0l YPOULUN 1 omtola dgv givat epamtopévn 610 {NTovpIEVo
onueto, &yel OLMGC, TIC YEVIKES 1010TNTEG TNG EIKOVOS £vvolog. To axdAovbo epmTnUOTOAOY10
d60NKke og 278 TPOTOETEIG POITNTES TOL TOPAKOAOLOOVGAY PabnoTO VIAVONG .

‘Ectm ot akdlovbeg Tpelg KapmoAes. e kabepud sivor onueimpévo éva onpeio P.
Al o€ Kabéva, amd oTd VITAPYOLY TPEL; MNAmacels. Kukhmote t dnAwmon mov
oag eaivetor oAnOng Kot aoAovBnote TV 0dnyia VoG TG TaPEVOESTG.

A. 210 onpeio P givar duvard va oyedootel akpipdg Lo EQOTTOUEVY] GTNV KOUTTOAN).
(Zxeoraote ™).

B. 10 onueio P &ivar duvatd vo oyedloctodv mePIGoOTEPES OO LU0 EPOTTOMEVES.
(ZuyKekpyEVOTOMOTE TOGES, L0, OVO, TPELS, AMEPES. LYEOIOTE OAEG TIC EPATTOUEVES
o¢ TePImTOOoN OV 0 aPWUOG TOVG Eival TEMEPACUEVOS Kol KATOES ommd ONTEG O
TEPUTTOOT) TTOL Efvan ATELPEC).

I'. Eivat advvatov vo, 6YedtcoveE EQPOTTOUEVT TNV KAUTOAN 1 OTToia Vo SIEPYETOL

ano 1o P.

10



P Y
P
P . y
Zymua 10: Ioteg ypapikés mopactdoelg £xovv epantopévn oto P ;

4. Tlowg givor 0 OPICUOG TNG EQATTOUEVIG OT®G ToV BuHAcTE amd TIG TEAELTAIES 1| KO TIG
ponyodueveg oepéc potnudtov, Edv dev Bopdote tov opiopd g €QOTTOUEVIG
npoonabnote va Ppeite Tov opiopd HoVoL cog.

Ot kapmokeg 1., 2. kou 3. givat oL Ypagues mapactdoels y = x°, y = \/M Ky =x%,0vx>0

evo av X < 0 tote y = 0, avtiotoryo. Avtd dumg dev dvotav 6Tovg omovdaotéc. Movo o
41% 1oV omovdaoT®V £3M0E MG OMAVINGT OTNV €pMTON 4 TOV OPWOHO 7oL Elye
nopovslootel ota podnuata. To 35% £dmaoe meprypagéc mov Taptdlovy oty mepinTwon
™G EPAmTOUEVNG o€ €vav KOKAO. Ioyvpiomkoay Ot o epamtopévn aryyilelt TV KoUmoAn
OAAG Ogv TNV SLOTEUVEL, 1) OTL GLUVOVTE TNV KAUTOAT 0AAG Ogv TV KOPEL 1 OTL £YEL Eval KOO
onueio pe v KopmdAn oAAd avtd Ppicketon TPog To Eva PEPOG NG KapmdAng. Ot vtdAourot
dev £€0moay Kavévay opiopd 1 Eypoyav optopovg dvey onpociog. Ot eKOveg Evvolog Tmv
OTOVOUCTAOV EKPPACTNKOV OTIC OMOVIACES TV epOToev 1, 2, 3, Kot divoviol GToug
ax6AovBovg Tivakec:
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A B C D E
The right A generic | two tangents Another No
answer tangent drawing drawing
18% 38% 6% 10% 28%
Table I : Distribution of student drawings to question 1 (N=278)
A B D E
~ Y
4 Y
I\ ‘
The right two tangents infinitely A ‘balance’ No
answer many tangent drawing
tangents
8% 18% 18% 14% 42%
Table II : Distribution of student drawings to question 2 (N=278)
A B D E F
L - .
7 Z
The right A generic two Infinitely Another No
answer tangent tangents many drawing drawing
' tangents
12% 33% 16% 7% 4% 27%

Table III : Distribution of student drawings to question 3 (N=278)
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Mepucég and 11 {oypapiég eivon daitepa evolapépovoec. Tapadeiypatog ydpv,
oto 1B, 2B ka1 3B ot gountég mpocmafodv vor eEavarykdoouy T YPopIK| TopicTacT) Vo
OLVOVTICEL TNV €IKOVA, TTOV TPOKLITTEL otd TNV €POTOUEV otov kKOKho. Ot 1B kon 3B
eoaivetonr v glvon KAOGIKEG «YEVIKEG EPOMTOUEVES) TOV TOPAYOVTOL OO TNV EKOVO
évvoldg tovg, M 2D eivar ol yevikevon oty omoio 1 «EQATTOUEV» TPOoTodEl Vo
ooppomioet. 1o 1C, 2D (to kotdtoto oyédo) kot oto 3C vmapyer éva GAAO
eovopevo. Mmopet va opeidetol oty moAod ikoévo Evvolog (Lol EQOTTOUEVT GE Evay
KOKAO) Kot ot véo €dvag €vvolog (TOL KOTAUGKELAGTNKE Omtd TOV OPIOUO TOV
HoONUAT®V) TOL SPOLV TAVTOYPOVO. GTO HVAAO TOL 6movdaoTr. Eivar éva modd yvootd
(QOVOLEVO GTNV EMOTHUN UABNONG OOV, OPKETA GUYVEL, TO TOANUG GYNILOTO. GUVLTIIPYOVV
podi pe to véa ot okéyn tov potnt). g 2C kot 3D ot ot tés aKdpoL EPEVPICKOVY Kol
TV TEPITOON OMElPOG TOADY EQPOUTTOUEV®Y, OO TN o TAEVPE, TPOKEWEVOD VO
GLVOAVTAGOLY TNV TOALYL EIKOVOL IOV ELYOV SWOPPMOUEVT 0TtO TOV KUKAO Kot 0mtd TV GAAN
HEPWE, OLVEONTOMOWOVTOG OTL Ogv  VRAPYEL KOVEVOG AOYOG VO TPOTIUGOLY Lol
CEPOTTOUEVI, GYESOCUEVT] COUPOVOL LE TNV TOANE EIKOVO, amd GAAES, amEIPOG TOAES
«EPOMTOUEVEGY. Ze avTifeon pe anTohg TOVG POITNTES, VIEPYOLY KATOLoL Ot omtoiot ot 2D
(to mpodTo SYNUA) Ko otV 3B @aivetor vo mpoTiovy €va €i00¢ cuupEeTpiag Kot €Tt
OPKOVVTOL GE L0, LLOVO EQATTTOUEVT 1] BEmPOTV (G apeTNpiol GTL TPETEL VAL VITAPYEL LOVO LU
EPOITTOLEVT) KO ETOUEVOG GUUTTEPOVOLY OTL BaL TTPETEL VaL ETVOL 1oL TTOL £XEL KO GUUETPIOL.

2115 600 €vvoleg mov cLINTNCOUE TAPOUTAV®D VITAPYEL Lo GVYKPOVGT| HETAED TOV
TUTTIKOV OPIGHOD KOl TOV TUMIKAOV TOPASELYHATOV TG £VVOlog, 1) omoio Umopel va
TpoKoaAéoel o AavBaouévn ewova g évvolag. Ta cvumepdopoto delyvouy 0T,
Tapd TV EReacn mov 660NnKe 6TOVG OPICUOVE TV EVVOLDYV, TOALOT LaBNTEC deV TOVG
YPNOLOTOINCAY KATA TNV €PYacio TOVg og Bépata, oto omoio ot Tumkol opiopol Oa
Enpeme va elyav ypnoiponomei.

(H evémrto avt) anotelel amddoon erebbepn amddoon TULOTOC TNG EpYacio Tov S.
Vinner:
The role of definitions in the teaching and learning of Mathematics. In D. Tall (Ed.),

Advanced Mathematical Thinking, (pp. 65-81). Dordrecht, The Netherlands: Kluwer.)
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3. HXHMAZXZIA TQN ANAITAPAXTAXEQN
YXTHN OIKOAOMHXH THX MAOHMATIKHX XKEYHX

Youpova pe tov D.Tall umopodue va drokpivovpe Tpelg KOGUOVG OV GPOPOVY GTOV
TPOTO TPOoEYYloNg TV Mabnuatikdv. Andodn, Tpelc kKoouovg padnuatikng okéyng. Tov
eveapkopévo (embodied), Tov Sradikacioevvoloroyiké (proceptual) kot tov alOpoTKé
(axiomatic) xoopo. O evoopkouévog kocHog Paciletor otig achnoelc kol otn dpdon Kot
amoTeELEl TOV apyIKO UAOMUOTIKO TPOTTO CKEYNG. XT0 TAOICL OVTOV TOL KOGUOL apyilel o
pabntig va pobaivel kot va okéntetor Madnuotikd. O S10d1kac10eVVOI0A0YIKOC KOGHOG Eivat
0 KOGUOG TV GUUPOAMV Kal TOV SLOdIKAGL®Y. LTo TANIGL 0LTOD TOV KOGUOV O HafNTNiG
KOTOVOEL TIG EVVOlEG MEGH OO TIG Ol0OIKAGIEC TOV EKTEAEL PE TNV YPNON TOV HUONUATIKOV
cLUPOAV Kot ovTd omotelel TO deHTEPO GTAOI0 T™NG €EEMENG TS LOOMUATIKNG OKEYTG TOV
pabnt. O aélopotikdg Koéouog eivar to tpito otddo. Eivar o kdouog otov omoio To
MoOnpatikd omotelody £vo TANPEG OKOSOUNUA TTOVL €XEL MG Paomn optouéva a&IdUOTO Kot
TPOTAPYIKES Evvole. Me tn ypnon avtdv, opiloviotl véeg £VVoleg Kol amodEkvHOVTaL Ol
TPMOTEG HOOMUOTIKEG TPOTAGCELS. XTI GLVEYEWN YPNOWOTOIOVTIOS TO OSIMUOTO Kol TIG
amodelybeiceg TPOTAGEIC AMOOEIKVOOVTOL VEEG TPOTACELS K.0.K. 'Etol otkodopeitoar o
0E1OUATIKOC KOGUOG, TOL GTOTEAEL KOl TO avATEPO GTAdIO TNG podnuatikig okéyng. Ot dvo
TPMTOL KOGOl, O EVOOPKOUEVOS KOL O OlOdIKAGIOEVVOIOAOYIKOC, €lval Ol KOGUOL TOV
KupLOPYOVV TNV TPOTOPAdo. Kot 6T devtepofada eknaidevon avrtiotowyo. To mépacua
07t0 TOV EVGOPKOUEVO TPOTTO GKEYTG GTOV J1AOIKOCIOEVVOLOA0YIKO YiveTal otadtokd. Ot dvo
KOGUOL  GUVLTTAPYXOVV  UEXPIS OTOL VO QPTAGEL O MHOONTC VO KOTOKTAGEL TOV
O1001KOG10EVVOIOAOYIKO TPpOTO okéyng o€ tétolo Pabud, dote va Bewpeitar 6TL dev TOL
ypelaleTat 0 TPONyovueVos. ‘'ETol 0 EVGapK®MUEVOG TPOTOG GKEYNE TTOVEL VAL XPTCLULOTOIELTAL,
otodwokd e€acbevel kot ovolaotikd e€apaviletal. O adlopotikdg TpoToc okéyng apyilet va
dtopopemdveTal 0To AVKELD Kot olokAnpavetal oto [avemotio.

O evoopkouévog TpoOmog okéyng, Ommg ovaeépbnke mponyovuévag, Pociletor oTig
alcOnoelg kai ot dpdor. O padntig okéetetar Mabnuatikd, evepymvTog 6€ KOTL TOV Uropel
vo avTiineOel pe Tic aictnoelg tov. Ot EKOVIKEC OVOTOPUCTAGEIS, ONTIKEG 1| VOEPEC,
OTOTELODV OMUOVTIKG E€PYOAEID OTOL TAGIGIL  OVTOV TOV KOGUOVL. YTAPYEL GMUOVTIKN
Biproypapios TOL a@OPE GTN OMUOGIO AVTOV TOV OVOTOPACTACE®Y GTN JSO0CKOMA TV
MoOnpotik®v kol YEVIKOTEPA 6T Uadnpotikny okéyr, Kafdg Kol 6To TPOPAAUOTH TOV
GULVOEOVTOL LUE AVTEC.

O evoopk@UEVog TPOTOG GKEYNG GTI OYOAIKT EKTOIOELGT YPNOLOTOIEITAL KVPIWS Yo
TNV EI00YOYN HLOONUOTIKOV EVVOLMV GTO OMUOTIKO GYOAEl0. LTO YOUVAGIO YPTCULOTOLEITOL
eMdyota, Koplog péoo amd TIG YPOQPIKEG TOPAOCTAGEIS GLVOPTNCE®VY, YMPIC vo Tailel
onuavtikd poro. EAdyloteg opéc (nteiton omd tov pabnti va AVcGEl TpoPAnuota
omPlOUEVOG G YPOQIKEG TOPOOTAGES KOU OKOUN AlyOTeEPEG VA, OCULUVOVAGEL  TOV
OL0OTKOGIOEVVOIOAOYIKO TPOTTO OKEWYNG 7OV KUPI®MG YPNOIUOTOLEL LE TOV  EVOOUPKMUEVO,
dovievovtog Tavm 610 1010 Bépa. H avtiAnyn mov kuplopyel givol 0TL 0 pabntmg mpénet va
UAEOEL Vo GKEPTETOL YPTCILOTOIDVTOS UOVO TIG GUUPOAIKESG OVOTOPAGTAGELS, OMNAMdT UOVO TO
Tomikd pobnuatikd. Etol, 6nwog mpoovapépbnke, otadiaxd efacbevel otovg poabntéc m
duvatodTNTA OKEYTG OTO TAXICLO TOV EVGOPKMUEVOL KOGUOL Kot TpakTikd e&apoaviletat. Eva
UEYOAO TTOGOOTO TOV HOONTOV TOL AVKEIOL dEV UTOPEL VO, YPNGIUOTOMGEL GVTO TOV TPOTO
okéyng. 'Exel mepdoel mAMPpOC 6TOV SL0dIKOGLOEVVOIOAOYIKO TPOTO GKEYNC Kol OV €XEL TNV
KOVOTNTO VO, TOV GUVOEGEL LIE TOV EVOAPKWOUEVO.
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H XHMAXIA KAI TA OPIA TOY ENXAPKQMENOY TPOIIOY XKEYHX

To epotnua mwov tibeton €ivar av M advvopic TV uadntd@v vo cuvévdcovy Tov
S10OTKOGI0EVVOLOAOYIKO KOl TOV EVGOPKMOUEVO TPOTO OKEYNG ONUIoVPYEl TPOPAHOTO GTNV
Tepaltép® ovAmTLEN TG podnuatikig tovg okéyme. I[Tiotedvovpe 6tTL Yoo vo avamtuydel
OVLCLUGTIKA 1) LOONUATIKY GKEYT TOL LoBNTH Ko Vo TEPAGEL GE £Va AVATEPO EMIMEDO, TPEMEL
ovTOC Vo pmopel vo GuVOLALEL TOV EVGOPKMOUEVO Kol TOV OUOIKOGIOEVVOLOAOYIKO TPOTTO
okéyng. [pémnel va gival oe Bom va peletd Tig eikoveg Kot va, kotodafaiver i “Aéve”. [pémet
Vo Uopel vo LETATPETEL TIC GUUPOMKEG OYECELG G EIKOVES KOl VO LETAPPALEL TIG EIKOVEC GE
cupporkd Mabnpatikd. H petdfacn omd ta cOuPoro oTig EIKOVEG, ONANON 1) EVGAPKMGN
TOU OPNPNUEVOL OE GULYKEKPIUEVO, TOL OIVEL TN SLVOTOTNTO VO, KUTOVONGEL KOADTEPO TO
aeNPNUEVO Kol Vo, OKEPTEL TAVD o€ kATl Tov PAémel. H dvvatotnto petdopoaong amd Tig
gwoveg ota, couPora givar amapaitntn yoti povov €101, ONAAON MEGH GO TNV AVCTNPA
TOUTIKY  amOdElln), KOTOXYLPAOVETAL Kol Yyivetow omodext | wo Mabnuotikn oinbeia.
Youmepdopoto Tov otnpilovial amoKAEIGTIKG OtV €1KOVa, OTM¢ gidoue TapumTavm, gival
duvatov va gival espaipéva. ‘Eva amdhod aAld xopaknploTiko Topadely e TETOI00 GOAALOTOC
glval Ko To EMOUEVO:

Ye éva tpiyovo ABI Bewpovpe To HEGO TMV TAELPOV TOL Kol KATAGKELALOVLE TO TpiymVa
BAZ xat AET. "Eoto o= BA+AZ+ZE+ET. Zta tpiywva BAZ ko ZET epappolovpe v idu

dwdcacio, kataokevalovpe téooepa Tpiymve kot Bétovpe o, To dbpoispa tov avtictoywv

oKT® TALPAV (Zynua 1). Zoveyilovtog avti ™ dadkacio KataokevAlovpe Hor akolovdio
o,: n=1,2,...H gpdton eivar mov teivel n axkorovbia a ,. H eikdva pmopei va pog odnynoet
010 ouumépacpo 0Tt 1 akoAovbio o, ovykAivet oto pnkog tov BI. Edkola opwmg
amodeucvoetal 6Tt o ,= AB+AT yia kafe n=1,2,...., dnAadn 6Tt 1 akolovbia ivar otabepn.
Apa cuykAivel ot otabepn T TG TOV TPOPUVMG OeV €ival {om HE avTh TOL KATAANEAUE
EMOTTIKA.

ZMua 1

XPHXH TQN ANAITAPAXTAXEQN XTH AIAAXKAAIA TQN
MAGHMATIKQN XTH AEYTEPOBAGOMIA EKITAIAEYXH
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[Nog pmopodv va  ypnoiwomombodv ol  avOTOPOCTACEL; OTN  OUCKOAN TMV
Mofnpatikov ot devtepoPabo  exmaidevon, ®ote cuvteAécovv ot Pedtimon g
LOOMUOTIKAG OKEYNE TOL HoONT; O avoQEPOVLLE TEGGEPIC YEVIKEG TTEPITTOOCELS YPNONG TOV
OVOTOPOCTAGEWDY 0T d1dackorio Tov Madnpatik®v ot devtepoPdduia exmaidevon).

L. Xpfion ToV avomepasTaceE®V Y10, TV KATEVOT 61 ROONUATIKOV EVVOLOV.

Ot podnpotikég Evvoleg, av eEa1pECOVUE TIG YEMUETPIKES, glvar Evvoleg apnpnuéveg. Ot
oplopoi Tovug divovtal pe  pafnuotikd cOPPBoAN Kot 1 KOTovonon Toug and tov uadntn gival
TOAAEG POPEC EAMMTING. AVTO £xEl MG OMOTEAES U TNV aduvapio 1| T AavBacuévn ¥pnoTn Tovg
ot Abon acknoewv. H duvotdmta eVeapK®CNS aVT®V TMV OPIoUOY, SNAadT 1 SuVOTOTNTA
OVOTOPACTUCTG TOVG UE TPOTO MOTE Vo, YiVOuv KoTovoNnTtol HEG® TV o1odncemy, UTopel va
Bonbncel o pabnTy vo Toug KOTOVONGEL KOAVTEPO KOl VO, TOVG Xpnoluonolel cwotd. Eva
TOPASELYLLO. £VVOLOG TTOL OMLOLPYEL TPOPANUATA GTOVG UaONTEG Kol EIGAYETOL OTIS TPDTES
ta&eic tov Mopvaciov, givar n évvola tng amoAvtng Tiune. O Tumikdc opiopog pabaivetal amod
TOUG MaONTEG UE €vay HOAAOV UNYOVIGTIKO TPOTO Kol 0uTd TOAAEG POPEG TOLG 0dNYEL GE
AGO1. Emiong tovg eumodilel vo KoTavoicouy To dVOKOAEG €vvoleg mov Ba GuVAVTHGOLY
apyoTEP KOL TOVL 1 amOALTN TN Toilel KaBoploTikd POAO GTOV OPIGUO TOLE, OGS Eival M
évvota tov opiov.

Avtifeta, av 0 paOnTig £XEl KOTAVONGEL TNV VOTAPACTOCT] TOV TPAYLATIKOV 0plOpdv
o€ évav a&ova kol ovTIANEOEl TV amdivTn T Vo aptBpod ®¢ TV amdGTAGT TOL Ao TO
unodév, kabdg Kot TNV amoAvTn T TG 010Qopdg 600 apBUdV ¢ TNV 0TOGTUCT TOVG TAVED
otov a&ova, Ba £xel T dvvatotnTa Vo PAETEL OEpaTa TOV GUVEEOVTOL [E TNV ATOALTN TN
Kol oo [ YEOUETPIKN OTTIKY. AvTi M onTikn Bo Tov Qavel Wwitepa YpNoIUN G€ TOAAES
TEPUTTAOCELG.

I1. Xp1on avorapasTacemy Y10, T1] O1U0VPYid. EIKAGLAY.

O pOAOG TOV EIKAGIOV GTNV OVATTLEN TNG LOONUATIKAG GKEYNG EIVOL TTOAD OTLLOVTIKOG.
Mo vo, awodeiovpe pio, LoONUATIK TPOTOOT| TPEMEL TPAOTO VO TPOKVLYEL OVTH (O EIKUCINL.
Anhodn, peTd omd KOTAAANAEG okéyelg va odnynbodue 610 cvumépacuo OTL givol TOAD
mhavov va, 1oy0eL 1 cuykekpluévn mpotact. H dnpovpyia eikacidv omovcialel TAnpmg amd
T d1dackaAiio Tov Mabnuatikdv otn devtepoPadua ekmaioevon. Agv eaivetal 1 dadikacio
UEGO OO TNV 0010, TPOEKVYE 1) SUTLAIMGCT TOV TPOTAGEMY Kol TV Bempnudtov. Me molo
TPOTO OU®G pmopel va avamtuydel péso ot 1aén évag mpoPAnuationds mov Bo 0dnynoetL ot
dltommon ¢ ewkooiog; e avtd umopel va TaiEovy onuovTikd pOAO Ol AVUTOPACTAGELC.
Idwitepo. onuepa, HE TN ¥PNON TOV VEDV TEYVOAOYIDV, OTO Wmopel va yivel pe mwoAd
KOADTEPOVG OPOVG.

Avoeépovpe yio Topdaderypua £va onuavtikd Bedpnuo tng Mabnuatikng Avaivong mov
ocoumeprropfavetol oty VAN Tov Avkeiov. Eivar to Becdpnuo mov cuvdéel T povotovio piog
SLPOPIGIUNG GLVAPTNOTG UE TO TPOGNUO TNG TPDTNG TOPAYDYOL TNG. AVTO TO Oedpnua
ocuvnlmg doTVTOVETUL YOPIG AmOdEEn Kol  YPNCIUOTOLEITAL YioL TN WEAETN GUVOPTHOEMV.
Mg, oume, okepTiKoUE 0Tl {0MC GUVOEETAL 1) LOVOTOVIOL LIS SLOPOPIoIUNG GVVAPTNONG UE
TO0 TPOGNUO TNG TOPAYDYOL NG Kol odNynOnKope otn STOTMGN TOL GULYKEKPIUEVOL
Oewpfuotog; Avtd To Prpo, OTOG TOVIGTNKE KOl TPONYOVUEVMG, EIVOL £Va TTOAD GNUOVTIKO
Bruo oo v avartoén g LobnuoTikig okéyng Tov pobnt kot ivar éva fripa mov umopel
va yivel oto mAaicto tng dackaiiog Twv Mabnuotikdv oto Adkelo. X10 TOpAdEYHO TOV
SOTPAYLATEVOUOOTE, ) LEAETT) TNG KIVNONG TNG EPOTTOUEVIC TTAV® OTI YPOQPIKN ToPAGTAoT
pog ovvaptnong (oynua 2) umopei vo 001 ynceL GTny Topatipnor 0Tl 6T, SICTHUATE, TTOL M
ocuvvaptnon givar avéovoo (avt. ebivovoa) N epantopévn oynuotilel ofeio (avt. apPieio)
yovie pe tov d&ova xx'. Avti mn peAétn umopel va yivel mOAD KOAVTEPO HE TN YPNOM
NAEKTPOVIKOD VTTOAOYLIOTY], OOV 0 paldnTig umopei va PAETEL TNV Kivom TG EPUTTOUEVC.
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ZyMua 2

H mopandveo mopoatipnon odnyel ot obvdeon g HOVOTOVIOG UE TNV TOPAY®YO. X1
GUVEYELN LLE TTOL0 TPOCEKTIKT UEAETN YPOPTLUATOV KOl LUE KOTAAANAEG EPMTNGEIS OV TiBevTaL
oo Tov kafnyntq pmopel vo, dnuovpynBel n eiocio: Av 1 TopAy®YOS UIOG SL0QOPIGIUNG
ocuvaptnong eivar Oetikn ( avt. apynTikn) o€ Eva SAoTNUO TOTE 1| CLVAPTNOT Eival Yvnoimg
avéovoa (avt. yynoimg eBivovoa) 6€ avtd TO SIUoTNUA.

H pelétn kot n TpocGeEKTIKN TOPATHPNOT EWVIKAV TEPITTOCEMY GTN WOONUOTIKY EpEvval
TOAAEG (POPEC 0OMYNOE GTN SWTVTIMON CNUOVIIKOV YEVIKMOV EIKAGIOV TOL €V GuveyEia
amodelyOnrav. H pelétn mov meprypdyope mopomdve sivol tétolag popens. H epapuoyn
TETOL®V O1001KACIOV 01N ddacKaMa Tov Madnuotikdv, oyt povo oto ADKED dALL Kol GE
pikpdtepeg Taelg, avomtuoosl T podnuatiky okéyn tov uadnt). o va givar opmg
OTTOTELECUATIKEG SLOOIKAGIEC OLTOV TOV TVTOV, TPEMEL O LabNTAG va €xel T duvaTdTNTA VoL
OKEQPTETAL TAV® GTO GYNUOTO KOl VO, UTOpEl va LETAPPALEL TO. GUUTEPACUATO GE GUUPOAIKA
WO LOTUKGL.

II1. Xp1on Tov avanapactdce®v Yo TNV Teprypapr] Madnpotikov

CUUTEPUACRATOV.

Mo, pofnpatikn wpdtacn dwtvrovetal oe kKobopd cvuBoikn popen. H dwatdnwmon
vt TOAAEC QOpéc gaivetal dvovontn kot E€vn otov podnt. H evedpkoon avtig g
TPOTOOTG, ONAAOT 1 TEPLYPAPT TNG UE HL0L EIKOVIKT avomapdotact, uropei va fonbnocet otnv
KoAOTEPT Katavonorn . 'Eva khaooikd mopaderyua eival To EnouEVo Bempnua, YvOoTo M¢
Oedpnuo e Méong Twung:

“Av fi[a, b] »> R ovvaptnon cvveyng oto [a, b] ko dapopicyun oto (a, b) to6TE LAAPYEL

£ e (a, b) dote (&) = M. »

—-a
H yeouetpikn avoanapdotaon tov Bewpriuotog (oynua 3) Ponddet tov pobnm va Kotardpet
TL OVGLOOTIKG “Aéel” To Decdpnua.
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Zyfpo 3

IV. Xpijon TOV avoTOPICTACEMY YO TV TEPLYPUPT] SLUIIKAGIAV KOl UTOOEIEEMY.
[ToAAéc popég dradikacieg 1 amodeilelg eaivovTal 6Tovg HodnTéc mepiepyec. Agv pmopovv va
KaToAdPovV TL “Aéve” Kol £T0L dev pmopovv va Tig udbovv. Avtd apopd otig, Bempodueveg
oo Toug pobntéc, duokoreg omodeifels. AAAG Kol OGOV apPOPA oe SLOIKAGIEG 1 ATOdEIEELC
7oV 01 pantég TIg BempoV gVKOAEG, TOAAEC QOPEC AVTO TTOV UTOPOLV Eival OTADS Va TIG
ePapuolouvV N va TIg avomapdyovy 0tov Toug {ntnoei. Agv éxovv KOTOVONGEL OLL®G TNV 0VGIA
TOUG. Agv €YOuV KOTOAGPEL TNV OVLOACTIKY HoONUOTIKY 1060 OV KpVPeTon Tio® omd T
@oppoitotiky wapovoioon. H duvatdotnta meptypapng T€To1mv S10d1kaciov 1| omodeitemy e
owkieg oto padnT) avamapactdoelg Tov Ponddel otn katavomon tove. ‘Eva mopdderypa pa
TETOLOG OmOdEIENG gival 1 aOdEIEN TOL BE®PNLUTOC EVOLAUECDV TILDV:

“Av fa,b] - R ovvexng cvvaptnon ko f(a) < h < f(b) tote vrdpyer x | € (a, b) dote
f(x ) =h.”

H amodeién tov Bewpnipuotog avtov, 1 omoio vEapyel oto oxoAkd PifAic, mpokdmTEL
g0KoA amd TNV €101kn mepintmon Yo h=0, n omoia givan yvootm wg Bedpnua tov Bolzano
KoL VTOPYEL 6T0 GYOAKE PipAia yopic amodeln.

[paypott, av Bécovpe g:[a, b] —»> R, pe g(x)=f(x)-h yioa kabe x [a, b], eivar woAv
€0KOAO VO SLOTIGTAOCOVUE OTL 1] GLVAPTNOT| g IKAVOTOLEL TIG VTOBEGELG TOL BEPNUATOG TOV
Bolzano. Zvvendg vnapyet X , € (a, b) dote g(x )=0. Apa f(x )=n.

H mopamdve omddein sivarl o omAn omnddeién mov dev onpuovpyel TpOPANUO GTOVS
pabntég. [locot dpmg amd owtovg Katavoovv v ovaia g, [1ocol kKatavooiv 6Tt kdvovpe
L0 LETOPOPA TG CLVAPTNONG g, DGTE VO, IKavoTotnHovy ot TpobrmobEcelg Yo va epaprocTEl
10 Bedpnua Tov Bolzano; H meptypapn Opmg ¢ mopomdve amnddeiéng Ue 1o oyfua 4 1, oA
KOADTEPQ, WE TN XPNOT MAEKTPOVIKOD VTOAOYIGTH Omov Ba @aiveTol 1 Kivnomn, EVoUpKOVEL
vt TNV 10€0L.
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Zyuo 4

Ot avomapAGTACELS TOV OVOPEPOLE TOPUTAVD EivVOl OAEC YEMUETPIKES AVOTOPACTAGELC.
Ankadn €yovv éva aueca pabnuoticd mepieyouevo. H evedprmon Oume pog pofnpotikig
Wwéag Ogv yivetor udvo UEGO OmO TETOOL TOTOL OVOTOPOCTACELS. Y TAPYOLV Kol
OVOTOPOCTACGEL; TOV OgV €YOLV AueEcT oyéon uUe ta Mabnuotikd, oAl uUmopovv va
BonOncovv ot katovomon pobnuatikov wemv. Evo tétolo mapddetypo gival to exduevo.
TonobBetovpe 6t celpd Ko o€ 6pOia B€om Ta TAaKidIE TOL YVOGTOL TALYVIOOD “VTOUVO”,
®OTE 1 AmOCTOOT KAOE €VOG ammd TO EMOUEVO TOV VO €ival HIKPOTEPT) TOV VYOLG TOVG. AV
piéovpe 10 Tp®TO TAOKIOO TOTE O TEGOVY OAa. [t cupPaivel avtod; Noti woyvel 6tL av
TEGEL KATO10 Do TEGEL KOl TO ETOUEVO TOV, KOOMG Kot OTL TEPTEL TO TPMTO. AVTH Eivol 1) apyn
™™g Moabnuotikng Enaymyne mov modréc @opéc epapuodlovpe yio va amodeiovpe OtL pio
oyéon 1oyOEL Y10, OAOVG TOVE PLGTKOLS apPlBpoVC.

[MoAAéc popég emiong, oe PoBNUATIKES 1010TNTEG SIVOLE U0 OVOUOGIO TOV TOPATEUTEL GE
W0, U1 HOONUOTIKy, VOEPT] EIKOVA TTOV VOTaploTd auT TV 11dtrto. 'Eoto m.y. 1 enduevn
WwomTo

“Eot® o, Ban,yn tpEIC axorovbicg pe o, < B n < vy yia k@be n=1,2,..... Av lim o ,=

n—>0

lim Yn=0Qa tote ko lim B =
n—>0 n—>o0

Ac QovTOGTOOUE 600 OGTUVOUIKODE Ol 0Toiol £X0VV GLAAGPEL Vol KPATOVUEVO KOl TOV
KPOTAVE OO T [ HEPLE 0 évog Kot omd v GAAN o dAAoc. Tote OOV TAVE Ol AGTLVOLIKOL
exel avaykaoTikd 0o TAEL Kol O KPUTOVUEVOG. AVLTA 1, U HOOMUOTIKY, VOEPT EKOVA
OVOTOPLOTA TNV TOPOTAVE pobnpotikn 1totnTo. o avtd 10 Adyo og opicpéva Pifiia avt
N 1W010TNTO OVOUALETAL “OpyN] TOV UGTUVOLK®DY.

YXYMIIEPAXMATA

H ypron katdAAniev avorapactdcemv pumopel vo fondncel ovclootikd Toug pobntég
VO KATOVONIGoVY LaOMUOTIKEG EVVOLEG KOl SIOOTKAGIES, VO TPOPANUATIGTOVY, VO GKEPTOVY Kot
va odnynbodv ce eKacieg, vo kaToAdPouy 10€eg TOV KPVOPOVTOL HECO GE TUTIKEG AmodEi&elg
Mo vo umopécel dpmg 0 padnNTC vo KAVEL OVGIAGTIKY YPNON OVTAOV TOV OVUTUPUCTACEDY
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npénel M owaokoAio Tov Mabnuotikdv oto oyoleio, 1dlaitepa g otn dgvtepofdbuia
exkmaidevon, vo  givol  TETOl  MOTE Vo GUVOLALEL TOV  EVOOPKMOUEVO KOl  TOV
S1001K0G10EVVOL0A0YIKO KOGUO okéync. No e£aoknoel To uabnti va xpnoILoTolEl Kot TOvg
00 KOGLOLG, Va Yvapilel Ta dplo TOLE Kot Vo Umopel va petafaivel omd tov éva otov ANo.
Na givar g 0¢om va ypnoiponolel kabe popd avTdV TOV €Vl TO TPOGPOPOG Y10 VL ADGEL TO
TPOPANUO oV avTyeToRilel, Yvopilovtag OUmE 0Tl 1 LobNUoTIK) aAN0E0 KOTOYLPOVETL
uovo péca amd ™ tumikn anddeln. Ta moparndveo Bo cuvieEAécoVY GTO VO OIKOGOUNGEL O
LOONTAG HL0 TPOYLOTIKG PoOMUOTiKn okéyT).
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4. AIAAXKAAITA ENNOIQN KAI OEQPHMATQN

H dudaokalio Tov evvoldv Kot Tov Beopnudtov ival o akpoyoviaiog AlBog piag
A aoKAAIOG TOV £YEL OG GTOYO TNV EVVOIOAOYIKT KATOVONGT Kot TV OvVATTLEN TNG
ponpatikng okéyng tov podntaov. I'a avtd Ba acyoinbovpe Wiaitepa pe avTod T0
0éuaL.
H ddackario tov Mabnpuatikdv, 6Tmg TOVIGTNKE 6TV apyl TOV CNUEIDCEDY,
TPENEL VO, YiveTal Tpoomddeia va tpoceyyilel og tkavomomtiko Babud tovg eEng dvo
oT1OYOVG:
o) No delyvel 6toug padntég v eEEMEN TG LaONUATIKNG GKEYTG TTOL 00NYNGE GTO
OTOTEAECLLOL.
B) Na divel 6Toug paBnTég TV SuVATOTNTO VO GUUETEXOVY EVEPYA GE QTN TNV
eEEMEN.
Yto emdpevo 0o TopovolacTel pio Topeia SOUCKAAING TOV aPOPE GTIC EVVOLES Kot
oT0 Oe®PNLOTA KOl GUVOEETOL LLE TNV EMTEVEN TOL TP®TOV 6TOYOV. H Topeia avtn
yiveton TpooTabEln va TEPIEXEL OPKETA QO TO, GTOLXEID TTOL TOVIGTN KAV GTO.
TPOTYOVLEVO KEPAALO KOt EIVOIL KOV OTA TPAOTO GTASLN, SLOPOPOTOIEITOL OLMG OTN
OULVEYELD OVOAOYX LLE OV TO OVTIKEIEVO NG ddackoAiag sivat Evvotla 1 BemdpnpaL.

ATAAYXKAAIA ENNOIQN

O\o tor ponpotikd amoTeAEGHOTO, OTWS TOVIGTNKE GTNV apYT TOV CNUEIDCEWDV,
Exovv apetnpio T Avon TpoPANUdTOV. Zuven®g 1 S1dackaAio Yo TNV EICOYOYN LG
OepeMmddovg évvolag Tpémel va yiveton Tpoomadeio va apyilet pe Eva mpdPAna Tov
deV avVTILETOTILETAL [LE TIC VITAPYOVOES YVACELS KOl TTOL 1] TPOSTADEL Yl TN Avom
TOV B 0ONYNOEL BTNV OVAYKN TNG EICAYOYNG TNG £VVOLAG.

Orav avripetonilovpe Eva mpdPAnpa oKEPTOLOOTE TOG B0l TO AVGOVUE. ZVVETMG TO
devTEPO 0TA10 TNG ddacKaAiag etvar 1 cu{Tnon Kat 0 TPOPANUOTIGUOC Yo TV
enthvon Tov TpoPAnuatog. Amd tn cvlntnon ot Ba TPOKHWYEL N AVAYKN EIGAYMYNS
™G vEaG £VVOL0G.

210 Tpito 6Tad10 Yivetar culnTnon yo v padnuatiky S1etdnwon e £Vvolag Kot 1
TEPLYPOPT] TNG CLUPOAIKA, YPOEIK(, AekTikd. AvTd Bo fondnoetl Tov padnt otV
OVLGLOGTIKY] KOTAVONGN TNG £VVOLaG HECH OO TO GYNUATIGUO GOOTMOV EIKOVMV.

210 T€T0pTO GTAS10 divovTal TOPAdELY LT Y10 TNV KAADTEPT] KATOVONON TNG £VVOLAG
Kot TV aro@uyn tapavoncewv. Ta mapadetypoata wov Bo 00000V mpémetl va £xovv
oLYKeKPLEVO okomd. O 5104oK®mV, GUVOLALOVTAG TN SIOUKTIKY TOV EUTELPIO TOL Kot
T1G DEPNTIKES YVMDGELS TOV GYETIKA LE TI GUYKEKPIUEVT EVvOold (IGTOPIKEG,
HOONUOTIKES, SOOKTIKEG), TPEMEL KATE TNV TPOETOUACTN THG SIO0CKAAING TOL VO
evromicel mhava epUmodio ToL Bol AVTIHETOTIGOVY 01 LoBNTEG GTNV KOTAVON O™ TG
évvolog, va, ta avadei&el ot d1dacKaAio Tov Kot va Bpet Ta KaTdAAnAa mopadeiypato
Y10 VOL TOL OVTLLETOTIGEL.

To endueVo SLAyPAUIO TEPLYPAPEL GYNUOTIKA TNV TOPATAVED Sodkacio:
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[TPOBAHMA

>vl{nton yw v emilvon
TOV TTPOPAUATOG

ENNOIA
(ApOunTIKd, CLUPBOAIKA, YPOEUKE, AEKTUK)

[TAPAAEITMATA

ATAAYXKAAIA OEQPHMATQN

Onwg kot ot ddackario evvoldv €11 Kot 6T ddackaiio Oewpnudtov, Tpémel va
yiveton Tpoomadeia va EeKiviioovpe Le Eva TPOPAN O TOL OEV AVVETAL LUE TIC YVMDGELS
OV £YOLV O LoONTEG PEYPL EKELVN TN OTLYUN.

Ortav avtipetonilovpe Eva TpdfAnpa KEPTOLOTTE SLAPOPOVS TPOTOVES Y10, VOL TO
TPOCEYYIGOVE. ZUVETMGC, Kol £dM TO SEVTEPO GTAJIO £ival GLLNTNOT GYETIKA E TNV
OVTILETMOMION TOL TPoPAnpatos. H culntmon autr evoeyouévmg va 0dnyNceL og £va
Ao padnpatikd TpoPAnua (to apyikd TpoPAnUe propel va unv eivar GUeEcH
poOnpatikd) kot telkd ot dStopdpewon piag swaciog. H sikacio avtr, 1§ omoia
umopel va €ivot Sl TVTOUEVT OE L0l YEVIKT LOPPT, av 1oyLEL Bo fonBnoetl otn Adon
TOV TPOPANUATOG. LTI GUVEYELD OVOTTOCCETOL EVOC TPOPANUATIGUOG TTOL 0POPE GTNV
oYV G ekaciag. O TpoPANUATICUOS AVTOC 0ONYEL GTIV TTO TPOCEKTIKN
SUOPPMOT| TNG EIKAGING, TOL ATOTELEL OVCACTIKA TO Be®PN U TOVL EXOVLLE VO,
amodeifovpe, Kot oty memoifnomn ot avty oyvel. TOTE PTAVOLLLE GTO GNUEiD TOV
JTVTOVOVE TO Be®pnpa Kol TO amodekvhovpe, av BERata n amddeEn avtn eivon
GTO OVOAVTIKO TPOYPOLLLLLOL.

Metd e€etalovpe v avoaykodmra TV vrobécemv tov Bewpruatoc. Eva Oedpnua
&xel opropéveg vtobéoelg kat £va cvumépacpa. Ot vrobéoelc paivetar 6Tt yperdlovton
YTt ypnoponoobvtal otny anddelén Tov Bempnuatog. To yeyovog 6Tt ot vrobéoelg
OVTEG OALTOVVTOL Yol il addEEn Tov Bempnpatog dev onpaivetl Tt givat
TPOYUOTIKG 0VOLYKOIES Y10 TO GUUTTEPAGHLO. EVOg)ouévamg v umopovcapie va,
KATOANEOVUE GTO 1010 CUUTEPACA [E LIt AAAT OTOOEIEN, XPNCLOTOIDVTOG
Myotepeg VTOOEGELG amd aVTES OV Ypnoomocape. ['a va gipacte BEPatot Ott yo
VoL IGYVEL TO CLUTEPAC LA EVOG BE®PNLOTOG Etvarl amapaitnTn pic VITOOEST TOL
&yovpe ot SoTOHTTOO™ TOV, dNAAdN OTL AV aPaPeDEl VTN 01 LIOAOUTEG dEV EMAPKOVY
Y10l VOl IoYVEL TO GUUTEPUGLOL, TPETEL Y10l VO, BPOVLE VA AVTITOPEIELY L0l TOV
avomotel OAEG TIC VTOBECELS EKTOC OO (LTI KOl TO GUUTEPUGLOL OEV 1GYVEL.
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[popavmg avtod dev onpaivel 6Tt dgv UTopel va VITaPyoLY GALEC VTOBEGEIC TOV 0O YOVV GTO
010 cvumEpaca.

I1.y. to Be®pnua tov Bolzano Aéet ot
“’Eoto ovvdpton fi[a, b] — R. Av n f eivar cvveyng ko woyvet f(a).fib) < 0 tote vadpyet
x , € (a,b) oote f(x ) = 0.”
Ot vroBécelg Tov Bewpnuatog givar n f va givar cuveyng kol ot TWEG TS oTA AKPO TOL
dotnuatog va givarl etepdonues. [a vo gipoote oiyovpor 0t dev apkel 1 (o amd Tic dvo
vrobéoelg mpémel va Ppovue dvo avrtitapaderypata. ‘Eva mov tkavomoteital povo n cuvéyeia
Kot 0gv 1oYOEL TO GLUTEPUGE, KOL VO TTOL 1KavoTolEiTal povo 1 cuvonkn f(a).fib) < 0 kot dev
LOYVEL TO GUUTEPACLLOL.
‘Eva dAlo onpeio mov topovctalel evolupépov og Eva Bedpnua eivorl ov o vtodeon pmopel
va avtikataotafel pe por GAAN yevikatepn. [Ly. oto Bedpnua tov Bolzano n cvvdaptnon
glvar opiopévn oe kAelotd dwotnua. Av To medio opiopov eivar éva ddotnua, Oyl
VIOYPEDTIKY KAEIGTO, LTOPOVUE VO, EYOVUE KATL avTioTol)0; AV To TEdI0 0pIGHOV Elvar Evaon
dwomudtov tote TL cvpPaiver; Tétowor mpofAnuoticpol pmopodv vo odnynoovv oTn
SOUOPO®CT GUYKEKPIUEVOV TPOPANUATOV Kot YEVIKA fonBodv Tov pobnt va avamtHéel pa
OlEPELVNTIKY GKEYN.
Metd Tov €heyy0o TG AvayKOLOTNTOS TOV VTOBEGE®V ELEYXOVLE TNV oYY 1 O)L TOV
avToTpoeov. Kat avto gival éva onuavtikd ototyeio e LobnUoTikng oKéyng to
01010 TOAAEG POPEC OmOTEAEL TV OPYN HIOG TOPELOG TOV 00N YEL 08 GAAAL GNUOVTUKY
Oewpnpata.
Téhog Avoupe 10 apyikd TpOPANUa, av pumopel va Avbel, pe 1o Bedprnua Tov
amodeiape Kot KAvovpe Kot GAAEG EQAPLOYES TOV. Mmopel To Bempnpa Tov
amodeiape va umv AOVeL To apyko TpdPANUa aALd va amoteAel Eva fripa yio v
AOom Tov. AuTtd EVOEXOUEVOC VO STVEL TN SLVOTOTNTA VO GUVEYLOTEL O
TpoPAnpatiopds Kot va 0dnyndovpe kot o dAia Osmpnuato. Exiong ol epappoyég
oV BepnpaTog Tov Ba yivouv kabdg kot o1 ackNoELg Tov Ba 6000VV 6TO PadNT Yo
AOom TPEMEL VoL ElvaL TPOGEKTIKA EMAEYUEVESG VAL OVOOEIKVOOVV TN CTILOGI0 TOV
Oe@pNLLOTOG KO VAL £YOVV CUYKEKPLUEVO LLOONUOTIKO 1] S180KTIKO GTOYO.
Op1opéveg pOPEC 1 OVCLACTIKY HEAETN TOL BempnpaTog Tov anodei&ope pumopel va
0€oel VEQ EPOTALLOTA TTOV LLE TN GELPA TOLG VO 001 YNGOVY G VE Bempnpata.
To endUeEVO SIAYPOUUO TEPLYPAPEL GYNUOTIKG TNV TOPATAVED SLOSIKAGTOL.
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I[TPOBAHMA

[TpoPAnuaticpog yo v exilvon tov
TPOPANLATOG.

EIKAXIA

[poPAnuoticpndc yio v 1oy g

gwaciog.

OEQPHMA-AITIOAEI=EH

A 4

EAEI'XOZX YIIOOEZEQN

l

EAEI'XOXZ ANTIZTPOOOY

AYZEIX APXIKOY [TPOBAHMATOZX KAI
AAAEX EDAPMOT'EZ TOY OEQPHMATOZ
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Ta mapondve oyfuota yio ) SdacKaAio evvoldy Kot Bempnpudtov eivat
EVOEIKTIKA KOl OTMGONTOTE OeV €0V KABOAKN epapuoyn. Atvovv dpmg
OLYKEKPLUEVO GTOLYEL Y100 TN OOOCKAAIN TOV UTOpEL va, xpnotpomombovv
LELOVOUEVA GE JIAPOPES TEPUTTMGELS,.

Eivat cagég 611 o1 xpovikol Teplopiopol amoTeAovV £Vay aVTIKEUEVIKO TOPEYyOVTO
mov, av BEAovpe va eipaote pealotés, oev pmopet va ayvondei. H avaykn g
0AOKANPOONG TNG VANG amoteAel EUTOSI0 GTNV aVATTVEN S100CKOAMMDY GOV QVTI TOV
nePLypaPeTaL Tapondve. Mropovue OUmc o€ BepeAddelg Evvoleg (6mwg ivor T.y. M
£vvolo Tov 0piov) Kot og onuavTikd Beopnuota 1 opddes Bewpnudtov (6mwg ivat
.Y To Oeopnpato Méong Tipng Kot To Oedpno Tov GUVIEEL TO TPOGNLO TNG
TOPOYDYOL LE TNV LOVOTOVIO TNG GLVAPTNONG), avTi va eEAVTAOVLE TO XPOVO
ddackaAiog Yo va pdbet o pabng teyxvikég pe Tig omoieg Oa AHVEL TOVOUOIOTVTES
OOKNGELS, VO oKoAovOncovUE Lo TETON TOpEin MOTE va OgL 0 pabnTg, Oyt Lovo To
ATOTEAEG O, TNG OO UATIKNAG OKEYNG, AALAL Kot TV dtadikacio Tov odnyel o avTo.
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