MPAIMATIKOI APIOMOI



AZIQMATIKH OEMEAIQzH
MPAMATIKQN APIOMAQN



zuvaptnon, Npaén, AlpeAnc Zxeon
‘Eotw Svo ouvoAa A, B. Kapteolavo ywvopevo twy A, B eival to
oUvoAo
A x B ={(x, y): Ta x elval otoLxelo Tou A Kal To y €ival otolxeio
Tou B}

AlpeARC ox€on oo €va cUVoAo A o€ €va cUvVoAo B sival eva
urtooUvoAo tou AxB

Zuvaptnon ano Eva cUVoAo A o€ Eva cUvVoAo B sival pa
SipeAnc oxeon f oo 1o A oto B wote yua kdBe a oto A umtapyel
rovadiko B oto B pe (a, B) avrikel oto f.

AnAadn, eival plor avilotoyia Twv otolxeiwy tou A ota
otolxeia tou B pe tnv Wdlotnta kaBe otolyeio tou A va
QVTLOTOLXEL o€ akpLBwC Eva otolxeia Tou B

Mpaé&n oe €éva cUvoAo A eival pla cuvaptnon

aro to AxXA oto A



AAyeBpikn Soun Tou cuvoAou
TWV TTPOAYHOTLKWV apLlOpwv

To cUvoAo Twv npavp.atlkwv opPLOpWYV, T OT[OLO
ouuPBoAilovpe pe R, elvall Eva cUVOAO O0TO OTtoLO
opilovtal dvo npaEELq, n npocBeon (+) katL o
rnoAAartAaclacpo (.), kot pa SLUeEANC oxEon, N
drataénc (<), oL omoiec tkavomotovv 13
aflwpota.



Aflwporta tne npoceonc

(N1) Yrnopén tovu pndevog
YTApXEL EVAC TIPOYLLOATLKOC aplOUoc rtou tov cupPoAiloupe pe 0 (undEv)
o+0=a
ylo. KABe mpaypaTtiko aplbuo a.
(N2) Ynopén tou avtiBétou
Mo KAOE TPAYUATLKO apLlOUO o, UTIAPXEL EVOLC TIPAYHATIKOC aplOpoC Tou Tov
oupPBoAllovpe —a Kol AEyeTal AvTiBETOC TOU A, WOTE
o+(-a)=0
(N3) NpoostaiploTikoTNTA TG MPOCOEDNC
o+(B+y)=(a+B)+y
ylo. KaBe mpaypatikolc aplBpouc a,pB,y.
(N4) Avtipetadetikotnta tng NPoocOeonc
o+B=p+a
yla KaBe mpaypatikolc aptbuoucg a,p.



NMPOTAZEI2
Movadikotnta tou pundevoc.

AV U TIPAYUOTIKOC aplOOC yLa ToV oTtolo LoXUEL
o+ U = a yLa KOBe ipoyatiko aplBuo a, Tote
u=0.

Antodeitn.

ATO TNV WOLoTNTa Tou U €xoupe 0+u=0.

Amto tnv (M1) Exoupe p+0 = .

ATto tnVv (M4) kal To mopamavw EXOUUE
O0=0+p=p+0=p



Movadikotnta Tov avtiOETovu.

Av o, B eival tpaypatikol aplOpuotl Ko
a + B =0 tote B=-a.

Amnodeién.
B=p+0 (N1)
=B + (a+(-a)) (N2)
=B +a)+(-a) (N3)
= (o + ) + (-a) (N4)
=0+ (-a) (urtoBeon yia Tov B)
=(-a) + 0 (N4)

= -Ql (M1)



Adoaipeon

2UMBOALOLOC
Av o, B mpaypotikot aplBuotl Betoupe

a-B=a+-p)



AfLwporta Tov moAAAnAQGLOGOU

(N5) ‘Yropén tnc povadac
YJ:[éLpXEL £VOC TIPAYHOTLKOC aplOUoc, tou tov cupPoAilovpe pe 1 (povada),
WOTE
120 kot o.1=at
ylot KABe tpayaTiko aplOpo a.
(NM6) ‘Yrapén avtiotpodou

Mo KAOe payHaTIKO aplOuo a0 urtapxa TIPOLYLOLTLKOG aplOOC TTou Tov
oupPBoAiloupe at (avtiotpodoc tou a), WoTe

a.al=1
(N7) NpoostaipiotikotnTa Tou noAAanAactapou
a.(B.y)=(c.B).y
ylo KaBe mpaypatikouc apldpouc a,B,y.
(N8) Avtipetadetikotnta tou noAAanAactapou
o.B=B.a

yla KaBe mpaypatikolc aplbpouc a,f.



KAaopota

ZUMBOALOUOC:
Av a, B tpayuatikot aplBuotl kat B£0 B€Touvpe

o/B = a.p?



Aflwpa TTou GUVOEEL TIC SV TPAEELC

* M9. Empeplotikn WootntaL

o.(B+y)=a.B+o.y
yla KaBe mpaypatikouc aplBuoucg a,B,y.



Aflwpoarta tnc dwataénc

e (M10) I66TNTA pETABOTIKOTNTOG
Av a, B, y mpaypoatikol aplOpotl Ko
a>BkatB>y totea>y
e (M11) I60TNTA TNC TPLXOTOMLOG

Mo kABe mpaypatikouc aplBuouc a, B LoyUel
aKPLBWC pLa armo TLC TOPAKATW OXECELC

a=p,a<B,B<a



AfLwpato ToU CUVOEOUV TLC TPAEELC
HE TNV dataén
* (MN12) Awataén kot tpocBeon
Av o, B mpaypotikot aptOpot ko
a>Brotea+y>B+y
yLa KaBe mpaypatiko aplbuo .

e (MN13) Awataén ko MOAAOTTAQLGLOLOOG
Av a, B, y mpayuatikol aplOuot pe
o > B kot y>0 tote a.y > B.y



@uowkoi AplOpoi

* Evol uUMTOoUVOAO A TWV TIPOYUATLKWY apLlOpwv
AEYETOL EMAYWYLKO QV:

a) o 1 avnkeL oto A

B) av o x avnkeL oto A tote o x+1 avnkeL oto A
* Qewpnua: YIAPXEL UKPOTEPO ETAYWYLKO

uTtoocuUVoAo tou R

* TO ULKPOTEPO ETIAYWYLKO UTTOCUVOAO TWV
TP OYUATIKWY oplOpwV AEyETOL CUVOAO TWV
Quowkwv AptOpwv (cupp. N)



1610TNTEC TWV PUuoikwv ApLlOupwv

Oswpnua (Apxn t™ng Hadnuatikig enaywyng)
Eotw pa pabnuatikn tpotaocn p.
YrioBtoupe otL N p
a) etvat aAnBnc yia to 1
KOl

B) av n p eivat aAndnc ya eva puotko apltBpuo m
TOTE N p €lvatl aAnBnNc yia tov m+1.

Tote n p eival aAndnc yia kabe puoiko aplOuo.



1610TNTEC TWV PUuoikwv ApLlOupwv

Oswpnua (Apxn TnG KAARG dtatagng)
KaBe pn kevo umtooUVoAo TwV GUOLKWV apLOUwV
EXEL EAAYLOTO OTOLXELO



1610TNTEC TWV PUuoikwv ApLlOupwv

NMpotaon (KAelwototnta yia tig mpageic)
To ocuvoAo Twv Quolkwv apLBUWV Elvol KAELOTO
yLa TNV tpooBeon Kat Tov ToAAAmAACLOUO.
AnAadn, To aBpolopa Kot To ywopevo dUo
dUOLKWV €lval PuoLKOC aplOuoc



Auvvapn pe eKOETn puoiko aplOpo

Eotw az0.

O&cToUE

a’=1, al=a kot a"*1=a".a yia KaBs n GUOLKO
apLOpo.



AkEparot AplOpuot

* To ocuvoAo Twv akepaiwv aplduwv (cupf. Z)
elval oL puoikol aplBuotl, oL avtiBetol Touc Kal
10 0.

* To cUvoAO TwV akepaiwv aplOuwv
i) elvoll KAELOTO yla TtV npocBeon Kol Tov
TMTOAAQTIAQLOLOOLLO LKOWVOTIOLEL

i) T aléLwpata TNE npooBeonc



AUvapn HE EKOETN aKEPALO

Eotw a#0 Kot N pUOLKOC.
Octovpe " =1/a"



Pntoi ApOpuot

* To cuvolo twv pntwv aplBuwv (cupf. Q)
elval oAot oL aplBpol tnc popdnc a/P ue a,p
akepatouc kat B dtadopo to 0.

* KaBe puokoc aplBpoc eival akEpOLOC Kot
KaBe akEpaloc aplBuoc eival pntoc.

* To cUvoAO TwV pNTWV OPLBUWV ELvVoL KAELOTO
yLa TNV tpooBeon kat tov oAAATTAACLOCLLO



Pntoi ApOpuot

e To cUVOAO TV PNTWV OPLOUWV LKOVOTIOLEL KOt
ta 13 aétwpota (oALKA OLATETAYUEVO CWHLAL).

* Agv UTIAPYXEL PNTOC OPLOUOC O WOTE A = 2



EAdxioto avw ppaypa

* Eotw A umtoocuvoAo tou R.
To A A€yetal avw GppayUEVO OV UTIAPXEL
TPOYULATIKOC aptBpuoc M wote x < M yLla
KaBe X otoleio tou A.
Evoc aplOpoc He TNV mapamavw toLotnta AEyeTal
avw ¢payua tou A

* To A AeyeTtol KATW PPOAYHEVO OV UTIAPXEL
TPOYLLATIKOC aplOpoc A wote A <Xyl
KaBe X otoleio tou A.
Evoc aplOpoc He TNV mapamavw oLotnta AEyeTal
AEyetol KAaTw ppaypa touv A



EAdxioto avw ppaypa

* Ytapxouv avw $paypeVO UTTOCUVOAQ TwWV
pNTWV aplBpwv tou dev £xouv EAAXLOTO AVW
$dpaypa (supremum) pnto aplBuo.

* YApXOoUuV KATw ppayUEVA UTTOCUVOAD TWV
pNTWV opLlBUWVY Tou HEV EXOUV HEYLOTO KOTW
$dpaypa (infimum) pnto aplBuo.



MAnpotnta twv Mpoyuatikwyv
AplOpwv
(M14) A¢lwpa tng mMAnpotnTog
KaBe pn kevo kat avw ppaypeEVO UTOCUVOAO
TWV TIPOYLOTLKWV apLOpwV £XEL EAAXLOTO AVW
dpaypa.

OAa ta utoouvoAa Tou R tou pmopouv va
£YOUV EAAXLOTO OVW PPAYHD, EXOUV EAAXLOTO
avw gpayua.



Yropén LEYLOTOU KATW GPAYHATOC

Mpotaon: Kabe pun kevo kat KAtw GpayUEVO
UTTOGUVOAO TWV TIPOYUOTLKWY aApLlOpwV £XEL
LLEYLOTO KATW ppaAyUaL.



Appntot aplOpol

Oewpnpa: MNa kabe mpayuatiko apltbuo o = 0 kot
KaBe puUOLKO aplOUo n uTtApxEL LOVADIKOC aplOUOC
B >0 wote a=p"

SupBoAopoc: B="va = al/n
Moplopa: Yriapxouv pn pntot mpoaypatikol aplBuot

OL mpaypatikol aplBuol mou Ogv elval pntol
AEyovtol appntot



Movadikotnta tng Soun¢g Tou
OUVOAOU TWV MTPOYHATIKWYV OpLlOpwV

* ‘Eva cUvVoAo Tou kavorolel ta 14 aslwpata
AEyetol MANPEC OALKA SLATETAYUEVO CWHAL.

* Av €va cUVOAO ivol TANPEC SLATETAYUEVO
OWHA TOTE Elval LOOUMOPPLKO HE To R

AnAadn, vrtapyxet pa 1-1 kot Mt amelkovnon
HeToéU auToU Tou cUVOAoU Kal Tou R n omola

dtatnpetl tnv doun



AuvVAaELC e EKOETN pNTO aplOno

Eotw a >0, m akEpaLlog, n GUCLKOC.
Oétoupe o™/ = nyg™



MukvotnTta TWV PNTWV OTOUC
TIPOLYOTLKOUC

Qewpnua: Eotw a, B dVo npaypatikol aplOpotl, pe a<p.
YTiapxeL pnTtog aplBuoc g wote a<g<p.

AnAadn, ylol KABe MPOyUATIKO aplOpo puropoUupe va Bpoupe
0000NTIOTE KOVTA €VOV pNTO aPLOUO.

Moplopa: MNa KABE MpayUATIKO OpLOUO oL UTIAPXEL LD
akoAouBia pnTtwv

dy, Ay, Ops - TIOU OUYKALVEL OTO .

Nopopa: Eotw a, B SU0 mpayuatikol apBuot, pe a<p.
YriapyxeL appntog aplOpog y wote a<y<f



Auvvapn pe eKOETn appnto aplduo
Oewpnpa: Eotw a mpayuoTikoc oplBuoc.

Av (q,) kat (p,) elvat duo aKo)\ouetsq pntwv oV
ouvK)\Lvouv oToV LOLo aplBUO TOTE TO OPLO TNC
akoAouBlag twv duvapewv Tou a e eKBETEG q,

elval To 1OLo pe To OpLo TNC atkoAouBlog Twv
OUVALEWV TOU O LLE EKOETEG P,,.

Oplopoc: Eotw o>0 kot B appntoc aplOuoc.

O¢toupe aP to oplo tnc akolouBiac Twv SuVAREWV
TOU O € ekBeteg p,, OOV (p,) €lval pla akoAouBia
PNTWV TtOU OUYKALvel oto B



AekadLlKN avanapactacn Twv
duokwv aplOpwv

Oeswpnua

Mo kaBe PuoLko aplOpo m vTmapyel PuUOLKOC
aplOuoc n kol menepacpevo mMANOoc aplBuwv
Qy, Oy, Q,....,0,, ATTO TO cuvoAo {0, 1, 2, 3,4, 5, 6,
7,,8, 9}, ue a,.# 0 wote

m=a,.10"+a, ,.10"1 + .. + a;.10 + a,
OuapBuoin, a,, ...,a, €lval oL povadikol
aplBpuol pe tnv nopanavw WLotnta.
ZUMBOALOMOG: m=a, a, 0, O



AekadLKA avamapaoton TWV PNTWV
opLlOpwv

Oewpnua: Eotw mpaypatikoc apbuoc a pe 0 < a < 1.

Tote umtapyxel akoAouBia a, ....,a,,.....

aplOpwv amnod to cvvoro {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7,,8, 9} wote
a=a,. 10+ a,. 102+ ....+a,,.10"+......

Av B4, ....,B,,..... Elval pla akoAouBia pe tnv ibla LdLotnta ToTe

n a,=p, yia kabe n=1,2,.....,

N UTtAPXEL PUOLKOC apLlBuoc k wote

a.=B, yia kabe n=1,2,..,k-1

a.=p, +1

a,=0 kat B,=9 yla kaBe n > k.

JupupBoAilopog: a=0, a, a,...a,,...



MeplodikotnTa TNC SEKASIKNAC
oVarapPAoToonS TWV PNTWV apLlOpwyv

Oewpnua
Eotw a €R wote a= o, ;...a,0,, 6,6,...6,....
O o glvol pnNTOC AV KAl LOVO OV UTTALPXEL

n, €{1,2,3,....} kaLk €N wote 6, =8 ,,, yLa kaBe n,
<n

* AnAadn €vac npayuaTikoc aptBpoc eival pntocg
Qv KoL LOVO av €XeL TtepLodikn dekadikn
avanopaotaon. Ot aplBuol mou dev €xouv
rneplodkn OekadLKn avamapaotaon lval

appnToL.



