SUR LES POLYNOMES A COEFFICIENTS UNIMODULAIRES

JEAN-PIERRE KAHANE

Introduction

Ce travail fait suite a ceux de T. Korner [5], J. Byrnes [3], E. Beller et D. J.
Newman [1] [2] et naturellement J. E. Littlewood [6]. Il emprunte une idée
essentielle 2 Korner (nos lemmes 1 et 2) et, pour le reste, consiste en calculs
élémentaires d’analyse de Fourier. Le théoréme suivant répond a plusieurs questions
posées dans la littérature (probléme 19 de Littlewood dans [7], déja traité par
Korner; probleme 22 de P. Erd6s dans [4]). Le théme est exprimé ainsi par E. Beller
[1]: “How close can we get to a situation where P(z) is a polynomial of degree n > 0
which, on one hand, has coefficients of constant modulus, and on the other hand
|P(z)| is constant for |z| = 1?”

THEOREME. I existe une suite de polynomes
P2)= ) Guaz”  (@pa=Ln=1,2,.5m=1,..,n) (1)
m=1

et une suite g, positive tendant vers 0 telles que pour tout z de module 1 on ait
(1—e)/n < IBE) < (L +&)/n. ()
Indiquons les meilleurs résultats précédemment connus.

11 existe une suite de polynomes P,(z) de la forme (1) et deux constantes A et B
strictement positives telles que pour |z| = 1 on ait

A/n < |P(2)| < By/n (Kérner 1979).

C’est I'exposé de T. Korner a Orsay sur ce résultat qui est a I'origine de notre
travail.

Il existe une suite de polynomes P,(z) de la forme (1) et une suite ¢, positive tendant

vers 0 telles que Ton ait (2) pour |z| =1 et |z—1| 2 ¢, (Littlewood 1962, Brynes
1977).

11 existe une suite de polynomes P,(z) de la forme (1) tels que pour |z| = 1 on ait

IB(2)] < 1L,IT17/n (Beller 1971).
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n
11 existe une suite de polynomes P(z) = Y. a,, ,2" tels que
m=1

Y |amal > (/n—3n%"%logn) sup |P(z))  (Beller et Newman 1971).
m=1 Izl =1t

1l existe deux suites r,, et r,, (m = 1,2,...) a valeurs +1 telles que si Fon pose

P2)= Y r,z™, Q)= Y rnz"
m=1
on ait

IP2))2 +1Q,2)? = 2n = 2i*1

des que n est une puissance de 2, soit n = 2/, et |z| = 1 (Shapiro 1951, Rudin 1959).

Ce dernier résultat est remarquablement précis pour les couples de polyndmes a
coefficients unimodulaires, et on ne peut espérer I'analogue pour les polynomes eux
mémes. Si P(z) est de la forme (1), |B,(z)| ne peut étre constant sur le cercle |z] = 1.
En effet,

IP@I> = Y b,z"

-n+1

avec |b,_,| = 1, donc |P,(z)|* n’est pas constante. Plus précisément, on a b, = n et

sup [|B(2)? —bo| > 1.
Jzl = 1

. . 1
Cela montre que dans (2) on a nécessairement ¢, > o
n

Les ingrédients principaux pour la démonstration du théoréme sont les lemmes 1,
2, 3. L’idée des lemmes 1 et 2 pour ce probléme est due a T. Korner, et nous
renvoyons a [5] pour leur démonstration. Le lemme 2 est une conséquence simple du
lemme 1. Le lemme 1 a également pour conséquence le lemme 7. La démonstration
du théoréme repose sur les lemmes 3 et 6 (le lemme 6 est une simple transcription du
lemme 3), les lemmes 2 et 7, et le lemme 5 qui est classique. A I"aide de ces indications,
le lecteur peut s’exercer a retrouver la démonstration, qui est résumée dans la
derniére partie.

L’exposé que nous ferons n’est pas le plus rapide. Aprés I'exposé des lemmes 1, 2,
3, nous en donnerons des applications de plus en plus élaborées, jusqu'a la
proposition 4 qui contient le théoréme et précise I'ordre de grandeur de ¢, le meilleur
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que nous sachions atteindre. Les propositions 1, 2, 3 sont de moindre intérét. La
proposition 5 est une généralisation du théoréme. C’est a peu prés dans cet ordre
quelles me sont apparues. Je remercic MM. Byrnes, Erd6s et Newman de s'€tre
intéressés a ce travail au stade de la propositon 2, et de m’avoir ainsi incité a le
rédiger et a le poursuivre.

Les Lemmes 1, 2, 3.

Lemme 1. Soit X, (n = 1,2,...N) une suite de variables aleatoires complexes
indépendantes, d'esperance nulle et de module inferiewr ou égal a 1.
E(X,) = 0, |X,} < 1. On considére le polynome trigonométrique aléatoire

N

R(x) = ) X, exp (2ninx).
1

Pour tout A > 0,0na
Pr[|IR|l, = A\/N log N] < 4nN?-#/2,

LemME 2. Etant donnée un polynéme trigonometrique
K+N
o(x)= Y 6,exp(2minx), 0<a<]|s, <8,
n=x+l1

il existe un polynome trigonometrique

K+ N

)= Y. p,exp(2ninx)

n=x+l

tel que |G,+ p,| = B pour tout n (k < n < k+N), et

lpll, < 10\/B*—a? /NlogN .

Les lemmes 1 et 2 sont des variantes du lemme 2 de Korner [5]. Le lemme 2 se
démontre en choisissant p, = +7, convenable.

Avant d’énoncer le lemme 3, précisons quelques notations, et développons
quelques calculs. Quand f € L'(R) on pose

Jx) = Iexp (=2mixy)f(y)dy  (xeR).

R

La transformation de Fourier & : f — [ se prolonge aux distributions tempérées sur
R. La formule

F 1 () = exp(~nsx?) ~ () = T exp (~wxs?)

. 7‘C
valable au premier sens pour s complexe avec |arg s| < T se prolonge au second sens
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n
pour |args| < 7 On a donc, pour a > 0,

1
F : exp (—miax?) - —= exp (— ni/4) exp (nix?/a)

Ja

F : exp (miax?) — —\}_— exp (ni/4) exp (— mix?/a) .
a

Si ®e L!(R) et a > 0, la convolution @ = exp(niax?) = ® a pour transformée de
Fourier

~

ox) =—=
\/_

xp (ni/4) exp (—mix?*/a)D(x) .

Drautre part
0(x) = [ exp (mia(x — y)*)®(y)dy
= exp (niax?) | exp (— 2miaxy) exp (niay*)®(y)dy
= exp (niax?)(D(ax) + P(ax))
en posant ¥(x) = (exp (miax?)—1)®(x).

Soit maintenant a un entier positif pair. Voici quelques calculs formels, faciles a
justifier sous les hypothéses qui suivront. La convolution

g=Qx* Y 6,

melZ

est 1-périodique, donc développable en série de Fourier

q =Y dnexp(2minx), g, = Qn).

nel

En utilisant les formules ci-dessus concernant Q, on a

qx) = ¥, exp(mia(x —m)?)®(a(x —m))+r(x),

melZ

rx) = Y exp (mia(x —m)?)¥(a(x —m))

mel

exp (miax?) Y. | exp (—2mniamx) exp (—2nia(x —m)y)¥P(y)dy

meZ
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compte tenu de ’hypothese que a est un entier pair, soit

r(x) = exp(niax?) J“-P(y) exp(—2miaxy) ) exp(—2nima(x —y))dy

melZ

et, en utilisant la formule de Poisson,

r(x) = 1exp (miax?) Y ‘P<x+ )exp (—2niax<x+ g))

neld

1
= ae)(p( miax?) ) ‘I’(x+ )exp (—2minx) .

nel
Ajoutons '’hypothése

d(x) =0 pour |x| >

NIQ

Alors la somme qui définit g(x) se réduit a un terme, et on a

q(x) = exp (niax?)®(ax)+r(x) pour |x| <%

w(x+2)).

La condition sur @ est satisfaite si 'on choisit

Ox) = sin Tmx <sin nlx)i mt3l < a
nX nix

1
[r()l < p Z

nelZ

ou plus généralement

o = oo 22

ou @, s’annule hors de I'intervalle [ —m, m], avec m+3! < a. Si 'on suppose @, a

o , , sin Tmx
variation bornée V (c est le cas avec V = 2 quand ®y(x) = >, ona
X

Rax®qy(x) < V

. 2
sin nlx) _ v K()
nix

Rrx?d(x)| <
nl nl

la derniére égalité servant de définition a la fonction K(x). En revenant a la définition
de W(x) et a la derniére inégalité sur r(x), on a

| %
W(x) < max|®(x) < — K(x)
2nl

| %4 n
9l < ﬂn61K<x+ 5).
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D’apres la formule de Poisson

D K<x+ E) =a Y K(am)exp (2niamx)

nel a mel

On a K(0) = 1/I, K(u) = 0 pour |u| > |, et | < a. Donc

Le résultat sénonce commodément en posant ®(ax) = ¢(x), Dy(ax) = Po(x),
| = ad. On désigne par y, la fonction indicatrice de I'intervalle [ —d/2, d/2].

LeMME 3. Soit a un entier positif pair, 0 < d < 1, et ¢, une fonction a variation
bornée V portée par lintervalle [3{— 1+ 3d), 3(1 —3d)]. On pose

¢=d'3¢o*xd*xd*x¢1-

Le polynome trigonomeétrique

q(x) = ). §,exp (2minx),

nel

exp (mi/4) exp (—nin®/a)p(n/a)

£Q

3

[
&Il —_
Q

verifie pour |x| <
q(x) = exp (miax®)$(x)+r(x)

14
< —.
2nad?

[r(x)|

Premiere application (figure 1)

On suppose 0 <d < 1/6 et on prend pour ¢, la fonction indicatrice de
[A(—1+3d),4(1-3d)]. Alors ¢ = 1 sur l'intervalle [ —%+3d,3—3d], ¢ = 0 hors de
[—4,4], et 0 < ¢ < 1 sur les deux intervalles restants.

Observons que l'intégrale de ¢ est 1 —3d. En choisissantd = a~'* (@ > 6%),0on a

S)idl = —= Ydlnfa) = Ja(l~3d+0(1/a) (@~ )
N

1 - -
”‘I”w < l+w= 1+n 1a 1/3'
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PropPoSITION 1. Pour a assez grand, il existe un polynome trigonometrique

g(x)= Y §,exp (2minx)

Inl < af2

donné par le lemme 1 qui satisfait

2ldal = (@ ~4a"®)gll,. -

Cela améliore I'inégalité de Beller et Newman citée en introduction.

¢
—1/2_/ 1/2

P ———— e

3d Figure 1 3d

Deuxiéme application (figure 1).

On fait le meme choix de ¢,.
Appliquons le lemme 2 avec « = 0, § = a~'/%, ¢ = 4, puis g,, ou

o,(x) = Y dn exp (2minx)

(1/2=3d)a < n < af2

g,(x) = > 4, exp (2minx) .
—af2 € n<(-1/2+3d)a

On obtient deux polynémes trigonométriques p, et p,, tels que

1911l +lp2l < 20172, /3da log (3 da)

et que le polynome trigonométrique p = g+p,+p, ait tous ses coefficients de
module a™ /2

px) = Y p.exp(@2minx),  |p) =a 2.

In| < af2

Les estimations du lemme 3 donnent

p(x) = exp (miax?)$(x)+r(x)+ py(x)+ p(x)

1
lIr+p;+p,lle < Py +20,/3d log (3 da) .

En choisissant d = (a./log a)”%* (on suppose a > 6°2 de fagon que d < 1/6), on a

Ir+p;+p,lle < 40a~5(loga)®’® .



328 JEAN-PIERRE KAHANE

PropOSITION 2. Pour tout entier pair a assez grand, il existe un polynome
trigonometrique

p)= Y B, exp (2ninx)

In| < af2
tel que |p,) = a=*'* pour tout n (~aj2 < n < af2), et
lIpll < 1+40a™3(log a)*/ .

Cette proposition répond négativement au probléme 22 de Erdds dans [4].

Troisiéme application (figure 2)

A partir de maintenant a et a, sont deux entiers positifs pairs, a, > a; on pose

. .\ 1 aa
N = partie entiére de - !
2a+a,

et 6(x) est la fonction continue 1-périodique et impaire, dont la dérivée est

0'(x) = ax pour 0 € x < _1\1
a
1 N
0(x) =N pour§<x<§—a
1 N 1
0'(x) = —a,(x—13) pour 5 — o <x< 3

Dans cette section et dans la suivante, nous allons construire un polynéme
trigonométrique dont le degré est a+o(a), dont les coefficients ont tous meéme
module a~2(1+0(1)), et qui est, dans un certain sens, proche de exp (27if(x)).

Commengons par deux lemmes classiques dont nous laissons la vérification au
lecteur.

B

f exp (mix?)dx

. Pour toute fonction Y positive

Lemme 4. Soit ¢ = sup
a, B

a
decroissante sur (0, 00), pour tout a > 0 et pour tout u reel, on a

< ca” Y2Y(0).

U (x) exp (miax?) exp (— 2miux)dx
(o]

On vérifie que ¢ < 3.
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LEMME 5. Posons
K= 63)(3/2 * X176 * X176 * X1/6-
Soit f(x) =Y, f.exp(2ninx) une fonction dérivable, verifiant |f'(x)| < D. Soit v un

nel
entier positif. On pose

gx) = Y. f,K(n/vyexp (2ninx) = Y §,exp (2ninx)

nelZ In € 2v

(somme de La Vallee Poussin-Jackson de degre 2v). On a
gn = f,. pour |n| < v
3. < 1f.l  pour tout n

6D

v

et llg—fllo <

Nous aurons besoin de la version suivante du lemme 3, obtenue en changeant
ien —i.

LeMME 6. Soit a,,d,, ¢, comme a,d, ¢ dans le lemme 3. La fonction

a1(x) = Y, exp (—mi/4) exp (nin*/a,)$,(n/a,)

neZ
verifie pour |x| < 4

q,(x) = exp (—mia;x?)¢,(x) +r,(x)

|4

S —5.
lrl(x)l 27[ald§

Nous supposerons a assez grand pour que les notations suivantes aient un sens
(on désigne par c la constante du lemme 4):

a=¢ M e>0

a, : entier pair le plus voisin de ¢~ 13

v : entier le plus voisin de &~°
d = ¢* (ou aussi bien &° < d < &%)

— o
d, =¢

©
I

d_3Xd * Xd * Xa* —1‘ XNja-3ap+ = XNja—2v/a~3df2
c+1 c+1 7"



330 JEAN-PIERRE KAHANE

¢, = d1_3Xd. * Xy * Xay * ANjay-3i/2

1 N N
Yalx) = — —¢(x) pour — —3d < x < —
c+1 a a
= L our <x<1 N
T+l P a 2 a
1 1 N 1 N
=—(1- ———<x<-——+3d
1 ( ¢1(x)) pour 27 4 X 27 4 1

=0 ailleurs

Us(x) = —¥(x).

La fonction ¢ satisfait ’hypothése du lemme 3, avec V = 2, et de méme la fonction
¢, celle du lemme 6. Soit getr, ¢, etr,, lesfonctions quileur sont respectivement
associées. On a

q(x) = exp (2mif(x))$(x)+r(x) pour |x| <3

1 -
Il < — = 0"~ = ofe)

|4l = a™'"2¢(n/a)
q,(x) = exp 2mi(0G +x)— 63)))$1(x)+r4(x) pour |x| < }

1

1
r < ~ al5-14
" l”oo = Tfald%

=—¢ =—g
n

|él,n| = 01—1/2‘1’1(”/“1)-
Posons
f>(x) = exp (—2miNx) exp (2mif(x))y,(x)

f3(x) = exp (2iNx) exp (2mif(x))5(x) .
. N
A gauche du point " on a
0(x) = O(N/a)+ N(x—~N/a)+3 (x~N/a)?,
a droite du point l—ﬁ
2 aq

0x) = 83— N/a,) + N(x =+ N/ay) =5 (e =4+ N/ay)?
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et entre ces deux points 8(x) — Nx est constant; d’ailleurs

1 N N 1 1 2

2 a a a a a
D’apreés le lemme 4

2

¢ o . ey,
| (u )I\_-—}-T<\/— \/——) =1 (1+0E%)  (f = /i, fr):

Chacune des fonctions ¢, ¢, ¥,, Y5, f,, f; admet un prolongement 1-périodique

naturel (sa convolution par ) &, }, que nous désignerons par la méme lettre. Ainsi
ne#
/> et f; peuvent jouer le role de f dans le lemme 5, avec

D = 10ad+a,d,) 2 sup (1/d+2nad, 1/d, +2na,d,) = |/,

compte tenu du choix de a,,d, d,. Soit g, et g, les sommes de La Vallée Poussin-
Jackson de degré 2v qui leur sont associées. Posons

q,(x) = exp (2niNx)g,(x)
g3(x) = exp (—2miNx)g;(x).
On peut écrire

qfx) = exp (2mi0(x))y {x)+rx)

6D
il < —=0() (j=2,3).

Les coefficients de Fourier de ¢, respectivement ¢, sont nuls hors de [N —2v, N +2v]
respectivement [ — N —2v, — N 4+ 2v], et inférieurs en module a || f}},, , soit

;. < Z%l—a H14+0(£2),ne [N—2v, N+2v]

=0 ailleurs

et 'analogue pour ¢ ,.
Soit F la fonction 1-périodique égale a

F(x) = exp (2mi0(x))(p(x)+ ¢, (x —3) + ¥,(x) + ¥5(x)) .

Observons que

p x)| <
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D’autre part F = g*—r*, avec
q*(x) = q(x)+€7q,(x — 1)+ q;(x) + g3(x)
rH(x) = rx)+eir(x—P+r()+rsx) (v = 2n6(3))
lIr*ll., = O(e)
llg¥|—a'?| < a;'? pour |n| < N—2v
@81 < ™2 glna)+ a7 24 —— aT(1+062)

<a '?(14+0(?)) pour N—2v < |n| < N+2v
q¥ =0 pour |n > N+2v.
Posons f = sup|§¥| .
Appliquons’enfin le lemme 2, avec ¢ = ¢, respectivement ag,, respectivement g,

oi(x) = ) GrexpQminx), a=at-ar*<iq<p
Inl € N-2v

o)=Y grexpQuinx), a=0<IgH<p

N-2v<n<N+2v

a4(x) = )3 g¥ exp (2minx), « =0 < |g¥ < B.
~N=-2v€Sn< ~N+2

On obtient p,, p,, p;, avec

oy +p2+pslle < Cie/loga+Cra=t/4viogy
= O(e /log 1/e).

Enongons le résultat, aprés normalisation, en remarquant que
a
N+2v = 5(1 + 0(e?)).
ProposiTion 3. Il existe une suite de polynomes trigonometriques

P(x)= Y b,.expQninx) (u=1,2,.)

Inl € p
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tels que

|ﬁu.n‘ = (2#+1)—1/2 pour tout n (|n| S /_1)

sup [P(x)} = 1+0(u~""'/log u)

) 1 -
inf |P,(x)] = 1 +0(u™ ' /log p)

¢ etant la constante du lemme 4.

La proposition 3 donne le théoréme de Korner cité en introduction, avec B
arbitrairement proche de 1.

N
0'(x)
d(x) | ¢y (x—3
P Valx)
] ) s
0 12
‘ 3d . 3d 4, \
2v/a
N/a o N/a,
Figure 2

Quatrieme application (figure 3)
Au lieu du lemme 4, nous utiliserons le lemme suivant.

LeEMME 7. Soit I un intervalle de longueur |, h(x) une fonction a valeurs complexes
deéfinie sur I, dérivable, vérifiant

hx) < LI <A (xel),

lh@) = |B) =1 si I =[a,B].
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Soit 0 < & < 1/5 et m entier, tels que me > 1 et Al < me?. Alors il existe une fonction
S a valeurs complexes, définie sur R, continue et derivable par morceaux sur R, nulle en

dehors de 1, telle que

IILf(x)+h(x)|—1] < 8¢ (xel)
Feal <7
£

|f () < 200im~Y(log m)*'2 .
Pour la preuve du lemme 7, on aura besoin des fonctions de Mobius

Z+h
1+ hz

M(z, h) = (h) < 1,]z| = 1)

et des faits suivants.

1. L’image de la mesure de probabilité équidistribuée sur le cercle |z| = 1 (notée
Uo) par la fonction z — M(z, h) est la mesure harmonique sur le cercle relative au
point h, que nous noterons y,. La densité de y, par rapport d p, est donnée par un
noyau de Poisson; elle est comprise entre (1—|h|)/(1+h)) et (1+]h)/(1—|h).
L’espérance d’une variable aléatoire répartie suivant y, est h.

2.Soit |h| € 1—¢, |W| < 1—¢, |h—=h| < n.Supposons d’abord arg h = arg i

On a
z+h\?
<2
s (2157)

larg M(z, h)—arg M(z, h')| = < 2n/e.

Supposons maintenant |h| = |h'|. On passe de y, a u, par une rotation d’angle
2 Arcsin (17/(2|h])). Comme le noyau de Poisson n’a que deux extrema, on a

L+lh]  1—|h| P
el < 4 T A < dnfe.
llen— pwell (1-Ihl T ) AT sin g n/e

Dans le cas général, on passe donc de y, a y,- par un homéomorphisme du cercle
lzl = 1 qui déplace chaque point d’au plus 2n/e, suivi de I'addition d’une mesure
réelle de masse totale < 4n/e.

Preuve du lemme 7. On peut supposer I = [0, []. Posons

. .
xj=j)—n—, h; = (1—eg)h(x;) (J=1,2,..m-1).

Ainsi

|h1| < 1—8, |h1+l_h1| éAI/ngZ’

lhy —(1—)h(0)| < &2, |h,_—(1—e)h(l)] < €.

Ecrivons pour simplifier y; au lieu de y,. Soit Z; (j = 1,2,...,m—1) une suite de
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variables aléatoires indépendantes, prenant leurs valeurs sur le cercle |z| = 1, la
distribution de Z; étant u;. Ainsi Z; = M(z;,h)), z; (j = 1,2,...m—1) étant une
suite de variables aleat01res mdependantes équidistribuées sur le cercle |z| =

Soit G(x) (x € I} 1a fonction aléatoire définie comme suit:

GO) =h0), Gx)=2, (=1,2,..m=1), G(l)=h();

G(x) est continue et de module 1; sur chacun des deux intervalles [0, x,] et [x,,_,, ],
l'argument de G(x) varie linéairement et de fagon minimale; sur chaque intervalle
[xj,x;+1], G(x) se trouve sur larc Z;Z;,, de pj-mesure inférieure a 1/2, et le
partage de fagon que les pjimesures des arcs Z; G(x) et G(x)Z;,, soient
proportionnelles 4 x —x; et x;,, —x.

Sur les intervalles [0, x.] et [Xn.-1, (] la dérivée de G(x) ne dépasse pas am/l. Sur
les intervalles [x;, x;.,], elle ne dépasse pas mm/le, parce que la densité de u; est
supérieure a 1/e.

Posons y(x) = E(G(x)). Nous allons montrer qu'avec une probabilité strictement
positive on peut choisir f(x) = G(x)—y(x).

La fonction y(x) est dérivable par morceaux et sa dérivée ne dépasse pas nm/le:
cela résulte de ce que nous venons de dire de G(x).

Majorons [y(x)— h(x)|.

Supposons d’abord 0 < x < x;. Si h(0) et h(x,) ont le méme argument, il est
immédiat que y(x) se trouve sur le segment joignant h(0) et h,. Dans le cas général,
les arguments de h(0) et h(x,) différent de moins de 2¢2, donc y(x) se trouve a une
distance inférieure a 2¢? du segment joignant h(0) et h,. Comme ¢ < 1/5, il en résulte
que [y(x)— h(x)| < 2¢ sur [0, x,]. Il en est de méme sur [x,,_,, [].

Supposons maintenant x; < x < Xj4,.Si h;,; = h;, les variables aléatoires Z; et
Z;,, ont méme dlstrxbutlon U= W;j+,). Posons

G(x) = M(U(x), hj) .

U(x;) et U(x;,,) sont des variables aléatoires indépendantes, équidistribuéessur le
cercle |z} =1 et U(x) divise le plus petit arc U(x;)U(x;,,) dans le rapport
(x—=xj)/(x;+1—x). U(x) est donc une variable aléatoire équidistribuée sur le cercle.
Donc G(x) a pour distribution y;, et par conséquent y(x) = h;.

Si h;.y # hj, nous avons vu qu’on passe de y; a y;,, par un homéomorphisme
du cercle qui déplace chaque point d’au plus 2¢, suivi de I'addition d’'une mesure
réelle de masse totale < 4e (ici = €2). Il en résulte que la distribution de G(x) est
aussi obtenue par un tel procédé (’homéomorphisme et la mesure additionnelle
dépendant de x). Par conséquent [y(x)—h,| < 6e.

Comme |h(x)—h;| < e+¢&*> < 2¢, on a dans tous les cas

Y(x)—h(x)| < 8¢

(C’est en vue de cette inégalité qu’on a di choisir soigneusement la fonction aléatoire
G(x); le choix, a priori plus naturel, d’une fonction aléatoire dont Pargument varie
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linéairement sur chaque [x;, x;, ] n’aurait pas conduit au résultat).
Evaluons enfin la transformée de Fourier de G(x)—y(x).

.. l )
Choisissons p = m?, et posons X, =j;n- +k;{; (j=0,1,..mk=0,1,..p).

Posons
Xk = G(xj,k)"}’(xj.k) (x k€1 )
XJ,0=XJ"1,p=XJ=Zj—E(Z]) (j=1,2,...m-1).
D’aprés le lemme 1, on a

-1
sup | Y. X exp (2miju)
=1

u

< 24 /mlogm

J
avec une probabilité supérieure a 1 —», ou

n = dnmd-3%

Observons que les variables aléatoires X, (k fixé, j pair) sont mutuellement
indépendantes, et de méme les X ;, (k fixé, j impair). En vertu du lemme 1, on a donc
pour chaque k

sup < 4l /mlogm

m-1
S X, exp Qniju)
j=0

avec une probabilité supérieure a 25. Avec une probabilité supérieure a 1 —2np, ces
inégalités ont lieu pour tout k, et alors

m—1p-1

Y ¥ X, exp (2mix; u)

Jj=0 k=0

< 4ip/mlogm .

Choisissons 4 = 16, de sorte que pour m 2 3 on ait 2np < 1, fixons les Z; de fagon
que la derniére inégalité ait lieu, et posons

sup

u

f¥) = Gx)-yx) (xel)
Jx)=0 (x¢l).
La fonction f(x) est continue, dérivable par morceaux, et
1Nl < 27m/le;
cela résulte dgs propriétés déja indiquées de G(x) et y(x). On a aussi
SX)+h(x) = G(x)+h(x)—y(x)

|f(x)+h(x)— G(x)| < 8.
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Il ne reste plus, pour établir le lemme 7, qu'a démontrer linégalité sur f(u).

Le choix des Z; garantit que

m-1p-1

sup | Y Y f(x;,) exp 2mix;u)

u [j=0 k=0

< 42p/mlogm (4 = 16).

Par un calcul évident

2

R ! ‘ !
|f(u)— s Zk f(x;x) exp (2mix; 4u)| < v (1Sl + 4reful)

donc
|7 ()| < A+Blu|

avec

4nl?
A=z£l+4/1 ./mlogm B=—_

mp
D’autre part la variation de f est majorée par /|| f'|l,,, donc
|F@) < Ulf No/lul < 2nmfslul = C/lul .

Finalement, compte tenu de 'hypothése me > 1,

If W) < A+/BC < 200im™*(log m)'/2 .

C’est la majoration indiquée dans I’énoncé. Le lemme 7 est donc démontré.

Nous choisissons maintenant a trés grand, a = ¢ !7, ¢ > 0

a, : entier pair le plus voisin de ¢~ 2!
v : entier le plus voisin de ¢~ '3
m : entier le plus voisin de 37ne™"’

d=¢t

dl = 810

0 = 1000e,/log a
G =d g g xa* (@ —5)XN/a—3d/2+6XN/n——2v/a—3d/2)
Y= d_3X4 * Xa* Xa * XNja-3d12

¢, = d1_3Xd| * Xay * Xay * ANjay-3dy2 -

337
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L’entier N et la fonction 0 sont les mémes que précédemment. On définit de la méme
fagon q,r, q,,r,. Posons

hy(x) = (W(x)+ @, (x—n/2)) exp <2ni(0(x)—Nx)) sur [0, 1/2]
=0 ailleurs

h(x) = ho(=x) .

On peut appliquer le lemme 7 & h = h, respectivement hy, avec

N 1 N , I N N
I/ = l:—— =3d, ;- — +3zll:| = [, respectivement [— 5+ — = ). - — +3zI:I =
a

a 2 2 q
| =3d+3d,+0(@™!), A =6nlad+a,d)+d™'+d7".

Selon les données on a A = 12ne~ ', [ < 3¢® donc me? > Al. On obtient deux
fonctions f, et f;, que l'on confond avec leur prolongement 1-périodique

convolution par ) 6,) Le lemme 5 sapplique avec f = f, respectivement
nel
f3» D = Tm(le)™, et v donné. On obtient g, et g5, polynomes trigonométriques de

degreé 2v, tels que
g~ filloo < 42mi~ 1y 1e~!
et dont les coefficients de Fourier satisfont
1G5 < 200im~*(log m)? .

Soit F(x) la fonction 1-périodique égale a exp (2mifl(x)) sur [—%,4] hors des
intervalles I, et I;, égale a (hy(x)+fy(x))exp(2niNx) sur I, et a
(R3(x)+ f3(x)) exp (—2miNx) sur I,. On a |F(x)] = 1 pour tout x, et on peut écrire
F = g*—r*+5s* avec

g*(x) = q(x)+e"q,(x —3)+ga(x) exp (2miNx) +g;(x) exp (— 2miNx)

r*(x) = r(x)+er;(x —4) +(g2(x) — fo(x)) exp 2niNx) +(g3(x) — f3(x)) exp (—2miNx)
(y = 276@))

$¥(x) = hy(x) exp (2niNx) = ($(x) + d,(x ) exp (2nif(x))  (x € [0,3])

= hy(x) exp (—2miNx)— (d(x)+ p,(x—1) exp (2mib(x)) (x e [—4,0])

soit  s*(x) = (Y(x)— P(x)) exp (2mif(x)) .
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Ainsi

Ir*Il, +1is*)l, < (rad?)™' +(ra,d;?) "' +84ml~ v g™ 40

et les choix indiqués donnent ||r¥||, +||s*||,, = O(e /log a).
Les coefficients de Fourier de ¢g* différent de ceux de g

1. pour ne[—N+2v, N—2v], par ceux de e“q,(x—3)

2. pour ne[N—2v,N+2v], par ceux de e“q,(x—3) et par ceux de
g,(x) exp (2miNx)

3. pour ne[—N+2v, N-2v], par ceux de e“q,(x—3) et par ceux de
g;(x) exp (—2miNx)

et enfin sont nuls pour |n| = N +2v. Par conséquent
|G —a™'?| < a7 '? pour ne[—N+2v, N-2],
1G¥ < a”'?(1-6 )+a1'”2+20()lm‘”2(logm)”é pour |n|e[N—2v,N+2v],
ar = pour |nf > N+2v.
Le choix des données implique
a~'2§ > 200lm™~%(log m)!/? .
En résumé donc,
a '?—a;'? <1g¥ < a'*  pour ne[—N+2v,N—2v]
G5 < a2 +a;!
pour |nje[N—2v, N+2v]
g =0 pour |n] = N+2v.

Appliquons enfin le lemme 2 comme dans la section précédente. On
obtient p,, p,, ps, avec

oy +p2+pslle < Cylaay)™ ¢ /aloga+Cya™ ', /4vlog 4v
= O(e /log a)

d’aprés le choix des données, donc en posant p = g*+p, +p,+ps0n a

N+2v
Y. Paexp(2mint) |p,| =a”'?+a;'? |p—Fll, = Oley/loga).
-N=2v

Enongons le résultat aprés normalisation.
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ProrosiTioN 4. 11 existe une suite de polynomes trigonometriques

P(x)= ) p,.exp(Qminx) (u=1,2,.)

Inl < u

tels que

Bl = Qu+1)""2 pour tout n (|n| < p)
sup ||[B(x)| 1] = O(u=""*"/log ).

La proposition 4 donne le théoréme énoncé en introduction,

g, = O(n~'"'" /log n).

avec

N
0'(x)
}(x) Y(x) ¢y(x—3)
L 60 |
: L\
/ 3d 34 34,
«W—»
Na T " Na,
I,
Figure 3

Démonstration abrégee du theoreme, et cinquieme application (figure 4)

Le choix des paramétres et des fonctions a été fait plus haut pour donner la
meilleure estimation possible de ¢, compatible avec la méthode (a 'exposant prés de

log n, qui peut étre réduit).

On peut abréger la démonstration du théoréme en prenant d = d,, 6 = 0 donc

¢(x) = Y(x). On choisira v < a < alog?a < a, etd < 1.

La fonction (¢(x)+ ¢ ,(x —3)) exp (27i6(x)) est de module 1, sauf sur les intervalles
I, et I;, ou son module est compris entre 0 et 1. Sur I, respectivement I,, on la
multiplie par exp (—27iNx) respectivement (2niNx), et on applique le lemme 7. Cela

donne deux fonctions f, et f;, portées par I, et I, telles que la fonction

F(x) = (¢(x)+ d,(x —%)) exp (27if(x)) + f5(x) exp (2miNx) + f3(x) exp (—2riNx)
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soit de module 1; de plus
If5l+ 150 < Cymd™1e™!
sous les conditions
*) ad>>1 et m> Cya,d*?
et enfin

Sup (| fy ol +1f34) < Csdm™"2(log m)'/2 .

En remplagant f, et f; par leurs sommes de La Vallée Poussin-Jackson d’ordre 2v,
on commet une erreur qui tend vers 0 sous la condition

**) m < dve.
Sous la condition

(***) ad® - o

(qui renforce la premiére partie de (*)), on commet une erreur qui tend vers 0 en
remplagant ¢ exp(2nif) et ¢, exp2nif, par les polyndmes trigonometriques g et g,
des lemmes 3 et 6 (on a écrit (6,(x) pour 6(x+4)—0()). Aprés ces substitutions,
F est remplacé par un polynéme trigonométrique dont les coefficients sont voisins de

- n .
a 1”(1)(—), si 'on a
a

1) dm™'2(log m)'/* < a” 12

On décompose ce polynéme trigonométrique en trois, de spectres
[-N-=2v, =N+2v], [-N+2v, N—2v], [N —2v, N +2v], auxquels on applique le
lemme 2, de fagon a obtenir finalement

N+2v

p(x) = Y p,exp (2ninx)

-N-2v

avec |p,| constant (= a~'/>+o(a™'/?)). Lerreur ||p—F||,, est o(1) si 'on a, outre les
conditions précédentes, une condition un peu plus forte que (¥¥), a savoir

(a* dm~'%(logm)'* < a~'*(loga)™! .
Alors on a la conclusion
|p(x)] = 1+0(1)+ O(e) (a > ).

Pour terminer la démonstration, il suffit de vérifier qu'on peut choisir ¢ < 1,
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v € a < alog?a < a, etd < 1,de sorte que les conditions (¥), (*¥), (¥**), (¥+}) soient
compatibles. C’est immédiat.

Dans cette démonstration abrégée, le lemme 3 n’est utilisé qu’avec une fonction
¢, qui est une fonction indicatrice d’intervalle. Donnons une derniére application, ou
il faudra utiliser toute la force du lemme 3—et renforcer aussi de fagon convenable le
lemme 2. Nous laissons les détails au lecteur.

ProPOSITION 5. Soit w(x) une fonction 1-périodique strictement positive, continue
et a variation bornée. 1l existe une suite de polynomes trigonometriques

P(x)= Y (u+1)""2w(n/2p) exp 2ni(nx—9, )

Inl <

tels que |P,(x)| = w(x)+ o(1) uniformément par rapport a x.

N
g'(x)
¢() $(x—1)
' i
-1 /2\ ; 0 ; 172
-« > e
I, I,
—N
Figure 4
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