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Introduction

Ce travail fait suite a ceux de T. Korner [5], J. Byrnes [3], E. Beller et D. J.
Newman [1] [2] et naturellement J. E. Littlewood [6]. II emprunte une idee
essentielle a Korner (nos lemmes 1 et 2) et, pour le reste, consiste en calculs
elementaires d'analyse de Fourier. Le theoreme suivant repond a plusieurs questions
posees dans la litterature (probleme 19 de Littlewood dans [7], deja traite par
Korner; probleme 22 de P. Erdfls dans [4]). Le theme est exprime ainsi par E. Beller
[1]: "How close can we get to a situation where P(z) is a polynomial of degree n > 0
which, on one hand, has coefficients of constant modulus, and on the other hand
\P(z)\ is constant for |z| = 1?"

THEOREME. // existe une suite de polynomes

PJM = I V" ( K J = 1;» = l ,2 , . . . ;m = l , . . . ,n) (1)
m = l

et une suite en positive tendant vers 0 telles que pour tout z de module 1 on ait

(2)

Indiquons les meilleurs resultats precedemment connus.

// existe une suite de polynomes Pn(z) de la forme (1) et deux constantes A et B
strictement positives telles que pour \z\ = 1 on ait

n ^ \PJLz)\ ^ B^fi (Korner 1979).

C'est l'expose de T. Korner a Orsay sur ce resultat qui est a l'origine de notre
travail.

// existe une suite de polynomes Pn(z) de la forme (1) et une suite en positive tendant
vers 0 telles que Ton ait (2) pour \z\ = 1 et \z-\\ ^ en (Littlewood 1962, Brynes
1977).

// existe une suite de polynomes Pn(z) de la forme (1) tels que pour \z\ = 1 on ait

\Pn{z)\ ^ 1 ,1717^ (Beller 1971).
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n

II existe une suite de polynomes Pn(z) = £ am,nztn te^s Que

m = l

I KJ > U A - 3 n 3 / 1 0 log n) sup |Pfl(z)| (Beller et Newman 1971).
m = 1 |r| = 1

// existe deux suites rm et r'm(m = 1, 2,...) a valeurs ± 1 telles que si Yon pose

i rmzm, Qn(z)= I r'mz
m- 1 m = 1

on ait

des gwe n est une puissance de 2, soit n = 2J, et \z\ = 1 (Shapiro 1951, Rudin 1959).

Ce dernier resultat est remarquablement precis pour les couples de polynomes a
coefficients unimodulaires, et on ne peut esperer l'analogue pour les polynomes eux
memes. Si Pn{z) est de la forme (1), \Pn{z)\ ne peut etre constant sur le cercle \z\ = 1.
En effet,

\PJL*)\2 = "l bmzm

- n + l

avec l^- i l = 1, done |Fn(z)|2 n'est pas constante. Plus precisement, on a b0 = n et

Cela montre que dans (2) on a necessairement en ^ —•

Les ingredients principaux pour la demonstration du theoreme sont les lemmes 1,
2, 3. L'idee des lemmes 1 et 2 pour ce probleme est due a T. Korner, et nous
renvoyons a [5] pour leur demonstration. Le lemme 2 est une consequence simple du
lemme 1. Le lemme 1 a egalement pour consequence le lemme 7. La demonstration
du theoreme repose sur les lemmes 3 et 6 (le lemme 6 est une simple transcription du
lemme 3), les lemmes 2 et 7, et le lemme 5 qui est classique. A l'aide de ces indications,
le lecteur peut s'exercer a retrouver la demonstration, qui est resumee dans la
derniere partie.

L'expose que nous ferons n'est pas le plus rapide. Apres 1'expose des lemmes 1, 2,
3, nous en donnerons des applications de plus en plus elaborees, jusqu'a la
proposition 4 qui contient le theoreme et precise l'ordre de grandeur de en le meilleur



SUR LES POLYNOMES A COEFFICIENTS UNIMODULAIRES 3 2 3

que nous sachions atteindre. Les propositions 1, 2, 3 sont de moindre interet. La
proposition 5 est une generalisation du theoreme. C'est a peu pres dans cet ordre
qu'elles me sont apparues. Je remercie MM. Byrnes, Erd6s et Newman de s'etre
interesses a ce travail au stade de la propositon 2, et de m'avoir ainsi incite a le
rediger et a le poursuivre.

Les Lemmes 1, 2, 3.

LEMME 1. Soit Xn (n = 1,2,...N) une suite de variables aleatoires complexes
independantes, d'espe'rance nulle et de module infe'rieur ou e'gal a 1:
E(Xn) = 0, \Xn\ ^ 1. On considere le polynome trigonometrique aleatoire

R(x) = YJ Xn
 e xP (2ninx).

I

Pour tout X > 0, on a

LEMME 2. Etant donn'e un polynome trigonometrique

K + N

o-(x) = £ an exp {2ninx), 0 ^ a ^ |<rj ^ j5 ,
n = K + 1

il existe un polynome trigonometrique

K+N

P(x) = Z Pn e xP {2ninx)
n = K- + 1

tel que \an + pn\ = p1 pour tout n {K ^ n ^ K + N), et

llpIL ^ 10y/P2-a2y/N\osN.

Les lemmes 1 et 2 sont des variantes du lemme 2 de Korner [5]. Le lemme 2 se
demontre en choisissant pn = ±yn convenable.

Avant d'enoncer le lemme 3, precisons quelques notations, et developpons
quelques calculs. Quand / e I}(U) on pose

f(x) = exp ( - 2nixy)f{y)dy (x e

La transformation de Fourier <F : / -» / se prolonge aux distributions temperees sur
U. La formule

& : f(x) = exp ( - ns2x2) -+ f(x) = - exp ( - n2x2/s2),
s

valable au premier sens pour s complexe avec |arg s\ < —, se prolonge au second sens
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pour |args| < - . On a done, pour a > 0,

: exp (— niax2) -> —•= exp (— ni/4) exp (nix2/a)
'a

: exp (niax2) -> -y= exp (ni/4) exp (— nix2/a).
'a

Si <1> e Zi(IR) et a > 0, la convolution Q = exp(niax2) * O a pour transformee de
Fourier

Q(x) = —j= exp (nil4) exp ( - nix2/a)$(x).
'a

D'autre part

Q(x) = Sexv(nia(x-y)2)®(y)dy

= exp (niax2) J exp (— 2niaxy) exp (7riflj;2

en posant V(x) = (exp(7riax2)-l)<I>(x).

Soit maintenant a un entier positif pair. Voici quelques calculs formels, faciles a
justifier sous les hypotheses qui suivront. La convolution

q = Q * I *m
meZ

est 1-periodique, done developpable en serie de Fourier

<l = Yu Qn e x P (27rmx), qn = Q(n)
n e Z

En utilisant les formules ci-dessus concernant Q, on a

exp(7tifl(x-m)2)4'(fl(x-m))
meZ

r
= exp (niax2) £ exp (— 2niamx) exp (— 27ria(x — m)y)x¥(y)dy

meZ J
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compte tenu de l'hypothese que a est un entier pair, soit

r(x) = exp(7riax2) \x¥(y)exp( — 2niaxy) £ exp( — 2nima{x — y))dy
J HI 6 2

et, en utilisant la formule de Poisson,

r(x) = - exp (niax2) Y x¥\x+ -) exp ( — 2niax[ x + - ) Ia »ez \ a) \ \ a))

= - exp (— niax2) Y *F{ x + - J exp (— 2ninx).
a ,,7z V aJ

Ajoutons l'hypothese

6(x) = 0 pour |x| ^ - .

Alors la somme qui definit g(x) se reduit a un terme, et on a

<j(x) = exp(7riax2)O(ax) + r(x) pour |x|

\r(x)\ < - I ' .
angZ \ a

La condition sur 6 est satisfaite si Ton choisit

_ . sin nmx /sin Tt/xV
O(x) = ——

7TX \ nlX

ou plus generalement

sin nix

ou l>0 s'annule hors de l'intervalle [ —m, m], avec m + 3/ < a. Si Ton suppose 6 0 a

variation bornee V I c'est le cas avec V = 2 quand <&0{x) = J, on a
V nx J

|27rxO0(x)| < V

la derniere egalite servant de definition a la fonction K(x). En revenant a la definition
de *P(x) et a la derniere inegalite sur r(x), on a

Va
m)\^2mx)\^—K(x)

2nl

(X+
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D'apres la formule de Poisson

Klx+-\ = a Y, ^ W exp (2niamx)
\ a) meZneZ \ a) meZ

On a K(0) = \/l, K(u) = 0 pour \u\ ^ I, et / < a. Done

Le resultat s'enonce commodement en posant O(ax) = </)(x), O0(ax) = (f)0(x),
I = ai/. On designe par %d la fonction indicatrice de l'intervalle [ — d/2,d/2~\.

LEMME 3. Soit a un entier positif pair, 0 < d < %, et (f)0 une fonction a variation
bornee V portee par Fintervalle [j( — 1 + 3d), \{\ — 3dJ]. On pose

0 = d~3(j)0*xd*Xd*Xd-

Le polynome trigonometrique

<?(x) = X kn e x P (2ninx),

nel

1
qn = —f= exp (7r//4) exp (— mnlla)^>{nja)

verijie pour \x\ ^ j

q(x) = exp(niax2)(j){x) +

Hx)\ V

2nad2 '

Premiere application [figure 1)

On suppose 0 < d < 1/6 et on prend pour $0 la fonction indicatrice de
Q ( - l + 3d),|(l-3</)]. Alors 0 = 1 sur l'intervalle [ - i + 3d,-£-3d], 0 = 0 hors de
[~2>i]> et 0 ^ 0 ^ 1 sur les deux intervalles restants.

Observons que Pintegrale de 0 est I—3d. En choisissant d = a~1/3 (a > 63), on a

4

%adl
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PROPOSITION 1. Pour a assez grand, il existe un polynome trigonometrique

= Z qn
|(i| =S a/2

donne. par le lemme 1 qui satisfait

Cela ameliore l'inegalite de Beller et Newman citee en introduction.

3dJ " Figure 1

Deuxieme application {figure 1).

On fait le meme choix de <£0.
Appliquons le lemme 2 avec a = 0, /? = a"1/2, a = ox puis CT2, OU

a\(x) = Z *?" e x P (^7ri

(l/2-3d)a ^n^a/2

(T2(x) = Z f̂n eXP
On obtient deux polynomes trigonometriques px et p2>

et que le polynome trigonometrique p =
module a"1/2:

Pix) = Z Pn e x P (2rcmx),
|n| ^ a/2

Les estimations du lemme 3 donnent

1

ait tous ses coefficients de

En choisissant rf = (aN/iog~a)"2/5 (on suppose a > 65/2 de fagon que d < 1/6), on a

^ 4 0 a - 1 / 5 ( l o g a ) 2 / 5 .
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PROPOSITION 2. Pour tout entier pair a assez grand, il existe un polynome
trigonometrique

P(x) = £ pn exp (2ninx)
\n\ « a/2

tel que \pn\ = a"1/2 pour tout n (-a/2 ^ n ^ a/2), et

Cette proposition repond negativement au probleme 22 de Erd6s dans [4].

Troisieme application (figure 2)

A partir de maintenant a et a^ sont deux en tiers positifs pairs, a{ > a; on pose

1 nn

N = partie entiere de -

et 0(x) est la fonction continue 1-periodique et impaire, dont la derivee est

N
6'(x) = ax pour 0 ^ x < —

a

N 1 N
O'(x) = N pour — < x <F a 2 ax

IN 1
0'(x) = _ a i ( x _ i ) pour < x < - .

2 at 2
Dans cette section et dans la suivante, nous allons construire un polynome
trigonometrique dont le degre est \a + o(a), dont les coefficients ont tous meme
module a~1/2(l + o(l)), et qui est, dans un certain sens, proche de exp(2ni6(x)).

Commenc,ons par deux lemmes classiques dont nous laissons la verification au
lecteur.

LEMME 4. Soil c = sup exp (nix2)dx . Pour toute fonction ij/ positive

decroissante sur (0, oo), pour tout a > 0 et pour tout u reel, on a

ij/(x) exp (niax2) exp (— 2niux)dx

o

On verifie que c ^ 3.



SUR LES POLYNOMES A COEFFICIENTS UNIMODULA1RES 329

LEMME 5. Posons

K = 6 3 Z 3 / 2 * X l / 6 * X l / 6 * X l / 6 -

Soit f(x) = Z/nexp(27rmx) une fonction derivable, verijiant |/'(x)| ^ D. Soit v un
n e Z

entier positif. On pose

9(x) = Z LK(nlv) e xP {2ninx) = £ gn exp {Ininx)
neZ. |;i| ^ 2v

(somme de La Vallee Poussin-Jackson de degre 2v). On a

gn = /„ pour \n\ ̂  v

\§n\ < l/nl P°Ur t0Ut n

et Il0-/ll.<~.

Nous aurons besoin de la version suivante du lemme 3, obtenue en changeant
i en —i.

LEMME 6. Soit a1,d1, (f>1 comme a, d, </> dans le lemme 3. La fonction

v'erifie pour \x\

Nous supposerons a assez grand pour que les notations suivantes aient un sens
(on designe par c la constante du lemme 4):

a = e " n , e > 0

ax: entier pair le plus voisin de e"15

v : entier le plus voisin de e~9

d = e3 (ou aussi bien e5 ^ d ^ e3)

dx = £ 7

3 / I c \
Y ~ " Xd * Xd * Id * I T T T XN/a-3d/2 ^ 7 T XN/a-2v/a--id/2 I

yc i l C T I /
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1 N N
4*2(*) = <t>{x) pour 3d ^ x ^ —

c + 1 a a

N 1 N
p o u r 7 ^ - -

(l-0!(x)) pour- ^ x ^ -
2a, 2a,

= 0 ailleurs

La fonction 0 satisfait l'hypothese du lemme 3, avec V = 2, et de meme la fonction
$! celle du lemme 6. Soit qetr, qleir1, les fonctions qui leur sont respectivement
associees. On a

q(x) — Q\p(2ni6(x))(f){x) + r{x) pour |x| ^ j

qi(x) = exp(27d(0(f+x)-0(|)))4>1(x) + r1(x) pour |x| ^ J

— - - P 1 5 " 1 4 - -

Posons

/2(x) = exp( —27ti

/3(x) =

N
A gauche du point — on a

a

9{x) = 6(N/a) + N{x-N/a)+^{x-N/a)2 ,

, J . J . I N
a droite du point

2 fll
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et entre ces deux points 6(x) — Nx est constant; d'ailleurs

1 N N 1 1 2< _ + _ < _

2 a! a a ax a

D'apres le lemme 4

(A ) ^ i ( 2)) (/ = J\J2).

Chacune des fonctions 0, 0l 51//2 , i/̂ 3, f2, f3 admet un prolongement 1-periodique

naturel I sa convolution par £ <5n), que nous designerons par la meme lettre. Ainsi

fi e t ^3 peuvent jouer le role de / dans le lemme 5, avec

D = lOM + flid,) ^ sup

compte tenu du choix de al,d,dl. Soit £/2
 e* ^3 ' e s sommes de La Vallee Poussin-

Jackson de degre 2v qui leur sont associees. Posons

q2(x) = exp (2niNx)g2{x)

q3(x) = Qxp(-2niNx)cj3(x).

On peut ecrire

q}{x) = exp(27i/0(x))^-(x) + /-/x)

W l < ^ = O(e) (7 = 2 , 3 ) .

Les coefficients de Fourier de ^2 respectivement ^3 sont nuls hors de [JV — 2v, N 4- 2v]
respectivement [ — N — 2v, — N + 2v], et inferieurs en module a | | / | | v , soit

\q2j ^ ^ y fl"*(l +O0:2)), /1 G [ N - 2 v ,

= 0 ailleurs

et Tanalogue pour qz „.

Soit F la fonction 1-periodique egale a

F(x) = exp(27riO(x))(0(x) + </>,(x

Observons que

^ « |F(x)| < 1
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D'autre part F = q* — r*, avec

q*(x) = q(x) + e%(x-i) + q2

r*(x) = r(x) + ei'r1(x-i) + r2(x) + r3(x) (y

lk*IL = O(e)

\\q*\-ail2\^a;112 pour |/i| < N-2v

\q*\ ^ a-ll2<l ^

pour N-2v < \n\ ^ N + 2v

q* = 0 pour |w| > N + 2v.

Posons /? = sup |4*| •
n

Appliquonsenfin le lemme 2, avec a = ax respectivement <r2, respectivement o"3

^ iW = Z <?„* exp (27rmx), a = a~i-a^ ^ \q*\ ^ fi
\n\ <Z N-2v

ff2(x) Z ^* e xP (27t*nx)» a = 0 < \q*\ ^ j?
N-2v ^ n

^3W = Z ft e xP (2TW"»W), a = 0 < \q*\ ^ p .
-N-2v ^ n ^ -N + 2v

On obtient px, p2, p3 , avec

IIP1+P2 + P3IU < Ci&yiog a + 02^^^ log v

= O(£N/log 1/e).

Enoncons le resultat, apres normalisation, en remarquant que

N + 2v =

PROPOSITION 3. // existe une suite de polynomes trigonometriques

PP(X) = Z P».nexp(2ninx) (/i = 1,2,...)
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\ptl_,,\ = (2/i + l ) - 1 / 2 pour tout n (\n\

333

inf|P;,(x)| =

c etant /a constante du lemme 4.

C-r 1

La proposition 3 donne le theoreme de Korner cite en introduction, avec B
arbitrairement proche de 1.

N

N/a

Figure 2

Quatrieme application {figure 3)

Au lieu du lemme 4, nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 7. Soit I un intervalle de longueur I, h{x) unefonction a valeurs complexes
definie sur I, derivable, verifiant

\h{x)\^ l,\h'{x)\^A ( x e / ) ,

\h{<x)\ = \h{p)\ = 1 si / = [ > , £ ] .
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Soit 0 < e < 1/5 et m entier, tels que me ^ 1 et A/ ^ me2. Alors il existe unefonction
fa valeurs complexes, d'ejinie sur U, continue et derivable par morceaux sur U, nulle en
dehors de I, telle que

||/(x) + / i ( x ) | - l | ^ 8 e (xel) ,

/e

|/(M)| ^ 200/m-1/2(logm)1/2.

Pour la preuve du lemme 7, on aura besoin des fonctions de Mobius

et des faits suivants.
1. L'image de la mesure de probabilite equidistribuee sur le cercle \z\ = 1 (notee

f.i0) par la fonction z -• M(z, h) est la mesure harmonique sur le cercle relative au
point h, que nous noterons nh. La densite de fxh par rapport a fi0 est donnee par un
noyau de Poisson; elle est comprise entre (1 — \h\)/(l + \h\) et (1 + |/J|)/(1 — \h\).
L'esperance d'une variable aleatoire repartie suivant fih est h.

2. Soit |/J| ^ 1 — e, |/i'| ̂  1 — e, \h — h'\ ^ n. Supposons d'abord arg h = arg h'.
On a

|arg M(z, h) — arg M{z, h')\ = arg z + h'

Supposons maintenant \h\ = \h'\. On passe de nh a nw par une rotation d'angle
2 Arc sin (^/(2|/J|)). Comme le noyau de Poisson n'a que deux extrema, on a

Arc sin W\ * 4"/£-
Dans le cas general, on passe done de nh a pLh. par un homeomorphisme du cercle
\z\ = 1 qui deplace chaque point d'au plus 2rj/e, suivi de l'addition d'une mesure
reelle de masse totale ^ 4n/e.

Preuve du lemme 7. On peut supposer / = [0, /] . Posons

—

Ainsi

Ecrivons pour simplifier ^ au lieu de nhj. Soit Zj (j = 1,2, ...,m —1) une suite de
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variables aleatoires independantes, prenant leurs valeurs sur le cercle \z\ = 1, la
distribution de Z7 etant jiy Ainsi Z} = M(Zj,hj), zi (j = 1,2, ...m — 1) etant une
suite de variables aleatoires independantes equidistribuees sur le cercle \z\ = 1.

Soit G(x) (x 6 /) la fonction aleatoire definie comme suit:

G(0) = h(0), G(Xj) = Zj 0 = 1,2, . . .m-1), G(l) = h(l);

G(x) est continue et de module 1; sur chacun des deux intervalles [0, x j et [xm_ {, / ] ,
l'argument de G(x) varie lineairement et de facon minimale; sur chaque intervalle
[xj, xJ + 1 ] , G(x) se trouve sur l'arc ZjZj+l de ^-mesure inferieure & 1/2, et le
partage de facon que les ^-mesures des arcs ZjG(x) et G{x)Zj+l soient
proportionnelles a x — Xj et xJ+1—x.

Sur les intervalles [0, x t ] et [xm_ t , /] la derivee de G(x) ne depasse pas nm/l. Sur
les intervalles [xJ5 x J + 1 ] , elle ne depasse pas nm/le, parce que la densite de \ii est
superieure a 1/e.

Posons y(x) = £(G(x)). Nous allons montrer qu'avec une probability strictement
positive on peut choisir f(x) = G(x) — y(x).

La fonction y(x) est derivable par morceaux et sa derivee ne depasse pas nm/le:
cela resulte de ce que nous venons de dire de G(x).

Majorons \y(x) — h(x)\.
Supposons d'abord 0 < x ^ x t . Si h(0) et ^(xj ont le meme argument, il est

immediat que y(x) se trouve sur le segment joignant h(0) et hY. Dans le cas general,
les arguments de h(0) et ^(xj different de moins de 2e2, done y(x) se trouve a une
distance inferieure a 2e2 du segment joignant fi(0) et hx. Comme e < 1/5, il en resulte
que \y(x) — h{x)\ < 2e sur [0, x ^ . II en est de meme sur [xm_l 5 / ] .

Supposons maintenant x7-^ x ^ x j + 1 . Si hj+l = hj, les variables aleatoires Zi et
ZJ+l ont meme distribution ^ ( = nj+x). Posons

G(x) = M(U(x),hJ).

U(Xj) et U(xj+1) sont des variables aleatoires independantes, equidistribueessur le
cercle \z\ = 1 et U(x) divise le plus petit arc U{Xj)U(xj+1) dans le rapport
{x — Xj)/{xj+1—x). U(x) est done une variable aleatoire equidistribuee sur le cercle.
Done G(x) a pour distribution fij, et par consequent y(x) = hj.

Si hj+l ^ hj, nous avons vu qu'on passe de \i-} a nj+l par un homeomorphisme
du cercle qui deplace chaque point d'au plus 2s, suivi de l'addition d'une mesure
reelle de masse totale ^ 4e (ici rj = e2). II en resulte que la distribution de G(x) est
aussi obtenue par un tel procede (l'homeomorphisme et la mesure additionnelle
dependant de x). Par consequent |y(x) — hj\ ^ 6e.

Comme \h(x) — hj\ ^ e + e2 < 2e, on a dans tous les cas

\y(x)-h(x)\ ^ Se.

(C'est en vue de cette inegalite qu'on a du choisir soigneusement la fonction aleatoire
G(x); le choix, a priori plus naturel, d'une fonction aleatoire dont l'argument varie
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lineairement sur chaque [xJ5 x j + 1 ] n'aurait pas conduit au resultat).
Evaluons enfin la transformee de Fourier de G(x) — y(x).

Choisissons p = m2, et posons xJk =j—\-k— 0 = 0, l,...m;/c = 0, l , . . .

Posons

xj,k = G{xj<k) - y(xjk) {xhk € /)

Xj,o = Xj-i.P = Xj = ZJ-E(ZJ) (j = l , 2 , . . . m - l ) .

D'apres le lemme 1, on a

sup
m - l

j exp (2niju)

avec une probabilite superieure a l - ^ o i i

Observons que les variables aleatoires Xjrk (k fixe, j pair) sont mutuellement
independantes, et de meme les Xjk {k fixe,; impair). En vertu du lemme 1, on a done
pour chaque k

sup
m - l

j=o
XJtk exp (2niju)

avec une probabilite superieure a 2rj. Avec une probabilite superieure a 1— 2rjp, ces
inegalites ont lieu pour tout k, et alors

sup
m—1p—1

j=0 k=0
j.k e x P (2j"'^.*

Choisissons k = 16, de sorte que pour m ^ 3 on ait 2r\p < 1, fixons les Zj de fa9on
que la derniere inegalite ait lieu, et posons

f(x) = G(x)-y(x) (xsl)

La fonction /(x) est continue, derivable par morceaux, et

cela resulte des proprietes deja indiquees de G(x) et y(x). On a aussi

f(x)+h(x) =
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II ne reste plus, pour etablir le lemme 7, qu'a demontrer l'inegalite sur f(u).
Le choix des Z, garantit que

337

m — 1 p —1

I I
j=0 fc = 0

sup

Par un calcul evident

u)~ — Z f(xj,k) e xP (2™xj.ku

done

avec

2nl Al
A = VAX —

pe m

4TT/2

mp

D'autre part la variation de / est majoree par /H/'Ha,, done

l/(«)l < l\\f'\LM ^ 2nm/e\u\ = C/\u\.

Finalement, compte tenu de l'hypothese me ̂  1,

|/(u)| ^ A + JIC ^ 200/m-1/2(logm)1/2 .

C'est la majoration indiquee dans l'enonce. Le lemme 7 est done demontre.
Nous choisissons maintenant a tres grand, a = e~11, e > 0

ay: entier pair le plus voisin de e~21

v: entier le plus voisin de e~1 5

m : entier le plus voisin de 377te~7

dx = e10

d = 1 OOOe^/log a

4> = d~3Xd *Xd*Xd* ( ( l -

! = " l Xd\ * Xd\ * Xd\ * X/V/a,- 3d|/2
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L'entier N et la fonction 9 sont les memes que precedemment. On definit de la meme
facon q,r,qx,rx. Posons

h2(x) = (ij/{x) + 0i(x - n/2)) exp (2ni(9(x)- Nx)) sur [0,1/2]

= 0 ailleurs

M*) = h2{-x).

On peut appliquer le lemme 7 a h = h2 respectivement h2, avec

\~N 1 N 1 f ' N N '
I = 3</, h3r/, = 12 respectivement - - H 3</,. +3</

|_« 2 a, J L - «i «
= h-

Selon les donnees on a A ~ line n , / ~ 3e6 done me2 ^ A/. On obtient deux
fonctions f2 et / 3 , que Ton confond avec leur prolongement 1-periodique

^ - 1 ) , A =

I convolution par £ dn . Le lemme 5 s'applique avec / = f2 respectivement
V «GZ /
/ 3 , D = lm{le)~l, et v donne. On obtient g2 et g2, polynomes trigonometriques de
degre 2v, tels que

et dont les coefficients de Fourier satisfont

|^.J ^ 200/m-*(logm)*.

Soit F(x) la fonction 1-periodique egale a exp (2ni9(x)) sur [ — }, | ] hors des
intervalles I2 et / 3 , egale a (h2(x)+f2(x))exp(2niNx) sur I2 et a
(/i3(x) + /3(x))exp( — 2niNx) sur / 3 . On a |F(x)| = 1 pour tout x, et on peut ecrire
F = g* — r*-l-s* avec

q*(x) = ^(x) + e'v^!(x— | ) + ^2(x)exp(27riNx) + fif3(x)exp( — 2niNx)

r*(x) = r{x) + ^rl(x-i) + (g2{x)-f2(x)) exp (2niNx) + (g2{x)-Mx))exp(-2niNx)

(y = 2n6Q))

s*(x) = /i2

= /i3(x) exp (-2re/Nx)-(0(x) + 0 1 (x - i ) ) exp (27ri0(x)) (x e [ - £ , 0])

soit s*(x) = (iA(x) - 0(x)) exp (2TH0(X)) .
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Ainsi

\\r*L + II**L < (7r^2)"1+(7ra,i/r2)-1+84m/~1v-1<:-1+^

et les choix indiques donnent |k*||x + ||s*||«. = O(£v/log a).
Les coefficients de Fourier de q* different de ceux de q

1. pour n 6 [ — N + 2v, N — 2v], par ceux de er;q^{x—\)

2. pour n e [N — 2v, N + 2v], par ceux de e'vq,(x — )̂ et par ceux de
#2(x) exp (27riJVx)

3. pour ne [ — N + 2v,N — 2v], par ceux de elvq,(x—|) et par ceux de
^3(x)exp( — 2niNx)

et enfin sont nuls pour \n\ ^ N + 2v. Par consequent

| q* -a" 1 / 2 | ^ a;112 pour w e [ - N + 2v, N - 2 v ] ,

|g*| ^ a - 1 / 2 ( l - 5 ) + ar 1 / 2 + 200/m-1/2(logm)1/2 pour |n| € [ N - 2 v , N + 2v] ,

q* = 0 pour |n| > N + 2v.

Le choix des donnees implique

a~ll2d > 200/m-1/2(logm)1/2.

En resume done,

a - i / 2 _ a - i / 2 ^ | ^ | ^ a - i / 2 p o u r n G [

pour |n |e[JV-2v,

q* = 0 pour |n| ^ N + 2v.

Appliquons enfin le lemme 2 comme dans la section precedente. On
obtient p l 5 p 2 , P3, avec

a log a + C2a~l'2y/4v log 4v

d'apres le choix des donnees, done en posant p =

p = X pnexp(27rin0 \pn\ = a ll2 + al
1'2 \\p-F\\,, =

-Af -2v

Enongons le resultat apres normalisation.
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PROPOSITION 4. // existe une suite de polynomes trigonometriques

Pn(x) = Z ivnexp(27rinx) (^ = 1,2,...)

tels que

|p,J = "1/2 pour tout n (\n\

La proposition 4 donne le theoreme enonce en introduction, avec

en =

Figure 3

Demonstration abregee du theoreme, et cinquieme application (figure 4)

Le choix des parametres et des fonctions a ete fait plus haut pour donner la
meilleure estimation possible de en compatible avec la methode (a 1'exposant pres de
log n, qui peut etre reduit).

On peut abreger la demonstration du theoreme en prenant d = dv, 3 = 0 done
(f>(x) = i/f(x). On choisira v <$ a -4 a log2a <̂  a± et d 4, 1.

La fonction {(f)(x) + (fr^x—|)) exp (2nid(xj) est de module 1, sauf sur les intervalles
12 et / 3 , ou son module est compris entre 0 et 1. Sur I2 respectivement / 3 , on la
multiplie par exp ( — 2niNx) respectivement (2niN<x), et on applique le lemme 7. Cela
donne deux fonctions f2 et / 3 , portees par I2 et / 3 , telles que la fonction

F(x) = ((j)(x) + <$>! (x -1)) exp (2iti6(x)) + /2(x) exp (2niNx) + /3(x) exp ( - 2THNX)
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soit de module 1; de plus

sous les conditions

(*) ad2 ^ 1 et m ^ C2axd
2e~2

et enfin

sup(|/2,J + |/3J) < C.dm-'lWogm)1'2 .
n

En remplagant f2 et /3 par leurs sommes de La Vallee Poussin-Jackson d'ordre 2v,
on commet une erreur qui tend vers 0 sous la condition

(**) m <̂  dve .

Sous la condition

(***) ad2 -> oo

(qui renforce la premiere partie de (*)), on commet une erreur qui tend vers 0 en
remplac.ant <\> exp(27ti0) et (f)l Qxp2ni91 par les polynomes trigonometriques g et gx

des lemmes 3 et 6 (on a ecrit (O^x) pour 6(x+%) — 6(jj). Apres ces substitutions,
F est remplace par un polynome trigonometrique dont les coefficients sont voisins de

a~1/2</>(-\sil 'ona

(••) rfm-1/2(logm)1/2 « a~il2 .

On decompose ce polynome trigonometrique en trois, de spectres
\_-N-2v, - N + 2v], [ - N + 2v,N-2v] , [JV-2v, N + 2v], auxquels on applique le
lemme 2, de fa<?on a obtenir finalement

P(x) = Z Pn exP (2ninx)
-N-2v

avec \pn\ constant (= a"1/2 + o(a"1/2)). L'erreur \\p — FW^ est o(l) si Ton a, outre les
conditions precedentes, une condition un peu plus forte que (**), a savoir

(*•*) dm-

Alors on a la conclusion

\p(x)\ = l + o(l) + O(£) (a-> oo).

Pour terminer la demonstration, il sufilt de verifier qu'on peut choisir e 4 1,
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v 4 a 4 a \og2a 4 ax et d 4 1, de sorte que les conditions (*), (**), (***), (***) soient
compatibles. C'est immediat.

Dans cette demonstration abregee, le lemme 3 n'est utilise qu'avec une fonction
0O qui est une fonction indicatrice d'intervalle. Donnons une derniere application, ou
il faudra utiliser toute la force du lemme 3—et renforcer aussi de facon convenable le
lemme 2. Nous laissons les details au lecteur.

PROPOSITION 5. Soit w{x) une fonction i-periodique strictement positive, continue
et a variation bornee. II existe une suite de polynomes trigonometriques

PJLx) = il2w(n/2fi) exp {2ni(nx-6>,,„))

tels que \PJ[x)\ = w(x) + o{\) uniformement par rapport a x.

Figure 4
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