AvdAuon Fourier kat OAoxAnppopa Lebesgue - 30/6/2016

1. (1.5 pov.) (a) Eow E perpriotpo unioouvodo tou [0, 1]. YroBitoupe 6t undpyet o > 0 tétolog
oote A(ENTI) > ai(]) yia kdbe dwaompa I C [0, 1]. Arodei€te 6u A(E) = 1.

(B)* Eoww E petprjopo unoouvodo tou R pe A(F) > 0. ®swpoupe ) ouvdpon g : R — R pe
g(x) =dist(z, E) = inf{|lx — t| : t € E}.

Arobeigte ot

lim 2 _ g
a=y [z —y|
oxedov yua kdbe y € E.
2. (1 pov.) Eow f : [a,b] — R ouvexrig ouvapmon.
(a) Anobeigte ot ) f anewkovidel Fi,-ouvoda oe F,-ouvola.
(B) Arobeiite 611 n f amneikovidel petprjoia oUVoAa os PETPolia oUVoAd av Katl Povo av yia Kaoe

A C [a,b] pe A(A) = 0 wyver A(f(A)) = 0.

3. (1.5 pov.) (a) Eoww (f,) axodoubia pn apvnukov PETpolpev ouvaptioev f, : R — R.
YroBétoupe ou f,, — f kata onueio, orou f : R — R eivat pia odorkAnpoowman cuvaptnorn, kat ot

/fnd)\—>/fd)\.
R R
Armobeigte ou || fr, — f|l1 — 0.

() Eote E petprioto urtoouvodo tou RY pe A(E) < oo, kat éote f : E — R petprioyan ouvdptnon.
YroBetoupe ot urtapxouv M > 0 xkat p > 1 tétoot oote, yia kabe t > 0,

Mz e B lf(@)] > 1) < 2

Arnobeifte 6t ) f eival odorAnpooman.

4. (1 pov.) Eow E petpriotpo ouvodo kat éote 1 < p < 0o Kat ¢ 0 ouduyng €kOENg tou p. Av
fn = f owov L,(E) xat g, = g otov L,(E), 8ei€te ou fr,g, — fg otov Ly (E).

5. (1 pov.) Ecw A, B petprjompa vrioovvoda tou R pe A(A4) > 0 xat A(B) > 0. Anobeifte ot
unapxet ¢ € R t€too dote

AAN (z+ B)) > 0.

[Yrobeifn. Mropeite va uroboete ot ta A kat B sivat gpaypéva. Xpnoworoiwviag 1o Sempnpa
Fubini «urtoAoyiote» 10 0AoKANp®Ua TG X A * X — B HE 6U0 Tporoug.]

6. (1 pov.) B®swpoupe ) ouvapmon f(z) = (7 — x)? oto [0,27] katl v enekteivoupe oe pa

2T -meP1081KY) ouvdptnorn optopévn oto R. Aeilte o1

2 =\ cos kx
k=1
Xproponoimviag to mapandave, Seilte ot
$1.7
k2 6

k=1



7.* (1 pov.) OswpoUpe 1 oUVAPTNON

_f sin(rz), |z <1
¢(x) = { 0, aAAiog

Arobeigte ou: av f € Li(R) tote

ful) =n / F(& — y)d(ny) dA(y) — 0

oxebov yua kabe x € R.

8. (1.5 pov.) (a) Opitoupe K, (z) = 2F5,(x) — F,(x), 6rnou F,, eivat 0 m-00t0g ruprjvag tou
Féjer. ArodeiSte ot:

1 ,av |kl <n-—1
Knk)y=< 2- % avn<|kl<2n—1
0 , av |k| = 2n.

(B) Eow f € L1 (T). Anobdei&te ou ta modvavupa p,(f) := f * K, £€xouv tig akdAoubeg 18161nteg:

~

Ipnlls <3l1Flls Pa(k) = f(R) av k[ <n =1, pu(k) = 0av[k| > 2n.

(y) Eowo f € C(T). Anobeitte ot || f — pn(f)]|oo — 0.

9. (1.5 pov.) () Aivovtat €1,...,6, € {—1,1}. OpiQoupe f : R — C ne f(z) = > ,_, exe’*™.
Aeigte ot

| flloo = max{|f(z)| : = € [0,27]} > V/n.

~

() Eow f : T — C ouvexos napayeyioyn ouvdptnon. Aetdte 6u d o |f (k)| < +oc.

10. (1 pov.) 'Eoww C éva ouprniayég urtoouvodo tou Lo (T). Anobeifte ot: yia kdbe € > 0 unapxet
n € N této10g oote

|g(k)| < € yia x&be g € C kat yia kabe k € Z pe |k| = n.

[Yrobeign. To C eivat oAikd gpaypévo urtoouvoro tou Lo(T): yia ka6e € > 0 undpyxouv N € N xat
fi,- ., fn € La(T) tétoteg wote yia kabe g € C' va woxvet 1£rli<nN llg — fill2 < e/2.
X

KaAr Entuyia!



