
605. Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωµα Lebesgue – 23/5/2018

1. (2µ) (α) ΄Εστω f ∈ L1(T). Αποδείξτε ότι αν η f παίρνει πραγµατικές τιµές τότε f̂(k) = f̂(−k) για

κάθε k ∈ Z. Αντίστροφα, αν η f είναι συνεχής και f̂(k) = f̂(−k) για κάθε k ∈ Z, αποδείξτε ότι η f
παίρνει πραγµατικές τιµές.

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x στο διάστηµα [−π, π) και την επεκτείνουµε 2π-περιοδικά στο R.

Αποδείξτε ότι
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για κάθε x ∈ (−π, π). Στη συνέχεια αποδείξτε ότι
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2. (2µ) (α) ΄Εστω {Kδ}δ>0 οικογένεια καλών πυρήνων. Αποδείξτε ότι : αν η f ∈ L∞(R) είναι συνεχής

στο x ∈ R τότε (f ∗Kδ)(x)→ f(x).

(ϐ) ΄Εστω ϕ : R → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε

∫
R ϕ(x) dx = 1. Για κάθε δ > 0 ορίζουµε Kδ(x) =

1
δϕ(x/δ). Αποδείξτε ότι η οικογένεια {Kδ}δ>0 είναι οικογένεια καλών πυρήνων.

3. (2µ) (α) ΄Εστω f ∈ L1(T). Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

‖σn(f)− f‖1 = 0.

(ϐ) ΄Εστω f ∈ L∞(T) µε την ιδιότητα |kf̂(k)| 6 α για κάθε k ∈ Z. Αποδείξτε ότι, για κάθε n > 1,

‖σn(f)‖∞ 6 ‖f‖∞ και ‖sn(f)‖∞ 6 ‖f‖∞ + 2α.

4. (2µ) (α) ΄Εστω f ∈ C1(T). Αποδείξτε ότι
∑∞
k=−∞ |f̂(k)| <∞.

(ϐ) ΄Εστω g, h ∈ L2(T). Αν f = g ∗ h, αποδείξτε ότι f ∈ L1(T) και f̂(k) = ĝ(k)ĥ(k) για κάθε k ∈ Z.

Στη συνέχεια αποδείξτε ότι

∞∑
k=−∞

|f̂(k)| < +∞.

5. (2µ) (α) Θεωρούµε το τριγωνοµετρικό πολυώνυµο p(x) =
N∑

k=−N
ake

ikx
, όπου ak ∈ {−1, 1} για κάθε

|k| 6 N . Αποδείξτε ότι υπάρχει x0 ∈ R τέτοιο ώστε |p(x0)| >
√
2N + 1.

(ϐ) Αποδείξτε ότι για κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση f : T→ R ισχύει η ταυτότητα
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k=0
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sinnθ dθ.

για κάθε n > 1 και συµπεράνατε ότι αν η f είναι ϕθίνουσα στο (0, 2π) τότε bn > 0 για κάθε n ∈ N.

6. (3µ) (α) ΄Εστω f, g ∈ L2(T). Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

‖fg − sn(f)sn(g)‖1 = 0.

(ϐ) Αποδείξτε ότι f̂g(k) = limn→∞
1
2π

∫ π
−π sn(f, x)sn(g, x)e

−ikxdx για κάθε k ∈ Z.

(γ) Αποδείξτε ότι αν f̂(k) = ĝ(k) = 0 για κάθε k < 0 τότε f̂g(k) = 0 για κάθε k < 0.

Καλή Επιτυχία !


