
605. Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωµα Lebesgue – 28/4/2018

1. (2µ) (α) ΄Εστω A ⊆ E ⊆ B ⊆ R. Αν τα A,B είναι µετρήσιµα και λ(B \ A) = 0, αποδείξτε ότι το E
είναι µετρήσιµο.
(ϐ) ΄Εστω E µη µετρήσιµο υποσύνολο του R. Αποδείξτε ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιος ώστε : αν B,C είναι
µετρήσιµα υποσύνολα του R και E ⊆ B και R \ E ⊆ C τότε λ(B ∩ C) > δ.

2. (2µ) (α) ΄Εστω {qn}∞n=1 µια αρίθµηση του Q ∩ [0, 1]. Θεωρούµε το σύνολο

A :=

∞⋂
k=1

( ∞⋃
n=1

(
qn −

1

2nk
, qn +

1

2nk

))
.

Αποδείξτε ότι το A είναι υπεραριθµήσιµο Gδ-υποσύνολο του [0, 1] το οποίο περιέχει το Q ∩ [0, 1], και
ότι λ(A) = 0.
(ϐ) Εξετάστε αν υπάρχει κλειστό υπεραριθµήσιµο υποσύνολο του R το οποίο να µην περιέχει ϱητούς.

3. (2µ) Εξετάστε αν ισχύουν τα εξής:

(α) Αν fn ∈ L1[0, 1] και ‖fn‖1 < 1
n2 τότε fn → 0 σχεδόν παντού.

(ϐ) Αν η f : [0,∞)→ [0,∞) είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη τότε lim
x→∞

f(x) = 0.

4. (2µ) (α) ΄Εστω fn, f : R→ [0,∞) ολοκληρώσιµες συναρτήσεις µε fn → f και
∫
R fn dλ =

∫
R f dλ για

κάθε n ∈ N. Αποδείξτε ότι, για κάθε µετρήσιµο E ⊆ R,

lim
n→∞

∫
E

fn dλ =

∫
E

f dλ.

(ϐ) ΄Εστω g : [0, 1] → [0,∞) µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε A = {x ∈ [0, 1] : g(x) < 1} και
B = {x ∈ [0, 1] : g(x) > 1}. Υπολογίστε το

lim
n→∞

∫ 1

0

g(x)n

1 + g(x)n
dλ

συναρτήσει των λ(A) και λ(B).

5. (2µ) (α) ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R µε 0 < λ(E) < ∞. Ορίζουµε f = χE και για κάθε
t ∈ R ϑεωρούµε την ft(x) = f(t+ x), δηλαδή ft = χE−t. Αποδείξτε ότι

‖f − ft‖22 = 2(λ(E)− λ(E ∩ (E − t))), t ∈ R.

(ϐ) Θεωρώντας γνωστό το ότι lim
t→0
‖f − ft‖2 = 0 αποδείξτε ότι το σύνολο E − E = {x − y : x, y ∈ E}

περιέχει ανοικτό διάστηµα µε κέντρο το 0.

6. (3µ) (α) ΄Εστω p > 1 και fn ∈ Lp[0, 1] τέτοιες ώστε ‖fn‖p 6 1 για κάθε n ∈ N. Αποδείξτε ότι για κάθε
ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε : αν E ⊆ [0, 1] µετρήσιµο και λ(E) < δ τότε

∫
E
|fn|dλ < ε για κάθε n ∈ N.

(ϐ) ΄Εστω g : R→ [0,∞) Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση. Αποδείξτε ότι∫
R
g dλ =

∫ ∞
0

λ({x : g(x) > t}) dt.

(γ) ΄Εστω f : R → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει C1 > 0 ώστε
λ({x : |f(x)| > t}) 6 C1

t2 για κάθε t > 0. Αποδείξτε ότι : υπάρχει C2 > 0 ώστε, για κάθε µετρήσιµο E
µε 0 < λ(E) <∞, ∫

E

|f(x)| dx 6 C2

√
λ(E).

Καλή Επιτυχία !


