
Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωμα Lebesgue – 11 Ιουνίου 2021

(Απαλλακτική εξέταση στην Ανάλυση Fourier – 14:00-16:00)

Καθένα από τα παρακάτω προβλήματα παίρνει 20 μονάδες.

1. Υπολογίστε τη σειρά Fourier της f(x) = | sinx| και αποδείξτε ότι

| sinx| = 2

π
− 4

π

∞∑
k=1

cos(2kx)

4k2 − 1
, x ∈ R.

2. ΄Εστω α ∈ R τέτοιος ώστε α/π /∈ Z. Ορίζουμε f(t) = eiαt/π, t ∈ [−π, π) και επεκτείνουμε 2π-περιοδικά.
Αποδείξτε ότι

f̂(k) =
sin(α− kπ)
α− kπ

για κάθε k ∈ Z και στη συνέχεια ότι

1

sin2 α
=

∞∑
k=−∞

1

(α− kπ)2
.

3. ΄Εστω f : R→ C Lipschitz συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση. Αποδείξτε ότι:

(α) Υπάρχει α > 0 τέτοιος ώστε |kf̂(k)| 6 α για κάθε k ∈ Z.

(β) Υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε ‖sn(f)‖∞ 6M για κάθε n ∈ N.

4. Ορίζουμε Qn : R → R με Qn(x) = 1
γn

(1 − x2)n χ[−1,1](x), n = 1, 2, . . ., όπου γn =
∫ 1

−1(1 − t
2)ndt.

Αποδείξτε πλήρως ότι η {Qn}n>1 είναι οικογένεια καλών πυρήνων και ότι f ∗ Qn −→ f ομοιόμορφα για

κάθε φραγμένη ομοιόμορφα συνεχή συνάρτηση f : R→ R.

5. ΄Εστω f ∈ L1(T) με την ιδιότητα

lim
n→∞

n‖σn(f)− f‖1 = 0.

Αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή.

6. ΄Εστω E ⊆ [0, 2π] με λ(E) > 0. ΄Εστω an, bn ∈ R τέτοιοι ώστε

an cosnx+ bn sinnx −→ 0

για κάθε x ∈ E. Αποδείξτε ότι lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0.

[Υπόδειξη: Αποδείξτε αρχικά ότι υπάρχουν ϑn ∈ R τέτοιοι ώστε an cosnx+bn sinnx = rn cos(nx−ϑn),
όπου rn =

√
a2n + b2n.]
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