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To Cedyoc (Coo(R), )

O ypapipiikde Xmpoc:
Coo(R) ={f : R — C : ovvexhc pe ovurayn popéo}

Anhodi kébe f € Coo(R) pépetat oe éva ouutoyée Sidotnuo
[a(f),b(f)] pe tnv évvora b t ¢ [a(f),b(f)] = f(t) =0.
Av f € Coo(R) opiletan to odokAfipwper Riemann

/ b(f) ( )
f= / F(£)dt.
a(F)

H amewéwon [ Coo(R) = C:f — [f
elvor ypoyupik® ko etk . av F(R) C Ry téte [F € R,

Itéyoc: Na tnv emekteivovpe oe guplTEPT KAKOT CUVAPTHOEWY
Ke plo Stadikaoia mAdpwonce.



H amewdwion ||+

[a kdfe f € Coo(R),

/|f| _ inf{ y /h,, by € Coo(R), by >0,Y hyp > |f|}.
n=1 n

H amédeén otnpileton o éva euyeipnuor cvpmdyelog péow tovu

Afupatog

AMppo

Eotw fh,f € Coo(R) pe f,f, >0 kat fy < frp1. TrmobBérovue St
yia kdBe t € R éxovue (t) <lim,f(t) (umopel vdvar o). Téte
(1) Na kdBs € >0 vrdpyet n € N ue sup{f(t)—f(t): teR} <€
Kat

() sup, [fa> [T,



H amewdwion ||+

Opiopég

Eotw f : R — C tuyaia ovvdprnon. Opilovue

£, = inf{ Y /h,,  hn € Coo(R), hp >0, hyp > yf|} € [0, o]
n=1 n

MNapatipnoe 6t dexduoote dnelpo abpoiopato.
Aci&ope bt av f € Coo(R) téte |||, = [|f].

Mapotnprioelg

(a) Mropei pia f #0 va éxed |||l =0. Mx. n X0} 1 1 Xo-
(B) Mrmopei pia f va éyel ||f|l; = +oo. [1x. f(t) =1t (or0o R).
() Il =[]y = I£1l;-



H amewdwion ||+

la kdfe f,g:R— C kat A €C,
m () [Aflly =|A[[[f]ly (ebuBacn: 0-(+e) =0)
m (i) +glly <[l + Nl

Av yia kdBe t €R, [f(t)] < Z |fa(2)], T6Te [|Fl; < Z 17ally-

Av |f] < |g| ére [|f]l; < llgll1-




O xbpoc ZH(R)

Mia f:R — C aviiker otov L(R) av vndpyet akodovbia (f,) e
fo € Coo(R) doe [|f —fnl; — 0.

Mapotnprioelg

(a) Coo(R) C Z1(R).

(B) O L1(R) eivar ypaupuikde xdpoc kar n f — ||f|; eivat
nuwépua otov Z1(R), Snladi

(DNAE] = ALl
() If +glly < [[flly +llglls
(v) Av f € LY(R) téte f,|f| € L1R) kau ||f||, = ||F]|, = IIf];-

(6) Av fi,....f, € Z1(R) tére! max{f,...,f,} € ZH(R).
() Av ||f||; =0, téte f € L1(R) (mdpe f, =0 yia kdOe n).

In ouvdptnon g = max{fi,...,f,} opileton BePaiwe katd onueio:
g(t) = max{fi(t),...,fa(t)}




To ohokMpwpa otov ZH(R)

‘BEotw f € LYR) ko £, € Coo(R) pe ||f —f4ll; — 0.

e H ([ 1y)n eivon Bocowkt} oto C, dpa ouykivet.

o Av g, € Coo(R) pe ||f —gnll; — 0 téte lim, [ f, =lim [ gp.
Optopédc (To ohokAfpwpo Lebesgue)

Mo kdbe f € LY(R) opifovue I(f) € C we e&rfc:
emAéyovpe fn € Coo(R) pe ||f — ]|y — 0 kat Bérovue

I(F) = Ii,r1n/f,,.

Eivow kah& oplopévo.
AMoc ouuBohopde:  I(F) = / felm — / £(£)dm(t).



To ohokMpwpa otov ZH(R)

MpéTaion

(a) H amewévion | : L1 (R) — C elvar ypauuiki kat Oetik.
(dpa, avf,g: R — R otov L' ue f < g, téte I(f),I(g) €R kat
I(f) < 1(g)).

(B) Av f € Coo(R) téTe I(f) = [f.

(v) Av f € Z1(R) tote ||f|, = I(|f]).

AMppoc
Av f € LY (R) téte |f| € LH(R) kat

IOI<IAFD = N1£1l: -



EroavéAndn

OpLopog
Eotw f : R — C tuyaia ovvdptnon. Opifovue

Ifll, = inf{ Z /h,, hy € Coo(R), hp ZO,Zhn > |f|} € [0, +o9]
n=1 n

Oplopoc

Mia f:R — C aviiker otov Z*(R) av vndpyet akodovbia (f,) e
fn € Coo(R) dote ||f —f,]|; — 0.

Oplopde
Ma kdbe f € LY (R) opifovue I(f) € C w¢ e&rfc:
emAéyovpe f € Coo(R) e ||f — fo]l; — 0 kat Bérovue

I(F) = Ii,r1n/fn.



To Baolkd Oswpfipota

Oedpnuo (MAnpdrnTar)

Av f, € LY (R) kat yia kdBe € >0 vrndpyet n, €N dote
|fo — fml|; < € dTav n,m> n,,

téte vmdpyel f € LH(R) (udMota vrdpyovv mordés) dote
[|fo = fll; = 0.

Oedpnuo (Movétovn adykiion)

Eotw f, € LY (R) ue 0< f, < h <.... TrobBérouue 61t yia kdBe
t € R 1o épio f(t) =lim, f,(t) vdpyet. Av sup,I(fy) < oo Téte
f e LYR) kat

I(lim ) = lim /().

Mopdderypo
Av f = xo téte f € LY (R) kat I(f) =0.



To Baolkd Oswpfipota

Ocdpnuo (Beppo Levi)

Eotw g, € LY(R) ue g, > 0. Trmobétouue 61t yia kdOe
teR, Y ga(t) <oo. AvY I(gn) < oo téte Y80 € L1 (R) kat
n n n

(Y gn) =) !(gn).

H evadlayn oplov kol oAokAfipwong Sev toydel yevikd:

Mopdderypor (to «karéAo TG HAYLONGY)

0, x=0
f(x) =< (3 —1Ix]), 0<|x| <%
0, x| >+

E8d kd B¢ f, eivar Riemann-odokAnpdotun kat limf,(x) =0 ya
n

kdOe x. Ouws [fn=1 yia kd6e n dpa lim [ f, #0.



To Baolkd Oswpfipota

Oedpnuo (Kuptopxnuévn odykAion)

Eotw f, : R — C, f, € LY(R). Tmobérovue o1t umdpyet
g € LY (R) dorte |fy| < g y1a kdBe n. Av yia xd e t € R To dpio
f(t) = lim, f,(t) vrdpxel téte f € L(R),

I(limf,) =limI(f,) kat lim||f,—f|; =0.



Y Ovola péTpou pndév

OpLopog

Eva A C R éxeL pétpo pndév av yia kdfe € > 0 vrdpyouv
Staotiuatra Jy CR ue Y m(Jy) < € dote AC .
n n

Mua 1biétnTa 1ox Vel oXed6V TTOLVTOV av To glvolo Twv onueiwy
ou Sev Loy Uet éxet LUéTpo UNbév.

Mpdtaon

Av h:R—C, téte: | h||;=0 <= h=0oxedév mavrou.
St nepintwon avth h € L1(R).

MNépLopa
Eotw f,g:R— C. Tére

|f—gll; =0 <= =g oxebév mavroi.

Ytnv mepintwon avtij n f aviker otov Z1(R) av kat pwévov av 1
g avijker otov L1(R).



ONokMjpwpoe Lebesgue kol ohokAfpwpoe Riemann

Ochpnua

Mia gpayuévn ovvdptnon f : [a,b] — R eivat Riemann
odokAnpaoiun av kat uévov av givat oxedév mavrol cuvexiic, av
6nAa b to oVvodo Twv acvvexelwyv TNe éxel [LETpo UndEY.

Téte n f givar Lebesgue odokAnpdoiun kat ta §vo odokAnpduata
b

ovuminttovy, §nlabrj /f(t)dm(t) :/ f(t)dt.
a



H amewéwvion f — || f||,

Av f:R — C Bérovue

1/2

111, =[£I,

Avf f,:R— C kat A € C éyovue
av [|[fifly <o kat |[fafly <o éTe [|Af2]ly <Al 2]l <o
[AFlly = ANl
8 av |f| STl wéee |l STl

(o) [+ 2|y <[]l + [ 2]l
(B) Avfl<lgl. zére [[flly <llgll,-




O xbpoc Z%(R)

OpLopbc

Mia f:R — C aviket otov £%(R) av undpyet akodovbia (f,) pe
fn € Coo(R) dote ||f —f,]|, — 0.

MpéTaon

() O L2(R) eivatr ypappikde xapoc kat 1 ||-||, eivar nuwdpua
otov Z%(R).

(B) Avf:R—C, téte ||f||, =0 av kat puévov av f(x) =0 oxeév
yia kd0e x. X avtiiv Tnv mepintwon, n f aviker otov XZ(R).

Mpdtaon
Av f € Coo(R) kat g € L?(R), téte f € L?(R) ka

fg € Z%(R), pdhiota | fgll, <[If|..llgll,-
AnAadr Coo(R) C L2(R) kat Coo(R).ZL2(R) C .Z%(R).



O xbpoc Z%(R)

Mapotipnon

() Av K C R elvar gpayuévo Sidotnua’ téte

LK) S LK) (6mov LP(K)(p=1,2) elvat o xdpoc Twv
ovvapticewy Tov LP(R) mov undevifovratr ééw amnd to K).

(B) Mevikd ovte o L (R) mepiéyetat otov £?(R) ovte 0 £?(R)
otov L (R).

Mpétaon
Av f,g € L?(R) téte fg € LL(R).

Opiopbg
Av f.g € Z?(R) opifovue (f,g) = [fgdm.

210 oupmépaopa Loxdel yevikétepa dtav o K elval oupmayéc vtoovvolo



O xbpoc Z%(R)

Ocdpnuo (TAnpdTnTar)

Av wia akodovBia (f,) otoxeiowv Tou L?(R) eivar «Baoikij w¢
mpo¢ T ||-||5», av 6nAabif yia kdBe € >0 vmdpyet n, € N ddote
|fn — fmll, < € yta k4B n,m > n,, téte vrdpyet (éxt povadikij)
f € L%(R) @ote ||f — f||, — 0.

Appo

O Xdpog TWV TPLYWVOUETPLKOV ToAVWVILWY (dpa Kat o xdpog
TwV 2M-TEPLOBIKAOV CUVEXWDV ouvaptrioewy) eivat mukvéc
vndxwpog tov L([~7, 7)) we mpog v |||,

To (810 woxvet yra tov (L[, 7)), ||-|l1)-



Y elpéc Fourier ouvaptfioewv kKA&oswe £

Zup..Bo)\ch.oi
1 T
=2 = [ i@am). gl =5 [ l(e)Pdm()

(g.h) = 5 / ghdm, f € 2 ([~m,7]), g, h € L*([~7,7)).

Opwopédc (Xuvtedeotéc Fourier)
Eotw f € LY([~7,7]). Opilovue

T

P = 2 [ feydm= 1 [ (e dm() (ke )

2% - 2n
an(F) = %/_if(t)cos(nt)dm(t), ba(f) = [ F(D)sin(ae)dm(e)

(neN)

t) = i f(k)e** (neN,te[-n,n]).
k=—n



Y elpéc Fourier ouvaptfioewv kKA&oswe £

AMppoe (Bédtiotng péong tetporywvikiic Tpooéyylong)

Eotw f € L?([~x,7]) kat n €N. Tére yia kd.Oe TorywvoueToikd
oAvdvuuo p Babuod o woAd n Loy et

1

>
27:/ F—pPam> / | — Su(F)Pdm
nradi |[f = plly = [If = Sa(F)ll>-

loétnra woxUet av kat uoévov av p==S,.
Eibikétepa av m < n téte  ||[f — Spy(f)|l5 > [|f — Sa(f)|l5.

Mpdtaon
Avyfe22([—ma]), tére So(F) 112 £ sprass
||m—/ 150(F) — F[2dm = 0.
-z

|




Y elpéc Fourier ouvaptfioewv kKA&oswe £

Ocdpnuo (MovadikéTntar)

Av f.g e L2([-n, 7)) kat g(k) = F(k) yia k46 k € Z
(too8Vvapa a,(f) = an(g) kat by(f) = by(g) 1ta kdBe n € N),
tote f(t) = g(t) oxedov yia kdbe t € [-7,7]. 3

Mpdtaon

Av f.g € L*([-r, 7)), téte

[ fe= ¥ HwE®

k=—c

1 4 2 o 2 2
i o [ P= X 1F6)

—=—00

(loétnta Parseval)

3i0080vapa, [f]=[g] otov L2([-m, 7))



Yeipéc Fourier ouvaptfioewv kh&doeswe L2

Oedpnuo (Riemann - Lebesgue)
Av f € LY[-m, 7)), téte

kETw?(k) = kli@w?(k) = 0.

Mpétaon

AV Y ez |cal? < +oo TéTE Udpyer f € L2([—7, 7)) dote F(k) = cx
via kd0e k € Z. Mdhota av sy(t) =Y 7_ . cke® woxbe ént
|f —snll2 — 0.



Tplywvouetpikéc oslpeg kol oslpéc Fourier

Av f € £ kai yia ka0 n € N éxovue —F(—n) = f(n) >0 tée

L ;fe

:Il—‘

sin kt
log k

Katéd ovvémeia n Y dev givoul oelpd Fourier.

|

MpéTaion
Eotw a, > 0,a, — 0 kat a, < %(an_l +ant1) vta kdBe n e N.

Tére vmdpxel f € LY([—m, 7)) pe  F(k) = ay 1a kdbe k€.

Emopévwe, n Yi—» Clgzl;(t elvoll oelpd Fourier kdmolog cuvdptnong

Tov avikel otov L ([~ 1)) (aMa b1 otov L2([—7, 7])).
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