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Kef�laio 1

An�lush Fourier

1.1 Eisagwg 

Ομάδα Α΄

1. ΄Εστω T (x) = λ0 +
∑n
k=1(λk cos kx + µk sin kx) τριγωνομετρικό πολυώνυμο. Δείξτε

ότι:

(α) Αν το T είναι περιττή συνάρτηση, τότε λk = 0 για κάθε k = 0, 1, . . . , n.

(β) Αν το T είναι άρτια συνάρτηση, τότε µk = 0 για κάθε k = 1, . . . , n.

Υπόδειξη. (α) Γνωρίζουμε ότι, για κάθε k = 1, . . . , n,

λk =
1

π

∫ π

−π
T (x) cos kx dx.

Αφού το T είναι περιττή συνάρτηση, έχουμε

1

π

∫ π

−π
T (x) cos kx dx =

1

π

∫ π

−π
T (−y) cos(−ky) dy =

1

π

∫ π

−π
[−T (y) cos ky] dy

= − 1

π

∫ π

−π
T (y) cos ky dy = −λk.

Από την λk = −λk έπεται ότι λk = 0. Για k = 0 γράφουμε

λ0 =
1

2π

∫ π

−π
T (x) dx =

1

2π

∫ π

−π
T (−y) dy

= − 1

2π

∫ π

−π
T (y) dy = −λ0,

άρα, λ0 = 0.
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(β) Γνωρίζουμε ότι, για κάθε k = 1, . . . , n,

µk =
1

π

∫ π

−π
T (x) sin kx dx.

Αφού το T είναι άρτια συνάρτηση, έχουμε

1

π

∫ π

−π
T (x) sin kx dx =

1

π

∫ π

−π
T (−y) sin(−ky) dy =

1

π

∫ π

−π
[T (y)(− sin ky)] dy

= − 1

π

∫ π

−π
T (y) sin ky dy = −µk.

Από την µk = −µk έπεται ότι µk = 0.

2. Δείξτε ότι: για κάθε k ∈ N υπάρχει πολυώνυμο p(t) βαθμού 2k ώστε sin2k x = p(cosx)
για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Με επαγωγή ως προς k. ΄Εχουμε sin2 x = 1 − cos2 x = p1(cosx), όπου

p1(t) = 1− t2, πολυώνυμο βαθμού 2.
Υποθέτουμε ότι υπάρχει πολυώνυμο pk(t) βαθμού 2k ώστε sin2k x = pk(cosx). Τότε,

sin2k+2 x = sin2k x · sin2 x = pk(cosx)p1(cosx).

Παρατηρήστε ότι το πολυώνυμο

pk+1(t) = pk(t)p1(t) = pk(t)(1− t2)

έχει βαθμό 2k + 2 και sin2k+2 x = pk+1(cosx).

3. Αποδείξτε πλήρως την Πρόταση 1.1.6 : οι συναρτήσεις

1, cosx, . . . , cosnx, sinx, . . . , sinnx

είναι ορθογώνιες.

Υπόδειξη. Για κάθε k,m = 1, . . . , n έχουμε

1

π

∫ π

−π
cos kx sinmxdx =

1

2π

∫ π

−π
[sin(k +m)x+ sin(m− k)x] dx = 0

διότι ∫ π

−π
sin sx dx = 0

για κάθε s ∈ Z.
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Αν k 6= m τότε

1

π

∫ π

−π
cos kx cosmxdx =

1

2π

∫ π

−π
[cos(k −m)x+ cos(k +m)x] dx = 0

και
1

π

∫ π

−π
sin kx sinmxdx =

1

2π

∫ π

−π
[cos(k −m)x− cos(k +m)x] dx = 0,

διότι ∫ π

−π
cos sx dx = 0

για κάθε s ∈ Z \ {0}.
Αν k = 0 και m = 1, . . . , n τότε

1

π

∫ π

−π
1 · cosmxdx =

1

π

∫ π

−π
1 · sinmxdx = 0.

4. Ορίζουμε f(x) = π − x αν 0 < x < 2π, f(0) = f(2π) = 0, και επεκτείνουμε την f σε
μια 2π-περιοδική συνάρτηση στο R. Δείξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S[f ](x) = 2

∞∑
k=1

sin kx

k
.

Υπόδειξη. Είναι πιο βολικό να θεωρήσουμε την f στο [−π, π]. ΄Εχουμε f(x) = π − x αν

0 < x < π και f(x) = f(x+ 2π) = −π − x αν −π < x < 0. Παρατηρήστε ότι

f(−x) = −π + x = −(π − x) = −f(x)

για κάθε 0 < x < π, δηλαδή η f είναι περιττή στο [−π, π]. Συνεπώς,

ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx = 0

για κάθε k ∈ N. Ομοίως, a0(f) = 0.
Υπολογίζουμε τους συντελεστές bk(f): αφού η f(x) sin kx είναι άρτια, έχουμε

bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx =

2

π

∫ π

0

(π − x) sin kx dx

=

[
−2

(π − x) cos kx

πk

]π
0

+
2

π

∫ π

0

cos kx

k
dx

=
2π

πk
+

[
2 sin kx

πk2

]π
0

=
2

k
.
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΄Επεται ότι

S[f ](x) = a0(f) +

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) = 2

∞∑
k=1

sin kx

k
.

Ομάδα Β΄

5. ΄Εστω f : [−π, π]→ R Riemann ολοκληρώσιμη συνάρτηση και έστω ε > 0. Δείξτε ότι
υπάρχει συνεχής συνάρτηση g : [−π, π] → R ώστε |g(x)| ≤ ‖f‖∞ για κάθε x ∈ [−π, π]
και ∫ π

−π
|f(x)− g(x)| dx < ε.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Μπορούμε να βρούμε διαμέριση P = {−π = x0 < x1 < · · · <
xN = π} του [−π, π] ώστε U(f, P ) − L(f, P ) < ε. Συμβολίζουμε με f∗ την κλιμακωτή

συνάρτηση που ορίζεται ως εξής:

f∗(x) = sup
xj−1≤y≤xj

f(y), x ∈ [xj−1, xj), 1 ≤ j ≤ N.

Από τον τρόπο ορισμού της f∗ έχουμε |f∗| ≤ ‖f‖∞. Επιπλέον,∫ π

−π
|f∗(x)− f(x)| dx =

∫ π

−π
(f∗(x)− f(x)) dx < ε.

Πράγματι,∫ π

−π
(f∗(x)− f(x)) dx = U(f, P )−

∫ π

−π
f(x) dx ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ε.

Τροποποιούμε τώρα την f∗ ώστε να πάρουμε μια συνεχή και περιοδική συνάρτηση η οποία

να προσεγγίζει κι αυτή την f . Για αρκετά μικρό δ > 0, θέτουμε g(x) = f∗(x) αν η

απόσταση του x από καθένα από τα σημεία x0, . . . , xN είναι ≥ δ. Στην δ-περιοχή του xj
για j = 1, . . . , N − 1, ορίζουμε την g να είναι η γραμμική συνάρτηση που ικανοποιεί τις

g(xj ± δ) = f∗(xj ± δ). Κοντά στο x0 = −π, παίρνουμε την g γραμμική με g(−π) = 0 και

g(−π+δ) = f∗(−π+δ). ΄Ομοια, κοντά στο xN = π, παίρνουμε την g γραμμική με g(π) = 0
και g(π − δ) = f∗(π − δ). Παρατηρήστε ότι η απόλυτη τιμή της g παραμένει φραγμένη από

‖f‖∞. Επιπλέον, η g διαφέρει από την f∗ μόνο στα N + 1 διαστήματα μήκους 2δ ή δ γύρω

από τα x0, . . . , xN . Συνεπώς,∫ π

−π
|f∗(x)− g(x)| dx ≤ 2‖f‖∞N · 2δ.

Αν επιλέξουμε το δ αρκετά μικρό, παίρνουμε∫ π

−π
|f∗(x)− g(x)| dx < ε.
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Η τριγωνική ανισότητα μας δίνει∫ π

−π
|f(x)− g(x)| dx < 2ε.

Σημείωση. Αφού g(−π) = g(π), μπορούμε να επεκτείνουμε την g σε μια συνεχή περιοδική

συνάρτηση σε ολόκληρο το R.

6. ΄Εστω f : [−π, π]→ R Riemann ολοκληρώσιμη συνάρτηση και έστω ε > 0.

(α) Δείξτε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση g : [−π, π]→ R ώστε ‖f − g‖2 < ε.

(β) Δείξτε ότι υπάρχει συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση h : R→ R ώστε ‖f − h‖2 < ε.

(γ) Δείξτε ότι υπάρχει τριγωνομετρικό πολυώνυμο T ώστε ‖f − T‖2 < ε.

Υπόδειξη. (α) Μπορούμε να υποθέσουμε ότι ‖f‖∞ > 0, αλλιώς f ≡ 0 και μπορούμε

να επιλέξουμε g = f . ΄Εστω ε > 0. Από την ΄Ασκηση 5 υπάρχει συνεχής συνάρτηση

g : [−π, π]→ R ώστε |g(x)| ≤ ‖f‖∞ για κάθε x ∈ [−π, π] και∫ π

−π
|f(x)− g(x)| dx < πε2

2‖f‖∞
.

Τότε,

1

π

∫ π

−π
|f(x)− g(x)|2dx ≤ 1

π

∫ π

−π
|f(x)− g(x)|(|f(x)|+ |g(x)|) dx

≤ 2‖f‖∞
π

∫ π

−π
|f(x)− g(x)| dx

≤ 2‖f‖∞
π

πε2

2‖f‖∞
= ε2.

΄Αρα,

‖f − g‖2 =

(
1

π

∫ π

−π
|f(x)− g(x)|2dx

)1/2

< ε.

(β) Στην ΄Ασκηση 5 είδαμε ότι η g του ερωτήματος (α) μπορεί να οριστεί έτσι ώστε να

ικανοποιεί την g(−π) = g(π). Μπορούμε λοιπόν να την επεκτείνουμε σε συνεχή 2π-
περιοδική συνάρτηση h ορισμένη στο R.

(γ) ΄Εστω ε > 0. Από το ερώτημα (β) υπάρχει συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση h :
R → R ώστε ‖f − h‖2 < ε/2. Από το προσεγγιστικό θεώρημα του Weierstrass υπάρχει

τριγωνομετρικό πολυώνυμο T ώστε ‖h− T‖∞ < ε
2
√
2
. ΄Επεται ότι

‖h− T‖2 =

(
1

π

∫ π

−π
|h(x)− T (x)|2dx

)1/2

≤
(

1

π

∫ π

−π
‖h− T‖2∞dx

)1/2

=
√

2‖h− T‖∞ < ε/2.
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Από την τριγωνική ανισότητα,

‖f − T‖2 ≤ ‖f − h‖2 + ‖h− T‖2 < ε/2 + ε/2 = ε.

7. ΄Εστω f : R→ R 2π-περιοδική συνάρτηση, ολοκληρώσιμη στο [−π, π]. Δείξτε ότι

lim
t→0

∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dx = 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από την ΄Ασκηση 6 υπάρχει συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση

g : R→ R ώστε ∫ π

−π
|f(x)− g(x)|2dx < ε2/3.

Τότε, για κάθε t ∈ R,(∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dx

)1/2

≤
(∫ π

−π
|f(x+ t)− g(x+ t)|2dx

)1/2

+

(∫ π

−π
|g(x+ t)− g(x)|2dx

)1/2

+

(∫ π

−π
|g(x)− f(x)|2dx

)1/2

=

(∫ π

−π
|g(x+ t)− g(x)|2dx

)1/2

+2

(∫ π

−π
|g(x)− f(x)|2dx

)1/2

<

(∫ π

−π
|g(x+ t)− g(x)|2dx

)1/2

+
2ε

3
,

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι, λόγω της 2π-περιοδικότητας της f − g,∫ π

−π
|f(x+ t)− g(x+ t)|2dx =

∫ π

−π
|f(x)− g(x)|2dx

για κάθε t ∈ R.

Η g είναι συνεχής και 2π-περιοδική, άρα είναι ομοιόμορφα συνεχής. Υπάρχει λοιπόν

t0 > 0 ώστε: αν |t| < t0 τότε |g(x+ t)− g(x)| < ε
3
√
2π

για κάθε x ∈ R. Τότε, αν |t| < t0
έχουμε (∫ π

−π
|g(x+ t)− g(x)|2dx

)1/2

≤
(∫ π

−π

ε2

9 · 2π
dx

)1/2

=
ε

3
.
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΄Επεται ότι (∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dx

)1/2

< ε

για κάθε |t| < t0. ΄Αρα,

lim
t→0

(∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dx

)1/2

= 0,

δηλαδή το ζητούμενο.

8. Θεωρούμε την συνάρτηση f(x) = (π − x)2 στο [0, 2π] και την επεκτείνουμε σε μια
2π-περιοδική συνάρτηση ορισμένη στο R. Δείξτε ότι

S[f ](x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Χρησιμοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι f(0) = f(2π), άρα η f επεκτείνεται σε συνεχή 2π-περιοδική
συνάρτηση. Είναι πιο βολικό να θεωρήσουμε την f στο [−π, π]. ΄Εχουμε f(x) = (π − x)2

αν 0 < x < π και f(x) = f(x+ 2π) = (−π−x)2 = (π+x)2 αν −π < x < 0. Παρατηρήστε

ότι

f(−x) = (π − x)2 = f(x)

για κάθε 0 < x < π, δηλαδή η f είναι άρτια στο [−π, π]. Συνεπώς,

bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx = 0

για κάθε k ∈ N. Για τον a0(f) γράφουμε

a0(f) =
1

2π

∫ 2π

0

(π − x)2dx =

[
−(π − x)3

6π

]2π
0

=
2π3

6π
=
π2

3
.

Υπολογίζουμε τους συντελεστές ak(f), k ≥ 1: αφού η f(x) cos kx είναι άρτια, έχουμε

ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx =

2

π

∫ π

0

(π − x)2 cos kx dx

=

[
2(π − x)2 sin kx

πk

]π
0

+
2

π

∫ π

0

2(π − x) sin kx

k
dx
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=
4

π

∫ π

0

(π − x) sin kx

k
dx

=

[
−4(π − x) cos kx

πk2

]π
0

− 4

π

∫ π

0

cos kx

k2

=
4π

πk2
=

4

k2
.

΄Επεται ότι

S[f ](x) = a0(f) +

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Αφού

∞∑
k=1

(|ak(f)|+ |bk(f)|) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

1

k2
< +∞,

η σειρά Fourier της f συγκλίνει ομοιόμορφα στην f . Δηλαδή,

f(x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2

για κάθε x ∈ R. Ειδικότερα,

f(0) = π2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

1

k2
,

απ’ όπου παίρνουμε
∞∑
k=1

1

k2
=

1

4

(
π2 − π2

3

)
=
π2

6
.

9. ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιμη 2π-περιοδική συνάρτηση με∫ π

−π
f(x) dx = 0.

Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του Parseval για τις f και f ′ δείξτε ότι∫ π

−π
|f(x)|2dx ≤

∫ π

−π
|f ′(x)|2dx,

με ισότητα αν και μόνο αν f(x) = a cosx+ b sinx για κάποιους a, b ∈ R.
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Υπόδειξη. Με ολοκλήρωση κατά μέρη βλέπουμε ότι

ak(f ′) =
1

π

∫ π

−π
f ′(x) cos kx dx =

[
f(x) cos kx

π

]π
−π

+
1

π

∫ π

−π
f(x)k sin kx dx

= kbk(f)

αν k ≥ 1, ενώ

a0(f ′) =
1

2π

∫ π

−π
f ′(x) dx =

1

2π
(f(π)− f(−π)) = 0,

διότι η f είναι 2π-περιοδική. ΄Ομοια, για κάθε k ≥ 1,

bk(f ′) =
1

π

∫ π

−π
f ′(x) sin kx dx =

[
f(x) sin kx

π

]π
−π
− 1

π

∫ π

−π
f(x)k cos kx dx

= −kak(f).

Από την ταυτότητα του Parseval έχουμε

1

π

∫ π

−π
|f(x)|2dx = |a0(f)|2 +

∞∑
k=1

(|ak(f)|2 + |bk(f)|2) =

∞∑
k=1

(|ak(f)|2 + |bk(f)|2),

διότι a0(f) = 0 λόγω της υπόθεσης ότι
∫ π
−π f(x) dx = 0. Ομοίως, για την f ′ έχουμε

1

π

∫ π

−π
|f ′(x)|2dx =

∞∑
k=1

(|ak(f ′)|2 + |bk(f ′)|2) =

∞∑
k=1

k2(|ak(f)|2 + |bk(f)|2).

Για κάθε k ≥ 1 έχουμε

(∗) |ak(f)|2 + |bk(f)|2 ≤ k2(|ak(f)|2 + |bk(f)|2),

όπότε, προσθέτοντας κατά μέλη, παίρνουμε την∫ π

−π
|f(x)|2dx ≤

∫ π

−π
|f ′(x)|2dx.

Ισότητα μπορεί να ισχύει αν και μόνο αν έχουμε ισότητα στην (∗) για κάθε k ≥ 1. Αυτό

όμως συμβαίνει αν και μόνο αν ak(f) = bk(f) = 0 για κάθε k ≥ 2 (εξηγήστε γιατί).

Ισοδύναμα (εξηγήστε γιατί) αν

f(x) = a1(f) cosx+ b1(f) sinx

για κάθε x ∈ R, δηλαδή αν υπάρχουν a, b ∈ R ώστε f(x) = a cosx+ b sinx.
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Ομάδα Γ΄

10. (α) Για κάθε k ∈ N θέτουμε

Ak(x) =

k∑
j=1

sin jx.

Δείξτε ότι: αν k > m τότε

|Ak(x)−Am(x)| ≤ 1

| sin(x/2)|

για κάθε 0 < x < π.

(β) Αν λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0, δείξτε ότι∣∣∣∣∣∣
k∑

j=m+1

λj sin jx

∣∣∣∣∣∣ ≤ λm+1

| sin(x/2)|

για κάθε n ≥ k > m ≥ 1 και για κάθε 0 < x < π.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω k > m. Γράφουμε

Ak(x)−Am(x) =

k∑
j=m+1

sin(jx) =
1

sin(x/2)

k∑
j=m+1

sin(x/2) sin(jx)

=
1

2 sin(x/2)

k∑
j=m+1

[
cos
(
j − 1

2

)
x− cos

(
j +

1

2

)
x

]

=
1

2 sin(x/2)

[
cos
(
m+

1

2

)
x− cos

(
k +

1

2

)
x

]
.

Από την | cos t| ≤ 1 έπεται ότι

|Ak(x)−Am(x)| ≤ 2

2| sin(x/2)|
=

1

| sin(x/2)|
.

(β) Χρησιμοποιούμε άθροιση κατά μέρη: είναι

k∑
j=m+1

λj sin(jx) =

k∑
j=m+1

λj(Aj(x)−Aj−1(x))

= λkAk(x)− λm+1Am(x) +

k−1∑
j=m+1

(λj − λj+1)Aj(x)

= λk(Ak(x)−Am(x)) +

k−1∑
j=m+1

(λj − λj+1)(Aj(x)−Am(x)),
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διότι

λm+1Am(x) =

λk +

k−1∑
j=m+1

(λj − λj+1)

Am(x).

Τότε, χρησιμοποιώντας το (α) παίρνουμε∣∣∣∣∣∣
k∑

j=m+1

λj sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ ≤ λk|Ak(x)−Am(x)|+
k−1∑

j=m+1

(λj − λj+1)|Aj(x)−Am(x)|

≤ 1

| sin(x/2)|

λk +

k−1∑
j=m+1

(λj − λj+1)


=

λm+1

| sin(x/2)|
.

11. ΄Εστω n ∈ N και M > 0. Αν λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 και kλk ≤ M για κάθε

k = 1, . . . , n, δείξτε ότι ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

λk sin kx

∣∣∣∣∣ ≤ (π + 1)M

για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι 0 < x < π διότι η συνάρτηση
∑n
k=1 λk sin kx

είναι περιττή. Γράφουμε

n∑
k=1

λk sin kx =

m∑
k=1

λk sin kx+

n∑
k=m+1

λk sin kx,

όπου m = min{n, bπ/xc}. Για το πρώτο άθροισμα έχουμε

0 ≤
m∑
k=1

λk sin(kx) ≤
m∑
k=1

M sin kx

k
≤

m∑
k=1

Mkx

k
= Mmx ≤Mπ,

διότι m = bπ/xc ≤ π/x. Για το δεύτερο άθροισμα χρησιμοποιούμε την ΄Ασκηση 10(β):

είναι ∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

λk sin kx

∣∣∣∣∣ ≤ λm+1

sin(x/2)
≤ M

(m+ 1) sin(x/2)
≤M,

διότι m+ 1 > π/x, άρα

(m+ 1) sin(x/2) ≥ π

x

2x

2π
= 1
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από την sin y ≥ 2y
π , 0 ≤ y ≤ π/2.

12. ΄Εστω 0 < α ≤ 1 και έστω f : R → R μια 2π-περιοδική συνάρτηση. Υποθέτουμε ότι
υπάρχει M > 0 ώστε

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|α

για κάθε x, y ∈ R. Δείξτε ότι: υπάρχει σταθερά C > 0 ώστε, για κάθε k ∈ N,

|ak(f)| ≤ C

kα
και |bk(f)| ≤ C

kα
.

Υπόδειξη. ΄Εστω k ∈ N. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x+ π/k, έχουμε

ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(kx) dx =

1

π

∫ π+π/k

−π+π/k
f(y − π/k) cos(ky − π) dy

= − 1

π

∫ π+π/k

−π+π/k
f(x− π/k) cos(kx) dx = − 1

π

∫ π

−π
f(x− π/k) cos(kx) dx,

λόγω της 2π-περιοδικότητας της f . Τότε, μπορούμε να γράψουμε

ak(f) =
1

2π

∫ π

−π
[f(x)− f(x− π/k)] cos(kx) dx,

και χρησιμοποιώντας την υπόθεση παίρνουμε

|ak(f)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(x)− f(x− π/k)| | cos(kx)| dx ≤ 1

2π

∫ π

−π
M |π/k|αdx =

C

kα
,

όπου C = Mπα. Με τον ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι |bk(f)| ≤ C/kα.

1.2 Seirèc Fourier

Ομάδα Α΄

1. (α) Δείξτε ότι το σύνολο {eikx : k ∈ Z} είναι C-γραμμικώς ανεξάρτητο.
(β) Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί 0 < λ1 < λ2 < · · · < λn. Δείξτε ότι οι συναρτήσεις

eiλ1x, eiλ2x, . . . , eiλnx

είναι C-γραμμικώς ανεξάρτητες. Χρειάζεται η υπόθεση ότι όλοι οι λj είναι θετικοί;

Υπόδειξη. (α) Θεωρούμε k1 < k2 < · · · < kn ∈ Z και υποθέτουμε ότι για κάποιους

t1, . . . , tn ∈ C ισχύει

t1e
ik1x + · · ·+ tne

iknx ≡ 0.
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Τότε, για κάθε s = 1, . . . , n έχουμε

0 =

∫ π

−π
e−iksx

 n∑
j=1

tje
ikjx

 dx =

n∑
j=1

tj

∫ π

−π
ei(kj−ks)xdx

= 2πts,

διότι
∫ π
−π e

i(kj−ks)xdx = 0 αν j 6= s και 2π αν j = s. ΄Επεται ότι t1 = · · · = tn = 0. Αυτό

δείχνει ότι το σύνολο {eikx : k ∈ Z} είναι C-γραμμικώς ανεξάρτητο.

(β) Χρησιμοποιούμε μόνο το γεγονός ότι οι λ1, . . . , λn είναι διακεκριμένοι. Υποθέτουμε

ότι για κάποιους t1, . . . , tn ισχύει

t1e
iλ1x + t2e

iλ2x + · · ·+ tne
iλnx ≡ 0.

Παραγωγίζοντας n− 1 φορές ως προς x και θέτοντας x = 0 παίρνουμε το σύστημα

t1 + t2 + · · ·+ tn = 0

λ1t1 + λ2t2 + · · ·+ λntn = 0

λ21t1 + λ22t2 + · · ·+ λ2ntn = 0

· · · · · ·
λn−11 t1 + λn−12 t2 + · · ·+ λn−1n tn = 0.

Η ορίζουσα του συστήματος είναι μη μηδενική (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς, t1 = t2 = · · · =
tn = 0.

2. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική και ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό διάστημα.
Δείξτε ότι: για κάθε a < b στο R,∫ b

a

f(x) dx =

∫ b+2π

a+2π

f(x) dx =

∫ b−2π

a−2π
f(x) dx,

και ∫ π

−π
f(x+ a) dx =

∫ π

−π
f(x) dx =

∫ π+a

−π+a
f(x) dx.

Υπόδειξη. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x+ 2π παίρνουμε∫ b

a

f(x) dx =

∫ b+2π

a+2π

f(y − 2π) dy =

∫ b+2π

a+2π

f(y) dy =

∫ b+2π

a+2π

f(x) dx,

διότι f(y−2π) = f(y) για κάθε y ∈ R. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x−2π παίρνουμε∫ b

a

f(x) dx =

∫ b−2π

a−2π
f(y + 2π) dy =

∫ b−2π

a−2π
f(y) dy =

∫ b−2π

a−2π
f(x) dx,
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διότι f(y + 2π) = f(y) για κάθε y ∈ R.

Κάνοντας την αντικατάσταση y = x+ a παίρνουμε∫ π

−π
f(x+ a) dx =

∫ π+a

−π+a
f(y) dy =

∫ π

−π
f(y) dy =

∫ π

−π
f(x) dx,

διότι ∫ −π+a
−π

f(y) dy =

∫ π+a

π

f(y) dy

από την 2π-περιοδικότητα της f , άρα∫ π+a

−π+a
f(y) dy =

∫ π

−π+a
f(y) dy +

∫ π+a

π

f(y) dy

=

∫ π

−π+a
f(y) dy +

∫ π+a

−π
f(y) dy

=

∫ π

−π
f(y) dy.

3. ΄Εστω f : R → C μια 2π-περιοδική συνάρτηση, Riemann ολοκληρώσιμη στο [−π, π].
Δείξτε ότι:

(α) Αν η f είναι άρτια, τότε f̂(−k) = f̂(k) για κάθε k ∈ Z και η S[f ] είναι σειρά συνημιτόν-
ων.

(β) Αν η f είναι περιττή, τότε f̂(−k) = −f̂(k) για κάθε k ∈ Z και η S[f ] είναι σειρά
ημιτόνων.

(γ) Αν f(x+ π) = f(x) για κάθε x ∈ R τότε f̂(k) = 0 για κάθε περιττό ακέραιο k.

(δ) Αν η f παίρνει πραγματικές τιμές τότε f̂(k) = f̂(−k) για κάθε k ∈ Z. Αν, επιπλέον,
υποθέσουμε ότι η f είναι συνεχής, τότε ισχύει και το αντίστροφο.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω k ∈ Z. Κάνοντας την αντικατάσταση y = −x παίρνουμε

f̂(−k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−i(−k)xdx =

1

2π

∫ π

−π
f(−y)e−ikydy

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)e−ikydy = f̂(k).

(β) ΄Εστω k ∈ Z. Κάνοντας την αντικατάσταση y = −x παίρνουμε

f̂(−k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−i(−k)xdx =

1

2π

∫ π

−π
f(−y)e−ikydy

=
1

2π

∫ π

−π
(−f(y))e−ikydy = −f̂(k).
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(γ) ΄Εστω k περιττός ακέραιος. Γράφουμε

2πf̂(k) =

∫ 0

−π
f(x)e−ikxdx+

∫ π

0

f(x)e−ikxdx

=

∫ π

0

f(y − π)e−ik(y−π)dy +

∫ π

0

f(x)e−ikxdx

= eikπ
∫ π

0

f(y)e−ikydy +

∫ π

0

f(x)e−ikxdx

= −
∫ π

0

f(x)e−ikxdx+

∫ π

0

f(x)e−ikxdx

= 0,

διότι f(y − π) = f(y) για κάθε y ∈ R από την υπόθεση, και eikπ = −1 αφού ο k είναι

περιττός.

(δ) ΄Εστω k ∈ Z. Γράφουμε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx =

1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)eikxdx =

1

2π

∫ π

−π
f(x)e−i(−k)xdx

= f̂(−k).

Αντίστροφα, αν υποθέσουμε ότι η f είναι συνεχής και f̂(k) = f̂(−k) για κάθε k ∈ Z, τότε
από την

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx =

1

2π

∫ π

−π
f(x)eikxdx = f̂(−k) = f̂(k)

βλέπουμε ότι η συνεχής συνάρτηση g = f − f έχει συντελεστές Fourier

ĝ(k) = f̂(k)− f̂(k) = f̂(k)− f̂(k) = 0,

συνεπώς g ≡ 0. ΄Επεται ότι f = f , άρα f(x) ∈ R για κάθε x ∈ R.

4. ΄Εστω f : R → R μια 2π-περιοδική συνάρτηση, Riemann ολοκληρώσιμη στο [−π, π].
Για κάθε a ∈ R ορίζουμε

τa(x) = f(x− a).

Περιγράψτε το γράφημα της τa σε σχέση με αυτό της f . Είναι η τa περιοδική; Εκφράστε
τους συντελεστές Fourier της τa συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .
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Υπόδειξη. Το γράφημα της τa είναι μεταφορά του γραφήματος της f κατά a. Το σημείο

(x, f(x)) μεταφέρεται στο (x+ a, τa(x+ a)) = (x+ a, f(x)). ΄Εχουμε

τa(x+ 2π) = f(x− a+ 2π) = f(x− a) = τa(x)

για κάθε x ∈ R, άρα η τa είναι 2π-περιοδική. Τέλος,

τ̂a(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− a)e−ikxdx = e−ika

1

2π

∫ π

−π
f(x− a)e−ik(x−a)dx

= e−ika
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx = e−ikaf̂(k).

5. ΄Εστω f : R → R μια 2π-περιοδική συνάρτηση, Riemann ολοκληρώσιμη στο [−π, π].
Για κάθε m ∈ N ορίζουμε

gm(x) = f(mx).

Περιγράψτε το γράφημα της gm σε σχέση με αυτό της f . Είναι η gm περιοδική; Εκφράστε
τους συντελεστές Fourier της gm συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .

Υπόδειξη. Η gm έχει περίοδο 2π/m (άρα και 2π) και το γράφημά της είναι το γράφημα

της f συμπιεσμένο: σε ένα διάστημα μήκους 2π «επαναλαμβάνεται» m-φορές. Αν m | k,
χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η f(y)e−iky/m είναι 2π-περιοδική, γράφουμε

ĝm(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(mx)e−ikxdx =

1

2πm

∫ πm

−πm
f(y)e−iky/mdy

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)e−i(k/m)ydy = f̂(k/m).

Αν ο m δεν διαιρεί τον k, τότε χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η f(my)e−iky είναι 2π-
περιοδική γράφουμε

ĝm(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(mx)e−ikxdx =

1

2π

∫ π−2π/m

−π−2π/m
f(my + 2π)e−ik(y+2π/m)dy

= e−i2kπ/m
1

2π

∫ π−2π/m

−π−2π/m
f(my)e−ikydy

= e−i2kπ/m
1

2π

∫ π

−π
f(my)e−ikydy

= e−i2kπ/mĝm(k).

Αφού ο m δεν διαιρεί τον k, έχουμε e−i2kπ/m 6= 1, άρα ĝm(k) = 0.
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6. Θεωρούμε την περιττή 2π-περιοδική συνάρτηση f : R → R που στο [0, π] ορίζεται από
την

f(x) = x(π − x).

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και
δείξτε ότι

f(x) =
8

π

∞∑
k=0

sin[(2k + 1)x]

(2k + 1)3
.

Υπόδειξη. Αφού η f είναι περιττή, έχουμε f̂(0) = 0. Για k 6= 0 γράφουμε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx =

−i
π

∫ π

0

x(π − x) sin(kx) dx

=
−i
π

[
−πx cos(kx)

k
+
π sin(kx)

k2

]π
0

+
i

π

∫ π

0

x2 sin(kx) dx

= i
(−1)kπ

k
− i

π

[
x2 cos(kx)

k

]π
0

+
2i

πk

∫ π

0

x cos(kx) dx

= i
(−1)kπ

k
− i (−1)kπ

k
+

2i

πk

[
x sin(kx)

k
+

cos(kx)

k2

]π
0

=
2i[(−1)k − 1]

πk3
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

∑
k 6=0

2i[(−1)k − 1]

πk3
eikx =

∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]

πk3
eikx −

∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]

πk3
e−ikx

=

∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]

πk3
(eikx − e−ikx)

=

∞∑
k=0

8

π(2k + 1)3
sin((2k + 1)x),

διότι (−1)k − 1 = 0 αν ο k είναι άρτιος, και

2i[(−1)k − 1](ei(2k+1)x − e−i(2k+1)x) = −4i(2i sin((2k + 1)x)) = 8 sin((2k + 1)x).

7. ΄Εστω 0 < δ < π. Θεωρούμε την συνάρτηση f : [−π, π]→ R με

f(x) =

{
1− |x|δ αν |x| ≤ δ
0 αν δ ≤ |x| ≤ π
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Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f και δείξτε ότι

f(x) =
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1− cos kδ

k2πδ
cos kx.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) dx =

1

π

∫ δ

0

(
1− x

δ

)
dx =

δ

2π
.

Για k 6= 0 γράφουμε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx =

1

2π

∫ δ

−δ

(
1− |x|

δ

)
e−ikxdx

=
1

2π

∫ δ

−δ

(
1− |x|

δ

)
cos(kx) dx =

1

π

∫ δ

0

(
1− x

δ

)
cos(kx) dx

=
1

π

[
sin(kx)

k
− x sin(kx)

δk
− cos(kx)

δk2

]δ
0

=
sin(kδ)

πk
− δ sin(kδ)

πδk
+

1− cos(kδ)

πδk2

=
1− cos(kδ)

πδk2
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

S[f ](x) =
δ

2π
+
∑
k 6=0

1− cos(kδ)

πδk2
eikx =

δ

2π
+

∞∑
k=1

1− cos(kδ)

πδk2
(eikx + e−ikx)

=
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1− cos(kδ)

πδk2
cos(kx).

Αφού

∞∑
k=−∞

|f̂(k)| = δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1− cos(kδ)

πδk2
< +∞,

έχουμε f(x) = S[f ](x) για κάθε x ∈ R.

8. Θεωρούμε την 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [−π, π] ορίζεται από την

f(x) = |x|.
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Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και

δείξτε ότι f̂(0) = π/2 και

f̂(k) =
−1 + (−1)k

πk2
, k 6= 0.

Γράψτε τη σειρά Fourier S[f ] της f σαν σειρά συνημιτόνων και ημιτόνων. Θέτοντας x = 0
δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
και

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
|x| dx =

1

π

∫ π

0

xdx =
π

2
.

Για k 6= 0 γράφουμε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx =

1

2π

∫ π

−π
|x|e−ikxdx

=
1

2π

∫ π

−π
|x| cos(kx) dx =

1

π

∫ π

0

x cos(kx) dx

=
1

π

[
x sin(kx)

k
+

cos(kx)

k2

]π
0

=
(−1)k − 1

πk2
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

π

2
+
∑
k 6=0

(−1)k − 1

πk2
eikx =

π

2
+

∞∑
k=1

(−1)k − 1

πk2
(eikx + e−ikx)

=
π

2
+

∞∑
k=1

2[(−1)k − 1]

πk2
cos(kx)

=
π

2
− 4

∞∑
k=0

1

π(2k + 1)2
cos((2k + 1)x).

Αφού

∞∑
k=−∞

|f̂(k)| = π

2
+ 2

∞∑
k=0

2

π(2k + 1)2
< +∞,
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έχουμε f(x) = S[f ](x) για κάθε x ∈ R. Ειδκότερα,

0 = f(0) =
π

2
− 4

∞∑
k=0

1

π(2k + 1)2
,

δηλαδή
∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
.

Τότε,
∞∑
k=1

1

k2
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
+

∞∑
k=1

1

(2k)2
=
π2

8
+

1

4

∞∑
k=1

1

k2
,

απ’ όπου έπεται ότι
∞∑
k=1

1

k2
=

4

3

π2

8
=
π2

6
.

Ομάδα Β΄

9. ΄Εστω [a, b] κλειστό διάστημα που περιέχεται στο εσωτερικό του [−π, π]. Θεωρούμε

την f(x) = χ[a,b](x) που ορίζεται στο [−π, π] από τις f(x) = 1 αν x ∈ [a, b] και f(x) = 0
αλλιώς, και την επεκτείνουμε 2π-περιοδικά στο R. Δείξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S[f ](x) =
b− a
2π

+
∑
k 6=0

e−ika − e−ikb

2πik
eikx.

Δείξτε ότι η S[f ] δε συγκλίνει απολύτως για κανένα x ∈ R. Βρείτε τα x ∈ R για τα οποία

η S[f ](x) συγκλίνει.

Υπόδειξη. ΄Εχουμε

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) dx =

1

2π

∫ b

a

1 dx =
b− a
2π

.

Για κάθε k ∈ Z, k 6= 0 γράφουμε:

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikx dx =

1

2π

∫ b

a

e−ikx dx =
e−ika − e−ikb

2πik
.

Επομένως, η σειρά Fourier της f είναι η

S[f ](x) =
b− a
2π

+
∑
k 6=0

e−ika − e−ikb

2πik
eikx.
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Δείχνουμε πρώτα ότι η σειρά συγκλίνει για κάθε x ∈ [−π, π]. Αν x = a τότε η σειρά

γράφεται

S[f ](a) =
b− a
2π

+
∑
k 6=0

eikθ

2πik
,

με θ = a−b ∈ (−2π, 0). Η τελευταία όμως συγκλίνει από το κριτήριο του Dirichlet. ΄Ομοια,

αν x = b. Αν x ∈ [−π, π]\{a, b} τότε προκύπτουν δυο σειρές της παραπάνω μορφής, οπότε

το συμπέρασμα πάλι έπεται από το κριτήριο του Dirichlet.

Από την άλλη μεριά η σειρά δε συγκλίνει απολύτως για καμιά τιμή του x. Γι’ αυτό, αρκεί

να δείξουμε ότι η σειρά

∞∑
k=1

|e−ika − e−ikb|
2πk

=

∞∑
k=1

| sin(k(a− b)/2)|
πk

αποκλίνει. Θέτουμε θ = b−a
2 ∈ (0, π), οπότε θέλουμε να δείξουμε ότι η σειρά

∞∑
k=1

| sin(kθ)|
k

, θ ∈ (0, π).

Για κάθε n ∈ N γράφουμε:

n∑
k=1

| sin(kθ)|
k

≥
n∑
k=1

sin2(kθ)

k
=

n∑
k=1

1

2k
− 1

2

n∑
k=1

cos(2θk)

k

n→∞−→ +∞,

που αποδεικνύει το ζητούμενο.

10. ΄Εστω f : R → C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ανήκει στην κλάση Cm (είναι
m-φορές παραγωγίσιμη και η f (m)

είναι συνεχής). Δείξτε ότι υπάρχει σταθερά C(f) > 0
ώστε

|f̂(k)| ≤ C(f)

|k|m

για κάθε k ∈ Z \ {0}.

Υπόδειξη. Γνωρίζουμε ότι αν η g : T→ C είναι συνεχώς παραγωγίσιμη, τότε

ĝ′(k) = ikĝ(k), k ∈ Z.

Εφαρμόζοντας το παραπάνω για τις f, f ′, . . . , f (m−1), βλέπουμε ότι

f̂ (m)(k) = ikf̂ (m−1)(k) = · · · (ik)mf̂(k).

Συνεπώς,

|k|m|f̂(k)| = |f̂ (m)(k)| ≤ ‖f (m)‖∞
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για κάθε k ∈ Z.

11. ΄Εστω f, fn (n ∈ N) συναρτήσεις 2π-περιοδικές, ολοκληρώσιμες στο [−π, π], οι οποίες
ικανοποιούν την

lim
n→∞

∫ π

−π
|f(x)− fn(x)| dx = 0.

Δείξτε ότι

f̂n(k)→ f̂(k) όταν n→∞,

ομοιόμορφα ως προς k. Δηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0 και
για κάθε k ∈ Z,

|f̂n(k)− f̂(k)| < ε.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από την υπόθεση, υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0,

1

2π

∫ π

−π
|fn(x)− f(x)| dx < ε.

Τότε, για κάθε n ≥ n0 και για κάθε k ∈ Z,

|f̂n(k)− f̂(k)| =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
fn(x)e−ikxdx− 1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
(fn(x)− f(x))e−ikxdx

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ π

−π
|fn(x)− f(x)| |e−ikx| dx

=
1

2π

∫ π

−π
|fn(x)− f(x)| dx < ε.

12. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική και ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό διάστη-
μα. Υποθέτουμε ότι, για κάποιο x ∈ R υπάρχουν τα πλευρικά όρια

f(x−) := lim
t→x−

f(t) και f(x+) := lim
t→x+

f(t).

Δείξτε ότι η σειρά Fourier S[f ] της f είναι Cesàro αθροίσιμη στο σημείο x: πιο συγ-
κεκριμένα,

lim
n→∞

σn(f)(x) = lim
n→∞

(f ∗ Fn)(x) =
f(x−) + f(x+)

2
.

Για την απόδειξη τροποποιήστε την απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.4.
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Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε: αν 0 < y < δ τότε |f(x− y)− f(x−)| < ε/2
και αν −δ < y < 0 τότε |f(x− y)− f(x+)| < ε/2. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η Fn
είναι άρτια, μη αρνητική συνάρτηση με μέση τιμή 1, γράφουμε

(f ∗ Fn)(x)− f(x+) + f(x−)

2
=

1

2π

∫ π

−π
Fn(y)f(x− y) dy − f(x+) + f(x−)

2

=
1

2π

∫ 0

−π
Fn(y)[f(x− y)− f(x+)] dy

+
1

2π

∫ π

0

Fn(y) [f(x− y)− f(x−)] dy.

Για τον πρώτο όρο, έχουμε∣∣∣∣ 1

2π

∫ 0

−π
Fn(y)[f(x− y)− f(x+)] dy

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 0

−δ
Fn(y) |f(x− y)− f(x+)| dy

+
1

2π

∫ −δ
−π

Fn(y) |f(x− y)− f(x+)| dy.

Παρατηρούμε ότι: αν −δ < y < 0 τότε |f(x− y)− f(x+)| < ε/2. Συνεπώς,

1

2π

∫ 0

−δ
Fn(y) |f(x− y)− f(x+)| dy ≤ ε

4π

∫ 0

−δ
Fn(y) dy

≤ ε

4π

∫ π

−π
Fn(y) dy =

ε

2
.

Από την άλλη πλευρά,

1

2π

∫ −δ
−π

Fn(y) |f(x− y)− f(x+)| dy ≤ 1

2π

∫ −δ
−π

Fn(y) (|f(x− y)|+ |f(x+)| dy

≤ 2‖f‖∞
2π

∫ −δ
−π

Fn(y) dy → 0

καθώς το n→∞ (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς, υπάρχει n0 ∈ N ώστε, για κάθε n ≥ n0,

1

2π

∫ −δ
−π

Fn(y) |f(x− y)− f(x+)| dy < ε

2
.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, βλέπουμε ότι

1

2π

∫ 0

−π
Fn(y)[f(x− y)− f(x+)] dy → 0
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καθώς το n→∞. Με τον ίδιο τρόπο συμπεραίνουμε ότι

1

2π

∫ π

0

Fn(y)[f(x− y)− f(x−)] dy → 0

καθώς το n→∞. Προσθέτοντας, παίρνουμε το ζητούμενο.

13. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική και ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό διάστη-
μα. Υποθέτουμε ότι, για κάποιο x ∈ R υπάρχουν τα πλευρικά όρια

f(x−) := lim
t→x−

f(t) και f(x+) := lim
t→x+

f(t).

Δείξτε ότι η σειρά Fourier S[f ] της f είναι Abel αθροίσιμη στο σημείο x: πιο συγκεκριμένα,

lim
r→1−

Ar(f)(x) = lim
r→1−

(f ∗ Pr)(x) =
f(x−) + f(x+)

2
.

Για την απόδειξη τροποποιήστε την απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.4 και χρησιμοποιήστε το
γεγονός ότι

1

2π

∫ 0

−π
Pr(x) dx =

1

2π

∫ π

0

Pr(x) dx.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε: αν 0 < y < δ τότε |f(x− y)− f(x−)| < ε/2
και αν −δ < y < 0 τότε |f(x− y)− f(x+)| < ε/2. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η Pr
είναι άρτια, μη αρνητική συνάρτηση με μέση τιμή 1, γράφουμε

(f ∗ Pr)(x)− f(x+) + f(x−)

2
=

1

2π

∫ π

−π
Pr(y)f(x− y) dy − f(x+) + f(x−)

2

=
1

2π

∫ 0

−π
Pr(y)[f(x− y)− f(x+)] dy

+
1

2π

∫ π

0

Pr(y)[f(x− y)− f(x−)] dy.

Για τον πρώτο όρο, έχουμε∣∣∣∣ 1

2π

∫ 0

−π
Pr(y)[f(x− y)− f(x+)] dy

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 0

−δ
Pr(y) |f(x− y)− f(x+)| dy

+
1

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) |f(x− y)− f(x+)| dy.

Παρατηρούμε ότι: αν −δ < y < 0 τότε |f(x− y)− f(x+)| < ε/2. Συνεπώς,

1

2π

∫ 0

−δ
Pr(y) |f(x− y)− f(x+)| dy ≤ ε

4π

∫ 0

−δ
Pr(y) dy

≤ ε

4π

∫ π

−π
Pr(y) dy =

ε

2
.
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Από την άλλη πλευρά,

1

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) |f(x− y)− f(x+)| dy ≤ 1

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) (|f(x− y)|+ |f(x+)| dy

≤ 2‖f‖∞
2π

∫ −δ
−π

Pr(y) dy → 0

καθώς το r → 1− (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς, υπάρχει r0 ∈ (0, 1) ώστε, για κάθε r0 ≤
r < 1,

1

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) |f(x− y)− f(x+)| dy < ε

2
.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, βλέπουμε ότι

1

2π

∫ 0

−π
Pr(y)[f(x− y)− f(x+)] dy → 0

καθώς το r → 1−. Με τον ίδιο τρόπο συμπεραίνουμε ότι

1

2π

∫ π

0

Pr(y)[f(x− y)− f(x−)] dy → 0

καθώς το r → 1−. Προσθέτοντας, παίρνουμε το ζητούμενο.

Ομάδα Γ΄

14. (α) ΄Εστω {qk : k ∈ N} μια αρίθμηση των ρητών του (0, 1). Δείξτε ότι η συνάρτηση
F : [0, 1]→ R με

F (x) =

∞∑
k=1

1

k2
χ[0,+∞)(x− qk)

είναι Riemann ολοκληρώσιμη και ασυνεχής σε κάθε qk (δηλαδή, ασυνεχής σε ένα πυκνό
υποσύνολο του [0, 1]).

(β) ΄Εστω {qk : k ∈ N} μια αρίθμηση των ρητών του (0, 1). Ορίζουμε g(x) = sin 1
x αν

x 6= 0 και g(0) = 0. Δείξτε ότι η συνάρτηση G : [0, 1]→ R με

G(x) =

∞∑
k=1

1

3k
g(x− qk)

είναι Riemann ολοκληρώσιμη, ασυνεχής σε κάθε qk και δεν είναι μονότονη σε κανένα
υποδιάστημα του [0, 1].

Υπόδειξη. (α) Θεωρούμε τις συναρτήσεις fk(x) = k−2χ[0,∞)(x − qk). Παρατηρούμε ότι

κάθε fk είναι Riemann ολοκληρώσιμη και επειδή η
∑∞
k=1 fk συγκλίνει ομοιόμορφα έπεται
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ότι η F είναι Riemann ολοκληρώσιμη. ΄Ενας άλλος τρόπος να το δούμε αυτό είναι ο εξής:

Αν x ∈ [0, 1] ορίζουμε Ix = {k ∈ N : qk ≤ x}. Παρατηρήστε ότι αν x < y τότε Ix ⊂ Iy,
οπότε

F (x) =
∑
k∈Ix

1

k2
<
∑
k∈Iy

1

k2
= F (y)

που αποδεικνύει ότι η F είναι γνησίως αύξουσα, άρα η F είναι Riemann ολοκληρώσιμη.

Τώρα δείχνουμε ότι η F είναι ασυνεχής σε κάθε qk. ΄Εστω k ∈ N. Αν x < qk ≤ y, τότε
k ∈ Iy \ Ix, άρα

F (y)− F (x) =
∑

j∈Iy\Ix

1

j2
>

1

k2
.

Αυτό δείχνει ότι η F παρουσιάζει άλμα ασυνέχειας στο qk. Ειδικότερα, μπορούμε αν

δείξουμε ότι F (qk) − F (qk−) = 1/k2. Για να το δείτε αυτό παρατηρήστε ότι για κάθε

N ∈ N με N > k υπάρχει δ = δN,k > 0 ώστε (qk − δ, qk) ∩ {qn : n ≥ 1} ⊂ {qj : j > N}.
Τότε, για qk − δ < x < qk παίρνουμε:

1

k2
< F (qk)− F (x) =

∑
j:x<qj≤qk

1

j2
≤ 1

k2
+

∞∑
j=N+1

1

j2
<

1

k2
+

1

N
.

Κάθως, το N μπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα μεγάλο έχουμε το ζητούμενο.

(β) Θέτουμε gk(x) = g(x− qk). Γνωρίζουμε ότι η g είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε διάστημα

που περιέχει το 0 από το κριτήριο του Riemann. Από το κριτήριο του Weierstrass έπεται ότι

η σειρά
∑∞
k=1 3−kgk ορίζει Riemann ολοκληρώσιμη συνάρτηση. ΄Εστω k ∈ N, θα δείξουμε

ότι η G είναι ασυνεχής στο qk. Από την ανισότητα | sinu− sin v| ≤ |u− v| προκύπτει ότι

|g(x)− g(y)| ≤ min

{
2,
|x− y|
|xy|

}
για x, y 6= 0. ΄Εστω 0 < δ < min{|qj − qk| : 1 ≤ j < k}. Τότε, για qk − δ < x < qk < y <
qk + δ παίρνουμε:

|G(x)−G(y)| =

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

1

3j
(g(x− qj)− g(y − qj)) +

∞∑
j=k+1

1

3j
(g(x− qj)− g(y − qj))

∣∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

1

3j
(g(x− qj)− g(y − qj))

∣∣∣∣∣∣−
∞∑

j=k+1

2

3j

=

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

1

3j
(g(x− qj)− g(y − qj))

∣∣∣∣∣∣− 1

3k
.
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΄Εστω 0 < t < δ (το οποίο θα καθοριστεί στη συνέχεια) και θεωρούμε y = qk + t και

x = qk − t. Τότε μπορούμε να γράψουμε:

|G(x)−G(y)| ≥

∣∣∣∣∣∣
k−1∑
j=1

3−j (g(x− qj)− g(y − qj))−
2

3k
sin

1

t

∣∣∣∣∣∣− 1

3k
.

Επίσης, (x− qj)(y − qj) = (qk − qj)2 − t2, οπότε για 0 < t < δ/2 είναι

|g(x− qj)− g(y − qj)| ≤
|x− y|

|x− qj ||y − qj |
=

2t

(qk − qj)2 − t2
≤ 2t

δ2 − t2
<

4t

δ2
.

για 1 ≤ j < k. Επομένως, το άθροισμα εκτιμάται:

(∗)

∣∣∣∣∣∣
k−1∑
j=1

1

3j
(g(x− qj)− g(y − qj))

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−1∑
j=1

1

3j
· 4t

δ2
<

2t

δ2
.

Αν επιλέξουμε t = tm = (2πm+ π/2)−1, για όλα τα μεγάλα m ∈ N προκύπτει:

|G(xm)−G(ym)| ≥ 1

3k
− 2tm

δ2
>

1

2 · 3k
,

όπου xm = qk − tm και ym = qk + tm. Αυτό αποδεικνύει ότι η G είναι ασυνεχής στον qk.

Τέλος, δείχνουμε ότι η G δεν είναι μονότονη σε κανένα υποδιάστημα του [0, 1]. Για να το

δείξουμε αυτό αρκεί για κάθε (a, b) ⊂ [0, 1] να βρούμε a < x < y < b ώστε G(x) < G(y)
και a < u < v < b ώστε G(u) > G(v). ΄Εστω λοιπόν 0 < a < b < 1. Υπάρχει qk ∈ (a, b)
και έστω δ > 0 όπως πριν και επιπλέον (qk−δ, qk+δ) ⊂ (a, b). ΄Εστω x = qk− t, y = qk+ t
με 0 < t < δ/2. Γράφουμε:

G(x)−G(y) =
∑
j 6=k

1

3j
(g(x− qj)− g(y − qj))−

2

3k
sin

1

t

≥
∑
j<k

1

3j
(g(x− qj)− g(y − qj))−

2

3k
sin

1

t
− 1

3k

≥ −

∣∣∣∣∣∣
k−1∑
j=1

1

3j
(g(x− qj)− g(y − qj))

∣∣∣∣∣∣− 2

3k
sin

1

t
− 1

3k

≥ − 2t

δ2
− 2

3k
sin

1

t
− 1

3k
,

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει την (∗). Για t = tm = (2πm+ 3π/2)−1 έχουμε

G(xm)−G(ym) ≥ 1

2 · 3k
> 0,
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για όλα τα μεγάλα m ∈ N όπως προηγουμένως. Για την αντίστροφη εκτίμηση, θεωρούμε

u = qk − s, v = qk + s με 0 < s < δ/2:

G(u)−G(v) =
∑
j 6=k

1

3j
(g(u− qj)− g(v − qj))−

2

3k
sin

1

s

≤

∣∣∣∣∣∣
∑
j<k

1

3j
(g(u− qj)− g(v − qj))

∣∣∣∣∣∣− 2

3k
sin

1

s
+

1

3k

≤ 2s

δ2
− 2

3k
sin

1

s
+

1

3k
.

Αν επιλέξουμε s = sm = (2πm+ π/2)−1, τότε για όλα τα μεγάλα m ∈ N παίρνουμε:

G(um)−G(vm) ≤ 2sm
δ2
− 1

3k
< − 1

2 · 3k
< 0.

Η απόδειξη είναι πλήρης.

15. ΄Εστω M > 0 και έστω f, g : R→ C συνεχείς συναρτήσεις που μηδενίζονται έξω από
το [−M,M ]. Ορίζουμε f ∗ g : R→ C μέσω της

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞
−∞

f(y)g(x− y) dy.

(α) Δείξτε ότι η f ∗g είναι καλά ορισμένη σε κάθε x ∈ R και ότι (f ∗g)(x) = 0 αν |x| > 2M .

(β) Δείξτε ότι ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1, όπου

‖u‖1 :=

∫ ∞
−∞
|u(x)| dx.

Υπόδειξη. (α) Αφού η f μηδενίζεται έξω από το [−M,M ], έχουμε

(f ∗ g)(x) =

∫ M

−M
f(y)g(x− y) dy.

Το ολοκλήρωμα αυτό υπάρχει διότι, για κάθε x ∈ R, η συνάρτηση ux : [−M,M ] → C με

ux(y) = f(y)g(x−y) είναι συνεχής συνάρτηση (αφού οι f, g είναι συνεχείς). Για το δεύτερο

ερώτημα, δείχνουμε ότι: αν |x| > 2M τότε f(y)g(x−y) = 0 για κάθε y ∈ R. Πράγματι, αν

y /∈ [−M,M ] έχουμε f(y) = 0, ενώ αν |y| ≤M τότε |x− y| ≥ |x| − |y| > 2M −M = M ,

οπότε g(x− y) = 0.

(β) Γράφουμε

‖f ∗ g‖1 =

∫ 2M

−2M
|(f ∗ g)(x)| dx =

∫ 2M

−2M

∣∣∣∣∣
∫ M

−M
f(y)g(x− y) dy

∣∣∣∣∣ dx
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≤
∫ 2M

−2M

∫ M

−M
|f(y)| |g(x− y)| dy dx =

∫ M

−M
|f(y)|

(∫ 2M

−2M
|g(x− y)| dx

)
dy

≤
∫ M

−M
|f(y)|

(∫ ∞
−∞
|g(x− y)| dx

)
dy =

∫ M

−M
|f(y)|

(∫ ∞
−∞
|g(t)| dt

)
dy

= ‖g‖1
∫ M

−M
|f(y)| dy = ‖g‖1‖f‖1.

16. Για κάθε n ∈ N θεωρούμε τον πυρήνα του Dirichlet

Dn(x) =

n∑
k=−n

eikx =
sin
(
n+ 1

2

)
x

sin x
2

.

Δείξτε ότι: υπάρχει σταθερά c > 0 ώστε

Ln :=
1

2π

∫ π

−π
|Dn(x)| dx ≥ c log n

για κάθε n ∈ N.

Υπόδειξη. Παρατηρούμε ότι | sin(x/2)| ≤ |x|/2. Συνεπώς,

|Dn(x)| =
| sin((n+ 1

2 )x)|
| sin(x/2)|

≥
2| sin((n+ 1

2 )x)|
|x|

.

΄Αρα,

Ln :=
1

2π

∫ π

−π
|Dn(x)| dx ≥ 1

π

∫ π

−π

| sin((n+ 1
2 )x)|

|x|
dx

=
2

π

∫ π

0

| sin((n+ 1
2 )x)|

x
dx =

2

π

∫ (n+ 1
2 )π

0

| sin t|
t

dt

≥ 2

π

n−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

| sin t|
t

dt ≥ 2

π

n−1∑
k=0

1

(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ

| sin t| dt

=
2

π

n−1∑
k=0

1

(k + 1)π

∫ π

0

sin t dt ≥ c log n,

διότι
∫ π
0

sin t dt = 2 και 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n ≥ c1 log n.

17. Δείξτε ότι ∣∣∣∣Ln − 4

π2
log n

∣∣∣∣ ≤ C1
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για κάποια σταθερά C1 > 0 ανεξάρτητη από το n.

Υπόδειξη. Γράφουμε

Dn(x) =
sin
(
n+ 1

2

)
x

sin x
2

=
sinnx

tan(x/2)
+ cosnx = D∗n(x) + g(x),

όπου D∗n(x) = sinnx
tan(x/2) και g(x) = cosnx. Παρατηρήστε ότι

Ln ≤
1

2π

∫ π

−π
|D∗n(x)|dx+

1

2π

∫ π

−π
|g(x)|dx ≤ 1

2π

∫ π

−π
|D∗n(x)|dx+ 1,

και, εντελώς ανάλογα,

Ln ≥
1

2π

∫ π

−π
|D∗n(x)|dx− 1

2π

∫ π

−π
|g(x)|dx ≥ 1

2π

∫ π

−π
|D∗n(x)|dx− 1,

διότι ‖g‖∞ = 1. Επίσης, αν γράψουμε

D∗n(x) =
sinnx

x/2
+ sinnx

(
1

tan(x/2)
− 1

x/2

)
και παρατηρήσουμε ότι η συνάρτηση h(x) = 1

tan(x/2) −
1
x/2 επεκτείνεται συνεχώς στο 0,

άρα είναι φραγμένη και ολοκληρώσιμη στο [−π, π], έχουμε

1

2π

∫ π

−π
|h(x) sinnx| dx ≤ C,

δηλαδή ∣∣∣∣Ln − 1

2π

∫ π

−π

| sinnx|
|x/2|

dx

∣∣∣∣ ≤ C + 1.

Τώρα, γράφουμε

1

2π

∫ π

−π

| sinnx|
|x/2|

dx =
2

π

∫ π

0

| sinnx|
x

dx

=
2

π

n−1∑
k=0

∫ (k+1)π/n

kπ/n

| sinnx|
x

dx

=
2

π

∫ π/n

0

(sinnt)

(
n−1∑
k=1

1

t+ kπ/n

)
dt+

2

π

∫ π/n

0

sinnt

t
dt

=
2

π

∫ π/n

0

(sinnt)

(
n−1∑
k=1

1

t+ kπ/n

)
dt+

2

π

∫ π

0

sin t

t
dt.
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Γνωρίζουμε ότι lim
n→∞

1
logn

∑n
k=1

1
k = 1. Παρατηρούμε ότι, για κάθε t ∈ [0, π/n],

n

π

n−1∑
k=1

1

k
≤
n−1∑
k=1

1

t+ kπ/n
≤ n

π

n∑
k=2

1

k
,

δηλαδή υπάρχει σταθερά C1 > 0 ώστε∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

1

t+ kπ/n
− n log n

π

∣∣∣∣∣ ≤ C1

για κάθε t ∈ [0, π/n]. Αφού

n log n

π

∫ π/n

0

sinnt dt =
2 log n

π
,

έπεται ότι ∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

| sinnx|
|x/2|

dx− 4

π2
log n

∣∣∣∣ ≤ C2.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, καταλήγουμε στην∣∣∣∣Ln − 4

π2
log n

∣∣∣∣ ≤ 1 + C + C2.

18. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική και ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό διάστη-
μα. Δείξτε ότι

‖sn(f)‖∞ ≤ C log(1 + n)‖f‖∞,

όπου C > 0 σταθερά ανεξάρτητη από την f και από το n.

Υπόδειξη. Γνωρίζουμε ότι

sn(f)(x) = (f ∗Dn)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− y)Dn(y)dy

για κάθε x ∈ R. ΄Αρα,

|sn(f)(x)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(x− y)| |Dn(y)| dy ≤ ‖f‖∞

1

2π

∫ π

−π
|Dn(y)| dy.

Δηλαδή,

‖sn(f)‖∞ = sup
x
|sn(f)(x)| ≤ Ln‖f‖∞.

Από την ΄Ασκηση 17 γνωρίζουμε ότι Ln ≤ C log(1 + n), όπου C > 0 σταθερά ανεξάρτητη

από την f και από το n. ΄Επεται το ζητούμενο.
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19. ΄Εστω n ∈ N και έστω ε > 0. Δείξτε ότι υπάρχει f : T→ C συνεχής ώστε ‖f‖∞ = 1
και

1

π

∫ π

−π
|f(x)− signDn(x)| dx < ε

n
,

όπου signu είναι το πρόσημο του u (και sign 0 = 0). Συμπεράνατε ότι

‖sn(f)‖∞ ≥ Ln − ε.

Υπόδειξη. Στην ΄Ασκηση 1.5 είδαμε ότι αν g : T → R είναι μια Riemann ολοκληρώσιμη

συνάρτηση, τότε για κάθε δ > 0 υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : T → R ώστε |f(x)| ≤
‖g‖∞ για κάθε x ∈ [−π, π] και

1

π

∫ π

−π
|f(x)− g(x)| dx < δ.

Η συνάρτηση g(x) = signDn(x) είναι Riemann ολοκληρώσιμη (έχει πεπερασμένα το πλήθος

σημεία ασυνέχειας, όσα είναι τα σημεία στα οποία αλλάζει πρόσημο η Dn) και ‖g‖∞ = 1.
Εφαρμόζοντας την ΄Ασκηση 1.5 με δ = ε

2n βρίσκουμε συνεχή συνάρτηση f : T → C ώστε

‖f‖∞ = 1 και

1

π

∫ π

−π
|f(x)− signDn(x)| dx < ε

2n
.

Τότε,

|sn(f)(x)| =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
f(x− y)Dn(y) dy

∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
signDn(x− y)Dn(y) dy

∣∣∣∣− 1

2π

∫ π

−π
|f(x− y)− g(x− y)||Dn(y)| dy

≥
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
signDn(x− y)Dn(y) dy

∣∣∣∣− ε‖Dn‖∞
4n

≥
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
signDn(x− y)Dn(y) dy

∣∣∣∣− ε,
διότι ‖Dn‖∞ = 2n+ 1. ΄Ομως,

sn(signDn)(0) =
1

2π

∫ π

−π
[signDn(−y)]Dn(y) dy

=
1

2π

∫ π

−π
[signDn(y)]Dn(y) dy

=
1

2π

∫ π

−π
|Dn(y)| dy = Ln,
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όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η Dn, άρα και η signDn, είναι άρτια. Από τα

παραπάνω βλέπουμε ότι

‖sn(f)‖∞ ≥ |sn(f)(0)| ≥ |sn(signDn)(0)| − ε = Ln − ε.

20. Για κάθε n ∈ N ορίζουμε

Qn(t) = αn

(
1 + cos t

2

)n
,

όπου η θετική σταθερά αn επιλέγεται έτσι ώστε να έχουμε

1

2π

∫ π

−π
Qn(t) dt = 1.

Δείξτε ότι: αν f : R→ C είναι συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση, τότε

f ∗Qn
ομ
−→ f.

Παρατηρήστε ότι αυτό δίνει άλλη μια απόδειξη του «τριγωνομετρικού» προσεγγιστικού θεω-

ρήματος Weierstrass.

Υπόδειξη. Δείχνουμε ότι η {Qn} είναι ακολουθία καλών πυρήνων. Από τον ορισμό της,

κάθε Qn είναι άρτια, μη αρνητική συνάρτηση και ικανοποιεί την
1
2π

∫ π
−π Qn(t)dt = 1. Αρκεί

λοιπόν να δείξουμε ότι, για κάθε 0 < δ < π,∫
δ≤|t|≤π

Qn(t)dt = 2

∫ π

δ

Qn(t)dt→ 0 όταν n→∞.

΄Εστω 0 < δ < π. Παρατηρούμε ότι
1+cos t

2 ≤ 1+cos δ
2 < 1 για κάθε t ∈ [δ, π]. Συνεπώς,∫ π

δ

Qn(t)dt ≤ 2παn

(
1 + cos δ

2

)n
.

Θα δείξουμε ότι αn ≤ 4(n+ 1), οπότε το ζητούμενο έπεται από την lim
n→∞

(n+ 1)θn = 0 για

θ = 1+cos δ
2 < 1.

Για την ανισότητα αn ≤ n γράφουμε

2π

αn
= 2

∫ π

0

(
1 + cos t

2

)n
= 2

∫ π

0

cos2n(t/2)dt =

∫ π/2

0

cos2n y dy.

Η f(y) = cos y είναι κοίλη στο [0, π/2] και f(0) = 1, f(π/2) = 0. Συνεπώς, cos y ≥ 1− 2y
π

για κάθε y ∈ [0, π/2]. Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουμε

2π

αn
≥
∫ π/2

0

(
1− 2y

π

)n
dy =

π

2

∫ 1

0

(1− s)nds =
π

2(n+ 1)
.
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Δηλαδή, αn ≤ 4(n+ 1).
Αφού η {Qn} είναι ακολουθία καλών πυρήνων, για κάθε συνεχή 2π-περιοδική συνάρτηση

f : R → C ισχύει f ∗ Qn
ομ
−→ f . Τέλος, παρατηρούμε ότι κάθε Qn είναι τριγωνομετρικό

πολυώνυμο. ΄Αρα, οι συναρτήσεις f ∗Qn είναι τριγωνομετρικά πολυώνυμα (εξηγήστε γιατί).

΄Ετσι, έχουμε απόδειξη του «τριγωνομετρικού» προσεγγιστικού θεωρήματος Weierstrass.

21. Για κάθε n ∈ N ορίζουμε

Gn(x) = Fn(x) sinnx,

όπου Fn είναι ο n-οστός πυρήνας του Fejér. Δείξτε ότι: αν T ∈ Tn είναι τριγωνομετρικό
πολυώνυμο βαθμού μικρότερου ή ίσου από n, τότε

T ′(x) = −2n(T ∗Gn)(x)

για κάθε x ∈ R. Συμπεράνατε ότι

|T ′(x)| ≤ 2n‖T‖∞

για κάθε x ∈ R. Αυτή είναι μια «ασθενής» έκδοση της ανισότητας του Bernstein, η οποία
ισχυρίζεται ότι ‖T ′‖∞ ≤ n‖T‖∞ για κάθε T ∈ Tn.

Υπόδειξη. Τα δύο μέλη της ισότητας T ′(x) = −2n(T ∗ Gn)(x) είναι γραμμικά ως προς

T , αρκεί λοιπόν να την επαληθεύσουμε για όλες τις συναρτήσεις Tk(x) = eikx, |k| ≤ n.
΄Εχουμε

T ′k(x) = ikeikx

και

(Tk ∗Gn)(x) =
1

2π

∫ π

−π
Tk(x− y)Gn(y) dy =

1

2π

∫ π

−π
eik(x−y)Fn(y) sin(ny) dy

=

n−1∑
s=−n+1

(
1− |s|

n

)
1

2π

∫ π

−π
eik(x−y)eisy sin(ny) dy

= eikx
n−1∑

s=−n+1

(
1− |s|

n

)
1

2π

∫ π

−π
ei(s−k)y

einy − e−iny

2i
dy

=
1

2i
eikx

n−1∑
s=−n+1

(
1− |s|

n

)
1

2π

∫ π

−π
[ei(s−k+n)y − ei(s−k−n)y] dy.

΄Εχουμε

1

2π

∫ π

−π
ei(s−k+n)ydy = 0
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εκτός αν s = k − n και

1

2π

∫ π

−π
ei(s−k−n)ydy = 0

εκτός αν s = n + k. Το πρώτο μπορεί να συμβεί μόνο αν k > 0 και το δεύτερο μόνο αν

k < 0. Συνεπώς, αν 0 < k < n έχουμε

(Tk ∗Gn)(x) =
1

2i
eikx

(
1− n− k

n

)
=

k

2ni
eikx =

−ik
2n

eikx.

Αν −n < k < −1, έχουμε

(Tk ∗Gn)(x) = − 1

2i
eikx

(
1− n+ k

n

)
=

k

2ni
eikx =

−ik
2n

eikx.

Σε κάθε περίπτωση, αν k 6= 0 παίρνουμε

(∗) T ′k(x) = −2n(Tk ∗Gn)(x).

Αν πάλι k = 0, τα δύο μέλη της (∗) είναι ίσα με μηδέν. ΄Ετσι, έχουμε αποδείξει την

T ′(x) = −2n(T ∗Gn)(x) για κάθε τριγωνομετρικό πολυώνυμο βαθμού μικρότερου ή ίσου

από n.
Τότε, για κάθε x ∈ R έχουμε

|T ′(x)| = 2n|(T ∗Gn)(x)| ≤ 2n
1

2π

∫ π

−π
|T (x− y)| |Fn(y) sinny| dy

≤ 2n‖T‖∞
1

2π

∫ π

−π
Fn(y) dy = 2n‖T‖∞.

1.3 SÔgklish seir¸n Fourier

Ομάδα Α΄

1. Δείξτε ότι ο `2(Z) είναι πλήρης.

Υπόδειξη. ΄Εστω (xn) βασική ακολουθία στον `2(Z). Γράφουμε xn = (xn(k))k∈Z. ΄Εστω

ε > 0. Αφού η (xn) είναι βασική, υπάρχει n0(ε) ∈ N ώστε, για κάθε n, s ≥ n0,

(∗)

(∑
k∈Z
|xn(k)− xs(k)|2

)1/2

< ε.

Τότε, για κάθε n, s ≥ n0 και για κάθε k ∈ Z έχουμε

|xn(k)− xs(k)| ≤

(∑
k∈Z
|xn(k)− xs(k)|2

)1/2

< ε.
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Δηλαδή, για κάθε k ∈ Z η ακολουθία (xn(k))n∈N είναι βασική στο C. Από την πληρότητα

του C, υπάρχουν x(k) ∈ C ώστε lim
n→∞

xn(k) = x(k) για κάθε k ∈ Z. Ορίζουμε x =

(x(k))k∈Z. Θα δείξουμε ότι x ∈ `2(Z) και ‖xn − x‖2 → 0.
Σταθεροποιούμε N ∈ N: από την (∗) έχουμε, για κάθε n, s ≥ n0,(

N∑
k=−N

|xn(k)− xs(k)|2
)1/2

< ε.

Επίσης,

lim
s→∞

(
N∑

k=−N

|xn(k)− xs(k)|2
)1/2

=

(
N∑

k=−N

|xn(k)− x(k)|2
)1/2

,

άρα, για κάθε n ≥ n0, (
N∑

k=−N

|xn(k)− x(k)|2
)1/2

≤ ε.

Αφήνοντας το N →∞ συμπεραίνουμε ότι, για κάθε n ≥ n0,

(∗∗)

(∑
k∈Z
|xn(k)− x(k)|2

)1/2

≤ ε.

Ειδικότερα, για n = n0 έχουμε ότι x − xn0 ∈ `2(Z) και, αφού xn0 ∈ `2(Z), από την

ανισότητα του Minkowski βλέπουμε ότι x = (x − xn0) + xn0 ∈ `2(Z). Επιπλέον, η (∗∗)
δείχνει ότι, για κάθε n ≥ n0,

‖x− xn‖2 ≤ ε,

απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι xn → x.

2. Θεωρούμε τον χώρο R των ολοκληρώσιμων f : T→ C με τη νόρμα

‖f‖ =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2dx
)1/2

.

(α) Δείξτε ότι, αν f ∈ R και ‖f‖ = 0, τότε f(x) = 0 σε κάθε σημείο x στο οποίο η f είναι
συνεχής.

(β) Αντίστροφα, δείξτε ότι αν η f παίρνει την τιμή 0 σε όλα τα σημεία στα οποία είναι
συνεχής, τότε ‖f‖ = 0.

Υπόδειξη. (α) Υποθέτουμε ότι η f είναι συνεχής στο x0 ∈ [0, 2π] και ότι f(x0) 6= 0. Τότε,

|f(x0)| > 0 και από την συνέχεια της f στο x0 έπεται ότι υπάρχει διάστημα I = [a, b] ⊂
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[0, 2π] ώστε x0 ∈ I και |f(x)| ≥ |f(x0)|/2 για κάθε x ∈ I. Γράφουμε

2π‖f‖2 =

∫ 2π

0

|f(x)|2dx =

∫
I

|f(x)|2dx+

∫
[0,2π]\I

|f(x)|2dx

≥
∫
I

|f(x)|2dx ≥ (b− a)|f(x0)|2

4
> 0.

Αυτό είναι άτοπο, διότι ‖f‖ = 0.

(β) ΄Εστω ότι ‖f‖ > 0. Θεωρούμε την συνάρτηση g : [0, 2π]→ R με g(x) = |f(x)|2. Τότε,∫ 2π

0
g(x)dx > 0. Συνεπώς, υπάρχει διαμέριση P = {0 = x0 < x1 < . . . < xn = 2π} του

[0, 2π] ώστε

L(g, P ) =
n−1∑
k=0

mk(g)(xk+1 − xk) > 0.

΄Επεται ότι mk(g) = inf{g(x) : xk ≤ x ≤ xk+1} > 0 για κάποιο k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.
΄Ομως, η f είναι ολοκληρώσιμη στο [xk, xk+1], άρα έχει τουλάχιστον ένα σημείο συνέχειας

z στο [xk, xk+1] (γνωστή άσκηση από τον Απειροστικό Λογισμό ΙΙ). Από την υπόθεση

έχουμε f(z) = 0, άρα g(z) = |f(z)|2 = 0. Αυτό είναι άτοπο, αφού g(z) ≥ mk(g) > 0.

3. Θεωρούμε την συνάρτηση f : [0, 2π]→ C με

f(θ) =

{
ln(1/θ), αν 0 < θ ≤ 2π
0, αν θ = 0

Δείξτε ότι η f δεν ανήκει στον R. Θεωρούμε τώρα την ακολουθία συναρτήσεων {fn}, όπου

fn(θ) =

{
ln(1/θ), αν

1
n < θ ≤ 2π

0, αν 0 ≤ θ ≤ 1
n

Δείξτε ότι κάθε fn είναι Riemann ολοκληρώσιμη και ότι η {fn} είναι βασική ακολουθία του
R, αλλά δεν υπάρχει g ∈ R ώστε limn→∞ ‖g − fn‖ = 0.

Υπόδειξη. Η f δεν είναι φραγμένη: παρατηρήστε ότι lim
θ→0+

ln(1/θ) = +∞. ΄Αρα, η f δεν

είναι ολοκληρώσιμη.

Κάθε fn είναι ολοκληρώσιμη. Είναι φραγμένη από την τιμή της στο 1/n, δηλαδή

‖fn‖∞ = lnn. Επίσης,∫ 2π

0

fn(θ)dθ = −
∫ 2π

1/n

ln θ dθ =
[
− θ ln θ + θ

]2π
1/n

.

Η {fn} είναι βασική ακολουθία: αν m > n τότε

2π‖fn − fm‖2 =

∫ 1/n

1/m

ln2 θ dθ =
[
θ ln2 θ

]1/n
1/m
− 2

∫ 1/n

1/m

ln θ dθ
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=
ln2 n

n
− ln2m

m
− 2
[
θ ln θ − θ

]1/n
1/m

=
ln2 n

n
− ln2m

m
+

2 lnn

n
− 2 lnm

m
+

2

n
− 2

m
→ 0

όταν n,m → +∞. ΄Εστω ότι υπάρχει g ∈ R ώστε limn→∞ ‖g − fn‖ = 0. Τότε, για κάθε

b ∈ (0, 2π) και για κάθε n > 1/b,∫ 2π

b

|g(θ)− ln(1/θ)|2dθ =

∫ 2π

b

|g(θ)− fn(θ)|2dθ ≤ 2π‖g − fn‖2 → 0,

δηλαδή ∫ 2π

b

|g(θ)− ln(1/θ)|2dθ = 0.

Από την ΄Ασκηση 3.2(α), για κάθε b ∈ (0, 2π) και για κάθε θ ∈ (b, 2π) στο οποίο η g είναι

συνεχής ισχύει g(θ) = ln(1/θ). ΄Αρα, για κάθε θ ∈ (0, 2π) στο οποίο η g είναι συνεχής

ισχύει g(θ) = ln(1/θ). ΄Ομως, η g είναι ολοκληρώσιμη, άρα έχει σημείο συνέχειας σε κάθε

υποδιάστημα του [0, 2π]. Παίρνοντας διαστήματα της μορφής [0, 1/k], βρίσκουμε ακολουθία

(θk) στο [0, 2π] με θk → 0 και g(θk) = ln(1/θk) → +∞. Αυτό είναι άτοπο, γιατί η g, ως

ολοκληρώσιμη συνάρτηση, πρέπει να είναι φραγμένη.

4. Θεωρούμε την ακολουθία {ak}∞k=−∞ με

ak =

{
1
k , αν k ≥ 1
0, αν k ≤ 0

Δείξτε ότι {ak}∞k=−∞ ∈ `2(Z) αλλά δεν υπάρχει f ∈ R με την ιδιότητα f̂(k) = ak για κάθε
k ∈ Z.

Υπόδειξη. Η ακολουθία {ak}∞k=−∞ ανήκει στον `2(Z) διότι

∞∑
k=−∞

|ak|2 =

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
< +∞.

Υποθέτουμε ότι υπάρχει f ∈ R με την ιδιότητα f̂(k) = ak για κάθε k ∈ Z. Τότε,

|kf̂(k)| = 0 αν k ≤ 0 και |kf̂(k)| = 1 αν k ≥ 1. Δηλαδή, η ακολουθία {kf̂(k)}∞k=−∞ είναι

φραγμένη. Από την Πρόταση 3.4.3, τα μερικά αθροίσματα sn(f) της f είναι ομοιόμορφα

φραγμένα. Δηλαδή, υπάρχει M > 0 ώστε |sn(f)(x)| ≤ M για κάθε n ∈ N και για κάθε

x ∈ T. ΄Ομως,

sn(f)(0) =

n∑
k=−n

f̂(k) =

n∑
k=1

1

k
→ +∞

όταν n→∞. ΄Ετσι, καταλήγουμε σε άτοπο.
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5. Χρησιμοποιώντας την συνάρτηση f : [−π, π]→ R με f(x) = |x| και την ταυτότητα του
Parseval, δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
=
π4

96
και

∞∑
k=1

1

k4
=
π4

90
.

Χρησιμοποιώντας την 2π-περιοδική περιττή συνάρτηση g : [−π, π]→ R με g(x) = x(π−x)
στο [0, π] και την ταυτότητα του Parseval, δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
=

π6

960
και

∞∑
k=1

1

k6
=

π6

945
.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
|x| dx =

1

π

∫ π

0

xdx =
π

2
.

Για k 6= 0 γράφουμε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx =

1

2π

∫ π

−π
|x|e−ikxdx

=
1

2π

∫ π

−π
|x| cos(kx) dx =

1

π

∫ π

0

x cos(kx) dx

=
1

π

[
x sin(kx)

k
+

cos(kx)

k2

]π
0

=
(−1)k − 1

πk2
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

π

2
+
∑
k 6=0

(−1)k − 1

πk2
eikx.

Από την ταυτότητα του Parseval,

π2

4
+ 2

∞∑
k=0

4

π2(2k + 1)4
=

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx =

1

π

∫ π

0

x2dx =
π2

3
.

΄Επεται ότι
∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
=
π4

96
.
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΄Ομως,
∞∑
k=1

1

k4
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
+

∞∑
k=1

1

(2k)4
=
π4

96
+

1

16

∞∑
k=1

1

k4
.

Συνεπώς,
∞∑
k=1

1

k4
=

16

15

π4

96
=
π4

90
.

(β) Αφού η f είναι περιττή, έχουμε f̂(0) = 0. Για k 6= 0 γράφουμε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx =

−i
π

∫ π

0

x(π − x) sin(kx) dx

=
−i
π

[
−πx cos(kx)

k
+
π sin(kx)

k2

]π
0

+
i

π

∫ π

0

x2 sin(kx) dx

= i
(−1)kπ

k
− i

π

[
x2 cos(kx)

k

]π
0

+
2i

πk

∫ π

0

x cos(kx) dx

= i
(−1)kπ

k
− i (−1)kπ

k
+

2i

πk

[
x sin(kx)

k
+

cos(kx)

k2

]π
0

=
2i[(−1)k − 1]

πk3
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η∑
k 6=0

2i[(−1)k − 1]

πk3
eikx.

Από την ταυτότητα του Parseval,

2

∞∑
k=0

16

π2(2k + 1)6
=

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx =

1

π

∫ π

0

(π − x)2x2dx =
π4

30
.

΄Επεται ότι
∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
=

π6

960
.

΄Ομως,
∞∑
k=1

1

k6
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
+

∞∑
k=1

1

(2k)6
=

π6

960
+

1

64

∞∑
k=1

1

k6
.

Συνεπώς,
∞∑
k=1

1

k6
=

64

63

π6

960
=

π6

945
.



1.3 Συγκλιση σειρων Fourier · 41

6. Δείξτε ότι: αν α /∈ Z, τότε η σειρά Fourier της συνάρτησης

f(x) =
π

sinπα
ei(π−x)α

στο [0, 2π], είναι η
∞∑

k=−∞

eikx

k + α
.

Εφαρμόζοντας την ταυτότητα του Parseval, συμπεράνατε ότι

∞∑
k=−∞

1

(k + α)2
=

π2

sin2(πα)
.

Υπόδειξη. Γράφουμε

f̂(k) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx =
1

2π

∫ 2π

0

π

sinπα
eiπαe−ix(α+k)dx

=
eiπα

2 sinπα

[
−e−ix(α+k)

i(k + α)

]2π
0

=
eiπα

2 sinπα

1− e−2πiα

i(k + α)

=
eiπα − e−iπα

2i(k + α) sinπα
=

2i sinπα

2i(k + α) sinπα

=
1

k + α
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

∞∑
k=−∞

eikx

k + α
.

Από την ταυτότητα του Parseval,

∞∑
k=−∞

1

(k + α)2
=

1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2dx =
π2

sin2(πα)
,

αφού |f(x)| = π
| sin(πα)| για κάθε x.

Ομάδα Β΄

7. Δώστε παράδειγμα ακολουθίας {fn} ολοκληρώσιμων συναρτήσεων fn : [0, 2π] → R
ώστε

lim
n→∞

1

2π

∫ 2π

0

|fn(x)|2dx = 0,
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αλλά για κάθε x ∈ [0, 2π] η ακολουθία {fn(x)} δεν συγκλίνει.

Υπόδειξη. Θεωρούμε μια ακολουθία {In} υποδιαστημάτων του [0, 2π] με τις ακόλουθες

ιδιότητες:

(i) Για κάθε x ∈ [0, 2π], τα σύνολα Ax = {n ∈ N : x ∈ In} και Bx = {n ∈ N : x /∈ In}
είναι άπειρα.

(ii) `(In)→ 0, όπου `(I) είναι το μήκος ενός διαστήματος I.

΄Ενας τρόπος να ορίσουμε μια τέτοια ακολουθία είναι ο εξής: παίρνουμε I1 = [0, 2π],
στη συνέχεια χωρίζουμε το [0, 2π] σε δύο διαδοχικά διαστήματα I2 και I3 μήκους π, στη

συνέχεια χωρίζουμε το [0, 2π] σε τέσσερα διαδοχικά διαστήματα I4, . . . , I7 μήκους π/2 και

ούτω καθεξής.

Ορίζουμε fn = χIn , n = 1, 2, . . .. Παρατηρήστε ότι κάθε fn είναι ολοκληρώσιμη και

lim
n→∞

1

2π

∫ 2π

0

|fn(x)|2dx = lim
n→∞

`(In)

2π
= 0.

Από την άλλη πλευρά, για κάθε x ∈ [0, 2π] έχουμε ότι τα Ax και Bx είναι άπειρα υποσύνολα

του N, άρα μπορούμε να βρούμε γνησίως αύξουσες ακολουθίες φυσικών (kn) και (λn) στα

Ax και Bx αντίστοιχα. Τότε,

fkn(x) = χIkn (x) = 1→ 1 και fλn(x) = χIλn (x) = 0→ 0,

δηλαδή η ακολουθία {fn(x)} δεν συγκλίνει.

8. Δείξτε ότι η τριγωνομετρική σειρά

∞∑
k=2

sin kx

ln k

συγκλίνει για κάθε x ∈ R, αλλά δεν είναι η σειρά Fourier κάποιας Riemann ολοκληρώσιμης
συνάρτησης.

Υπόδειξη. ΄Εστω x ∈ [0, 2π]. Αν x 6= 0, 2π, έχουμε δει ότι

n∑
k=1

sin(kx) =
cos x2 − cos

(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

,

δηλαδή, ∣∣∣∣∣
n∑
k=2

sin(kx)

∣∣∣∣∣ ≤ | sinx|+ 1

| sin(x/2)|
.

΄Αρα, η σειρά
∑∞
k=2 sin(kx) έχει φραγμένα μερικά αθροίσματα. Το ίδιο ισχύει αν x = 0 ή x =

2π, διότι, σε αυτήν την περίπτωση, έχουμε sin(kx) = 0 για κάθε k ≥ 2. Αφού η ακολουθία
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(
1

ln k

)
k≥2 είναι φθίνουσα και μηδενική, από το κριτήριο του Dirichlet συμπεραίνουμε ότι η

τριγωνομετρική σειρά
∞∑
k=2

sin kx

ln k

συγκλίνει για κάθε x ∈ R.

΄Εστω ότι υπάρχει f ∈ R ώστε S[f ](x) =
∑∞
k=2

sin(kx)
ln k , x ∈ R. Τότε, f̂(k) = − ibk(f)2 =

− i
2 ln k αν k ≥ 2, f̂(k) = − ibk(f)2 = i

2 ln(−k) αν k ≥ 2 και f̂(k) = 0 αλλιώς. Από την

ταυτότητα του Parseval,

‖f‖2 =

∞∑
k=−∞

|f̂(k)|2 = 2

∞∑
k=2

1

4 ln2 k
.

Αυτό είναι άτοπο, διότι
∑∞
k=2

1
ln2 k

= +∞.

9. ΄Εστω f : T → C συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι η σειρά Fourier της
f συγκλίνει απολύτως.

Υπόδειξη. Η f ′ είναι ολοκληρώσιμη. Από την ταυτότητα του Parseval,

∞∑
k=−∞

|f̂ ′(k)|2 = ‖f ′‖2 < +∞.

Γνωρίζουμε ότι f̂ ′(k) = ikf̂(k), συνεπώς

∞∑
k=−∞

k2|f̂(k)|2 < +∞.

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz,∑
k 6=0

(k|f̂(k)|) 1

k

2

≤

∑
k 6=0

1

k2

∑
k 6=0

k2|f̂(k)|2
 < +∞.

΄Επεται ότι
∞∑

k=−∞

|f̂(k)| = |f̂(0)|+
∑
k 6=0

|f̂(k)| < +∞.

10. (α) ΄Εστω f : T→ C ολοκληρώσιμη συνάρτηση και έστω k 6= 0. Δείξτε ότι

f̂(k) = − 1

2π

∫ π

−π
f(x+ π/k)e−ikxdx,
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και συμπεράνατε ότι

f̂(k) =
1

4π

∫ π

−π
[f(x)− f(x+ π/k)]e−ikxdx.

(β) Υποθέτουμε ότι η f ικανοποιεί την συνθήκη Hölder |f(x + h) − f(x)| ≤ C|h|α για
κάποιον 0 < α ≤ 1, κάποια σταθερά C > 0 και για κάθε x, h. Χρησιμοποιώντας το (α)
δείξτε ότι υπάρχει M > 0 ώστε

|k|α|f̂(k)| ≤M
για κάθε k ∈ Z.
(γ) Δείξτε ότι, αν 0 < α < 1, τότε η συνάρτηση

f(x) =

∞∑
k=0

2−kαei2
kx

ικανοποιεί την συνθήκη Hölder του (β), και

f̂(k) =
1

kα
αν k = 2s, s ∈ N.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρούμε ότι, με την αντικατάσταση y = x+ π
k ,∫ π

−π
f
(
x+

π

k

)
e−ikxdx =

∫ π+π
k

−π+π
k

f(y)e−ik(y−
π
k )dy =

∫ π+π
k

−π+π
k

f(y)e−ikyeiπdy

= −
∫ π

−π
f(y)e−ikydy = −2πf̂(k).

΄Αρα,

f̂(k) = − 1

2π

∫ π

−π
f(x+ π/k)e−ikxdx,

απ’ όπου έπεται ότι

f̂(k) =
f̂(k) + f̂(k)

2
=

1

4π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx− 1

4π

∫ π

−π
f(x+ π/k)e−ikxdx

=
1

4π

∫ π

−π
[f(x)− f(x+ π/k)]e−ikxdx.

(β) ΄Εστω k ∈ Z \ {0}. Χρησιμοποιώντας το (α) και την συνθήκη Hölder γράφουμε

|f̂(k)| ≤ 1

4π

∫ π

−π
|f(x)− f(x+ π/k)| dx ≤ 1

4π

∫ π

−π
C
∣∣∣π
k

∣∣∣α dx
=

Cπα

2|k|α
=

M

|k|α
,
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όπου M = Cπα/2. ΄Επεται ότι |k|α|f̂(k)| ≤M για κάθε k ∈ Z.
(γ) Γράφουμε

|f(x+ h)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

2−kαei2
kx(ei2

kh − 1)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=0

2−kα|1− ei2
kh|.

Παρατηρούμε ότι

|1− eiθ| =
√

(1− cos θ)2 + sin2 θ =

√
4 sin2(θ/2) = 2| sin(θ/2)| ≤ |θ|.

Επίσης, |1− eiθ| ≤ 1 + |eiθ| = 2. Γράφουμε

∞∑
k=0

2−kα|1− ei2
kh| =

∑
2k|h|>1

2−kα|1− ei2
kh|+

∑
2k|h|≤1

2−kα|1− ei2
kh|

≤ 2
∑

2k|h|>1

2−kα +
∑

2k|h|≤1

2k|h|2−kα.

Αν k0 είναι ο μικρότερος φυσικός για τον οποίον 2k|h| > 1, τότε

2
∑

2k|h|>1

2−kα = 2

∞∑
k=k0

2−kα = 2 · 2−k0α 1

1− 2−α
≤ 2

1− 2−α
|h|α.

Για το δεύτερο άθροισμα έχουμε

∑
2k|h|≤1

2k|h|2−kα =

k0−1∑
k=0

2k|h|2−kα = |h|
k0−1∑
k=0

2(1−α)k

= |h|2
(1−α)k0 − 1

21−α − 1
≤ 21−α

21−α − 1
|h|2(1−α)(k0−1) ≤ 21−α

21−α − 1
|h| · |h|−(1−α)

=
21−α

21−α − 1
|h|α.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, παίρνουμε

|f(x+ h)− f(x)| ≤ c(α)|h|α,

όπου c(α) > 0 σταθερά που εξαρτάται μόνο από το α. Δηλαδή, η f ικανοποιεί συνθήκη

Hölder τάξης α. Από τον ορισμό της f είναι φανερό ότι, αν k = 2s για κάποιον s ∈ N, τότε

f̂(k) = 2−sα =
1

kα
.
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Ομάδα Γ΄

11. (α) ΄Εστω f, g : T → C συνεχώς παραγωγίσιμες συναρτήσεις με
∫ 2π

0
g(t)dt = 0.

Δείξτε ότι ∣∣∣∣∫ 2π

0

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣2 ≤ ∫ 2π

0

|f(t)|2dt
∫ 2π

0

|g′(t)|2dt.

(β) ΄Εστω f : [a, b] → C συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση με f(a) = f(b) = 0. Δείξτε
ότι ∫ b

a

|f(t)|2dt ≤ (b− a)2

π2

∫ b

a

|f ′(t)|2dt.

Υπόδειξη. (α) Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουμε∣∣∣∣∫ 2π

0

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣2 ≤ ∫ 2π

0

|f(t)|2dt
∫ 2π

0

|g(t)|2dt.

Αφού
∫ 2π

0
g(t)dt = 0, από την ΄Ασκηση 1.9 έχουμε∫ 2π

0

|g(t)|2dt ≤
∫ 2π

0

|g′(t)|2dt,

και έπεται το ζητούμενο.

(β) Υποθέτουμε πρώτα ότι [a, b] = [0, π]. Αφού f(0) = f(π) = 0, μπορούμε να επεκτείνουμε

την f σε συνεχή 2π-περιοδική συνάρτηση με
∫ π
−π f(t)dt = 0, θέτοντας f(x) = −f(−x) για

x ∈ [−π, 0]. Η επέκταση της f είναι συνεχώς παραγωγίσιμη σε κάθε διάστημα της μορφής

(kπ, kπ + π), k ∈ Z. Εφαρμόζοντας το (α) με g = f , παίρνουμε∣∣∣∣∫ 2π

0

|f(t)|2 dt
∣∣∣∣2 ≤ ∫ 2π

0

|f(t)|2dt
∫ 2π

0

|f ′(t)|2dt.

Χρησιμοποιώντας και το γεγονός ότι η f είναι περιττή, συμπεραίνουμε ότι

(∗)
∫ π

0

|f(t)|2 dt ≤
∫ π

0

|f ′(t)|2dt.

Αν το [a, b] είναι τυχόν, θεωρούμε την F : [0, π] → C με F (x) = f
(
a+ b−a

π x
)
. Τότε, η

(∗) ισχύει για την F , δηλαδή∫ π

0

∣∣∣∣f (a+
b− a
π

x

)∣∣∣∣2 dx =

∫ π

0

|F (x)|2 dx ≤
∫ π

0

|F ′(x)|2dx

=
(b− a)2

π2

∫ π

0

∣∣∣∣f ′(a+
b− a
π

x

)∣∣∣∣2 dx.
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Κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής t = a+ b−a
π x, παίρνουμε∫ b

a

|f(t)|2 dt ≤ (b− a)2

π2

∫ b

a

|f ′(t)|2dt.

12. Δείξτε ότι ∫ ∞
0

sin t

t
dt =

π

2
.

Υπόδειξη. Γνωρίζουμε ότι το ολοκλήρωμα του n-οστού πυρήνα του Dirichlet στο [−π, π]
είναι ίσο με 2π. Δηλαδή, ∫ π

−π

sin
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

dt = 2π.

Γράφουμε

2π =

∫ π

−π

sin
(
n+ 1

2

)
t

t/2
dt+

∫ π

−π
g(t) sin

(
n+

1

2

)
t dt,

όπου g(t) = 1
sin(t/2) −

1
t/2 . Παρατηρούμε ότι η g μπορεί να οριστεί στο 0 ώστε να γίνει

συνεχής συνάρτηση στο [−π, π] (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς,∫ π

−π
g(t) sin

(
n+

1

2

)
t dt =

∫ π

−π
g(t) cos(t/2) sin(nt) dt+

∫ π

−π
g(t) sin(t/2) cos(nt) dt→ 0

όταν n→∞, από το Λήμμα Riemann–Lebesgue για τις συνεχείς συναρτήσεις g(t) cos(t/2)
και g(t) sin(t/2). ΄Επεται ότι

lim
n→∞

2

∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

t/2
dt = 2π.

΄Ομως, ∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

t/2
dt =

∫ (n+ 1
2 )π

0

2 sinx

x
dx.

΄Επεται ότι ∫ (n+ 1
2 )π

0

sinx

x
dx→ π

2

όταν n → ∞. Χρησιμοποιώντας και το γεγονός ότι lim
x→∞

sin x
x = 0, μπορούμε τώρα να

δείξουμε ότι υπάρχει το ∫ ∞
0

sinx

x
dx = lim

M→∞

∫ M

0

sinx

x
dx =

π

2
.



48 · Αναλυση Fourier

Συμπληρώστε τις λεπτομέρειες.

13. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ικανοποιεί την συνθήκη Lipshitz

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|

για κάθε x, y ∈ R, όπου K > 0 σταθερά.

(α) Για κάθε t > 0 ορίζουμε gt(x) = f(x+ t)− f(x− t). Δείξτε ότι

1

2π

∫ 2π

0

|gt(x)|2dx =

∞∑
k=−∞

4| sin kt|2|f̂(k)|2

και συμπεράνατε ότι
∞∑

k=−∞

| sin kt|2|f̂(k)|2 ≤ K2t2.

(β) ΄Εστω p ∈ N. Επιλέγοντας t = π/2p+1
, δείξτε ότι∑

2p−1<|k|≤2p
|f̂(k)|2 ≤ K2π2

22p+1
.

(γ) Δώστε άνω φράγμα για το ∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)|

και συμπεράνατε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει απολύτως, άρα ομοιόμορφα.

Υπόδειξη. (α) Από την ταυτότητα του Parseval έχουμε

1

2π

∫ 2π

0

|gt(x)|2dx =

∞∑
k=−∞

|ĝt(k)|2.

Υπολογίζουμε τους συντελεστές Fourier της gt: είναι

ĝt(k) = ̂f(x+ t)(k)− ̂f(x− t)(k) = eiktf̂(k)− e−iktf̂(k) = (2i sin kt)f̂(k).

Συνεπώς,

1

2π

∫ 2π

0

|gt(x)|2dx =

∞∑
k=−∞

4| sin kt|2|f̂(k)|2.

Χρησιμοποιώντας την συνθήκη Lipschitz παίρνουμε

∞∑
k=−∞

| sin kt|2|f̂(k)|2 =
1

8π

∫ 2π

0

|f(x+ t)− f(x− t)|2dx ≤ 1

8π

∫ 2π

0

K2(2t)2dx

= K2t2.
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(β) Εφαρμόζοντας το (α) για t = π/2p+1
έχουμε

∑
2p−1<|k|≤2p

| sin(kπ/2p+1)|2|f̂(k)|2 ≤
∞∑

k=−∞

| sin(kπ/2p+1)|2|f̂(k)|2 ≤ K2π2

22p+2
.

΄Ομως, αν 2p−1 < |k| ≤ 2p έχουμε
π
4 ≤

∣∣ kπ
2p+1

∣∣ ≤ π
2 . ΄Αρα, | sin(kπ/2p+1)| ≥ sin(π/4) =

1/
√

2 γι’ αυτές τις τιμές του k. Επιστρέφοντας στην προηγούμενη ανισότητα, παίρνουμε

1

2

∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)|2 ≤ K2π2

22p+2
,

δηλαδή ∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)|2 ≤ K2π2

22p+1
.

(γ) Αρκεί να δείξουμε ότι
∑∞
k=−∞ |f̂(k)| < +∞. Χρησιμοποιώντας το (β) και την ανισότητα

Cauchy–Schwarz, έχουμε

∑
|k|>1

|f̂(k)| =

∞∑
p=1

∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)| ≤
∞∑
p=1

2p/2

 ∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)|2
1/2

≤
∞∑
p=1

2p/2
Kπ√
22p

=
Kπ√

2

∞∑
p=1

1

(
√

2)p
< +∞.

΄Επεται ότι
∞∑

k=−∞

|f̂(k)| =
1∑

k=−1

|f̂(k)|+
∑
|k|>1

|f̂(k)| < +∞.

Ομάδα Δ΄

14. ΄Εστω f : [−π, π]→ R αύξουσα συνάρτηση. Δείξτε ότι υπάρχει M > 0 ώστε

|f̂(k)| ≤ M

|k|

για κάθε k ∈ Z \ {0}.

Υπόδειξη. Χρησιμοποιούμε την παρατήρηση ότι η f προσεγγίζεται από συναρτήσεις της

μορφής

(∗) g(x) =

N∑
k=1

tkχ[bs,bs+1](x),
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όπου −π = b1 < b2 < · · · < bN+1 = π και −‖f‖∞ ≤ t1 ≤ · · · ≤ tN ≤ ‖f‖∞. Για την

απόδειξη αυτού του ισχυρισμού, χωρίστε το [−‖f‖∞, ‖f‖∞] σε m διαδοχικά διαστήματα

I1, . . . , Im του ιδίου μήκους, και θεωρήστε τα Jr = f−1(Ir), r = 1, . . . ,m. Επειδή η f
είναι αύξουσα, κάθε Jr είναι διάστημα ή μονοσύνολο ή το κενό σύνολο (εξηγήστε γιατί).

Προκύπτει έτσι μια διαμέριση −π = b1 < b2 < · · · < bN+1 = π του [−π, π], όπου [bs, bs+1]
είναι εκείνα τα Jr που είναι διαστήματα. Αν ορίσουμε ts = inf{f(x) : bs ≤ x ≤ bs+1}, τότε
|f(x) − ts| ≤ 1

m στο (bs, bs+1). Επίσης, −‖f‖∞ ≤ t1 ≤ · · · ≤ tN ≤ ‖f‖∞, διότι η f είναι

αύξουσα. Αν ορίσουμε gm(x) =
∑N
s=1 tsχ[bs,bs+1](x), τότε

(∗∗) 1

2π

∫ π

−π
|f(x)− gm(x)| dx ≤ 1

m
.

Αν δείξουμε ότι υπάρχει σταθερά M > 0 ώστε για κάθε συνάρτηση g της μορφής (∗) και

για κάθε k ∈ Z να ισχύει |kĝ(k)| ≤M , τότε από την (∗∗) παίρνουμε

|kf̂(k)| ≤ |kĝm(k)|+ |k||f̂(k)− ĝm(k)|

≤ M + |k| 1

2π

∫ π

−π
|f(x)− gm(x)| dx ≤M + |k| 1

m

για κάθε m ∈ N, και αφήνοντας το m→∞, βλέπουμε ότι |kf̂(k)| ≤M .

Υπολογίζουμε τους συντελεστές Fourier συναρτήσεων της μορφής h := χ[bs,bs+1]: αν

k 6= 0, έχουμε

ĥ(k) =
1

2π

∫ bs+1

bs

e−ikxdx =
e−ikbs − e−ikbs+1

2πik
.

΄Επεται ότι, για την g(x) =
∑N
s=1 tsχ[bs,bs+1](x),

2πikĝ(k) =

N∑
s=1

ts(e
−ikbs − e−ikbs+1) = t1e

−ib1x − tNe−ibN+1x +

N∑
s=2

e−ikbs(ts − ts−1).

Συνεπώς,

|kĝ(k)| ≤ |t1|+ |tN |+
N∑
k=2

(ts − ts−1) = |t1|+ |tN |+ (tN − t1) ≤ 4‖f‖∞,

διότι tN − t1 ≤ ‖f‖∞ − (−‖f‖∞) = 2‖f‖∞. ΄Επεται το ζητούμενο, με M = 2‖f‖∞/π.

15. ΄Εστω {εk} ακολουθία θετικών αριθμών με εk → 0. Δείξτε ότι υπάρχει συνεχής
συνάρτηση f : T→ C με την ιδιότητα: για άπειρες τιμές του k ∈ Z,

|f̂(k)| ≥ εk.
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Υπόδειξη. Αφού εk → 0, μπορούμε να βρούμε υπακολουθία (εsk) της (εk) ώστε

∞∑
k=1

εsk < +∞.

Θεωρούμε την σειρά
∞∑
k=1

εske
iskx.

Χρησιμοποιώντας το κριτήριο του Weierstrass ελέγχουμε ότι συγκλίνει ομοιόμορφα σε μια

συνεχή συνάρτηση. Αν f(x) =
∑∞
k=1 εske

iskx, τότε

|f̂(sk)| = f̂(sk) = εsk

για κάθε k ∈ N. Δηλαδή, για άπειρες τιμές του k ∈ Z έχουμε |f̂(k)| ≥ εk.

16. Ο συζυγής πυρήνας του Dirichlet ορίζεται από την

D̃n(x) =
∑
|k|≤n

sign(k)eikx,

όπου sign(t) είναι το πρόσημο του t.

(α) Δείξτε ότι

D̃n(x) = i
cos(x/2)− cos((n+ 1/2)x)

sin(x/2)
και ∫ π

−π
|D̃n(x)| dx ≤ c log n.

(β) Δείξτε ότι: αν η f : T→ C είναι ολοκληρώσιμη, τότε

|(f ∗ D̃n)(0)| ≤ C log n.

(γ) Δείξτε ότι, για κάθε 0 < α < 1, η τριγωνομετρική σειρά

∞∑
k=1

sin(kx)

kα

συγκλίνει για κάθε x, αλλά δεν είναι σειρά Fourier κάποιας ολοκληρώσιμης συνάρτησης.

Υπόδειξη. (α) Για κάθε x ∈ (0, 2π) μπορούμε να γράψουμε:

D̃n(x) =

n∑
k=1

eikx − e−ikx = 2i

n∑
k=1

sin kx

=
i

sin(x/2)

n∑
k=1

[
cos(k − 1/2)x− cos(k + 1/2)x

]
= i

cos(x/2)− cos((n+ 1/2)x)

sin(x/2)
.
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Για κάθε x γράφουμε

D̃n(x) = i
cos(x/2)− 1

sin(x/2)
+ i

1− cos(n+ 1/2)x

sin(x/2)
.

Παρατηρήστε ότι η συνάρτηση x 7→ cos(x/2)−1
sin(x/2) είναι ολοκληρώσιμη στο [−π, π] και το ίδιο

ισχύει για την x 7→ 1−cos[(n+1/2)x]
sin(x/2) = 2 sin2[(n+1/2)x/2]

sin(x/2) . Επομένως, είναι

‖D̃n‖1 ≤
∫ π

−π

∣∣∣∣1− cosx

sin(x/2)

∣∣∣∣ dx+ 2

∫ π

−π

| sin((n+ 1/2)x/2)|
| sin(x/2)|

dx

≤ c1 + 4

∫ π

0

| sin((n+ 1/2)x/2)|
sin(x/2)

dx

≤ c1 + 8

∫ π/2

0

| sin((n+ 1/2)x)|
sinx

dx.

Για το τελευταίο ολοκλήρωμα μπορούμε να δείξουμε όπως στον πυρήνα του Dirichlet ότι

φράσσεται από c2 log n και το ζητούμενο έπεται.

(β) ΄Επεται άμεσα από το (α) αν γράψουμε:

|(f ∗ D̃n)(0)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(0− t)||D̃n(t)| dt ≤ ‖f‖∞‖D̃n‖1.

(γ) Η σύγκλιση της σειράς έπεται από το κριτήριο του Dirichlet. Αν ήταν σειρά Fourier
μιας ολοκληρώσιμης συνάρτησης θα είχαμε από το (β) ότι

n∑
k=1

1

kα
= O(log n),

το οποίο είναι άτοπο, αφού

n∑
k=1

1

kα
≥

n∑
k=1

∫ k+1

k

1

xα
dx =

∫ n+1

1

1

xα
dx ≥ 1

1− a
n1−a.

17. ΄Εστω α > 1/2 και f : R → C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ικανοποιεί την
συνθήκη Hölder

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|α

για κάθε x, y ∈ R, όπου K > 0 σταθερά. Δείξτε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει
απολύτως, άρα ομοιόμορφα.
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Υπόδειξη. Ακολουθούμε την ίδια διαδικασία με αυτήν της ΄Ασκησης 13. Για κάθε t > 0
ορίζουμε gt(x) = f(x + t) − f(x − t) και, χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του Parseval,
βλέπουμε ότι

1

2π

∫ 2π

0

|gt(x)|2dx =

∞∑
k=−∞

4| sin kt|2|f̂(k)|2.

Χρησιμοποιώντας την συνθήκη Hölder παίρνουμε

∞∑
k=−∞

| sin kt|2|f̂(k)|2 =
1

8π

∫ 2π

0

|f(x+ t)− f(x− t)|2dx ≤ 1

8π

∫ 2π

0

K2(2t)2αdx

= K2t2α.

Επιλέγοντας t = π/2p+1
, έχουμε

∑
2p−1<|k|≤2p

| sin(kπ/2p+1)|2|f̂(k)|2 ≤
∞∑

k=−∞

| sin(kπ/2p+1)|2|f̂(k)|2 ≤ K2π2α

22α(p+1)
.

΄Ομως, αν 2p−1 < |k| ≤ 2p έχουμε
π
4 ≤

∣∣ kπ
2p+1

∣∣ ≤ π
2 . ΄Αρα, | sin(kπ/2p+1)| ≥ sin(π/4) =

1/
√

2 γι’ αυτές τις τιμές του k. Επιστρέφοντας στην προηγούμενη ανισότητα, παίρνουμε

1

2

∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)|2 ≤ K2π2α

22α(p+1)
,

δηλαδή ∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)|2 ≤ 2K2π2α

22α(p+1)
.

Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy–Schwarz, έχουμε

∑
|k|>1

|f̂(k)| =

∞∑
p=1

∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)| ≤
∞∑
p=1

2p/2

 ∑
2p−1<|k|≤2p

|f̂(k)|2
1/2

≤
∞∑
p=1

2p/2
√

2Kπα

2αp+α
=

√
2Kπα

2α

∞∑
p=1

1

2(α− 1
2 )p

< +∞,

διότι α− 1
2 > 0. ΄Επεται ότι

∞∑
k=−∞

|f̂(k)| =
1∑

k=−1

|f̂(k)|+
∑
|k|>1

|f̂(k)| < +∞.





Kef�laio 2

Olokl rwma Lebesgue

2.1 Mètro Lebesgue

Ομάδα Α΄

1. (α) ΄Εστω A ⊆ R και t ∈ R. Δείξτε ότι

µ∗(A) = µ∗(A+ t)

(το εξωτερικό μέτρο είναι αναλλοίωτο ως προς μεταφορές).

(β) Αν επιπλέον το A είναι μετρήσιμο, τότε το A+ t είναι μετρήσιμο.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι αν {In}∞n=1 είναι μια κάλυψη του A από ανοικτά διαστήματα,

τότε η {Jn}∞n=1, όπου Jn = t+ In, είναι κάλυψη του A+ t και

∞∑
n=1

`(Jn) =

∞∑
n=1

`(In),

διότι `(t+ I) = `(I) για κάθε διάστημα. ΄Επεται ότι

µ∗(A+ t) = inf

{ ∞∑
n=1

`(Jn) : A+ t ⊆
∞⋃
n=1

Jn

}
≤ inf

{ ∞∑
n=1

`(t+ In) : A ⊆
∞⋃
n=1

In

}

= inf

{ ∞∑
n=1

`(In) : A ⊆
∞⋃
n=1

In

}
= µ∗(A).

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, παρατηρήστε ότι αν {Jn}∞n=1 είναι μια κάλυψη του A+ t
από ανοικτά διαστήματα, τότε η {In}∞n=1, όπου In = −t+ Jn, είναι κάλυψη του A.
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(β) ΄Εστω X ⊆ R. Γράφουμε

µ∗(X) = µ∗(X − t) = µ∗((X − t) ∩A) + µ∗((X − t) \A)

= µ∗(−t+ (X ∩ (A+ t))) + µ∗(−t+ (X \ (A+ t)))

= µ∗(X ∩ (A+ t)) + µ∗(X \ (A+ t)).

χρησιμοποιώντας το αναλλοίωτο του εξωτερικού μέτρου ως προς μεταφορές (το οποίο

αποδείχτηκε στο (α)) και, για την δεύτερη ισότητα, το γεγονός ότι το A είναι μετρήσι-

μο.

2. (α) ΄Εστω A φραγμένο υποσύνολο του R. Δείξτε ότι µ∗(A) < +∞.
(β) ΄Εστω ότι το A ⊆ R έχει τουλάχιστον ένα εσωτερικό σημείο. Δείξτε ότι µ∗(A) > 0.

Υπόδειξη. (α) Αφού το A είναι φραγμένο, υπάρχει α > 0 ώστε A ⊆ (−α, α). Από τον

ορισμό του εξωτερικού μέτρου,

µ∗(A) ≤ `((−α, α)) = 2α < +∞.

(β) ΄Εστω x0 εσωτερικό σημείο του A. Υπάρχει δ > 0 ώστε (x0− δ, x0 + δ) ⊆ A. Από την

μονοτονία του εξωτερικού μέτρου,

µ∗(A) ≥ µ∗((x0 − δ, x0 + δ)) = `((x0 − δ, x0 + δ)) = 2δ > 0.

3. (α) Αν A,B ⊆ R και µ∗(B) = 0, δείξτε ότι µ∗(A ∪B) = µ∗(A).

(β) Αν A,B ⊆ R και µ∗(A4B) = 0, δείξτε ότι µ∗(A) = µ∗(B) (με A4B συμβολίζουμε
τη συμμετρική διαφορά (A \B) ∪ (B \A) των A και B).

Υπόδειξη. (α) Αφού A ⊆ A ∪ B, έχουμε µ∗(A) ≤ µ∗(A ∪ B). Από την υπόθεση και από

την υποπροσθετικότητα του εξωτερικού μέτρου προκύπτει η αντίστροφη ανισότητα:

µ∗(A ∪B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B) = µ∗(A),

διότι µ∗(B) = 0.

(β) Παρατηρήστε ότι µ∗(A \ B) ≤ µ∗A4B) = 0. Συνεπώς, µ∗(A \ B) = 0. μοια,

µ∗(B \A) = 0. Γράφουμε

µ∗(A) ≤ µ∗(A ∪B) = µ∗(B ∪ (A \B))

≤ µ∗(B) + µ∗(A \B) = µ∗(B).

Με τον ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι µ∗(B) ≤ µ∗(A).

4. (α) ΄Εστω A ⊆ R και t ∈ R. Συμβολίζουμε με tA το σύνολο tA = {tx | x ∈ A}. Δείξτε
ότι µ∗(tA) = |t| µ∗(A).
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(β) ΄Εστω f : B ⊆ R → R συνάρτηση Lipschitz με σταθερά C, δηλαδή |f(x) − f(y)| ≤
C|x− y| για κάθε x, y ∈ B. Δείξτε ότι

µ∗(f(A)) ≤ Cµ∗(A)

για κάθε A ⊆ B.
(γ) ΄Εστω A ⊆ R με µ(A) = 0. Δείξτε ότι το σύνολο A′ = {x2 | x ∈ A} έχει επίσης μέτρο
µ(A′) = 0.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω t 6= 0 (η περίπτωση t = 0 δεν παρουσιάζει ενδιαφέρον). Παρατηρήστε

ότι αν {In}∞n=1 είναι μια κάλυψη του A από ανοικτά διαστήματα, τότε η {Jn}∞n=1, όπου

Jn = tIn, είναι κάλυψη του tA και

∞∑
n=1

`(Jn) = |t|
∞∑
n=1

`(In),

διότι `(tI) = |t|`(I) για κάθε διάστημα (εξηγήστε γιατί). ΄Επεται ότι

µ∗(tA) = inf

{ ∞∑
n=1

`(Jn) : tA ⊆
∞⋃
n=1

Jn

}
≤ inf

{ ∞∑
n=1

`(tIn) : A ⊆
∞⋃
n=1

In

}

= inf

{
|t|
∞∑
n=1

`(In) : A ⊆
∞⋃
n=1

In

}
= |t|µ∗(A).

(β) ΄Εστω {In}∞n=1 είναι μια κάλυψη του A από ανοικτά διαστήματα. Μπορούμε να υποθέ-

σουμε ότι A ∩ In 6= ∅ για κάθε n ∈ N. Αν x, y ∈ A ∩ In, τότε

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| ≤ C `(In).

Συνεπώς, diam(f(A ∩ In)) ≤ C `(In). ΄Επεται ότι το σύνολο f(A ∩ In) περιέχεται σε

διάστημα Jn μήκους `(Jn) ≤ C `(In). Η {Jn}∞n=1, όπου Jn = t + In, είναι κάλυψη του

f(A) και
∞∑
n=1

`(Jn) ≤ C
∞∑
n=1

`(In).

΄Επεται ότι

µ∗(f(A)) = inf

{ ∞∑
n=1

`(Jn) : f(A) ⊆
∞⋃
n=1

Jn

}
≤ inf

{ ∞∑
n=1

C `(In) : A ⊆
∞⋃
n=1

In

}
= C µ∗(A).

(γ) Για κάθε n ∈ N ορίζουμε An = A ∩ [−n, n]. Παρατηρήστε ότι µ(An) = 0 και ότι η

f(x) = x2 είναι 2n-Lipschitz στο An. Από το (β) συμπεραίνουμε ότι

µ∗(f(An)) ≤ 2nµ(An) = 0
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για κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι

µ∗(f(A)) = µ∗

( ∞⋃
n=1

f(An)

)
≤
∞∑
n=1

µ∗(f(An)) = 0,

δηλαδή, µ(f(A)) = 0.

5. ΄Εστω E ⊆ R με 0 < µ∗(E) < +∞ και έστω 0 < α < 1. Δείξτε ότι υπάρχει ανοιχτό
διάστημα I με την ιδιότητα

µ∗(E ∩ I) > α `(I).

Υπόδειξη. Από τον ορισμό του εξωτερικού μέτρου, για κάθε ε > 0 μπορούμε να βρούμε

ακολουθία {In} ανοικτών διαστημάτων ώστε A ⊆
⋃∞
n=1 In και

∞∑
n=1

λ(In) < (1 + ε)µ∗(A).

Από την υποπροσθετικότητα του µ∗ παίρνουμε

µ∗(A) ≤
∞∑
n=1

µ∗(A ∩ In).

Από τις παραπάνω ανισότητες έπεται ότι, για κάποιον m ∈ N,

µ∗(A ∩ Im) ≥ 1

1 + ε
`(Im).

Παίρνοντας ε = 1
α − 1 > 0 έχουμε το ζητούμενο.

Σημείωση. Το συμπέρασμα ισχύει και στην περίπτωση που µ∗(E) = ∞. Παρατηρήστε

ότι υπάρχει M > 0 ώστε το EM := E ∩ [−M,M ] να ικανοποιεί την 0 < µ∗(EM ) < ∞.

Εφαρμόζοντας το αποτέλεσμα της ΄Ασκησης 5 για το EM , βρίσκουμε ανοιχτό διάστημα I
με την ιδιότητα

µ∗(E ∩ I) ≥ µ∗(EM ∩ I) > α `(I).

6. ΄Εστω A μετρήσιμο σύνολο και δ > 0 ώστε µ(A∩I) ≥ δ `(I) για κάθε ανοιχτό διάστημα.
Δείξτε ότι µ(Ac) = 0.

Υπόδειξη. Αφού µ(A∩ I) ≤ `(I) για κάθε ανοικτό διάστημα I, συμπεραίνουμε ότι 0 < δ ≤
1. Αν πάλι δ = 1, έχουμε µ(A∩(−n, n)) = 2n για κάθε n ∈ N, δηλαδή µ(Ac∩(−n, n)) = 0
για κάθε n ∈ N, άρα µ(Ac) = 0 (εξηγήστε τα βήματα).

Υποθέτουμε λοιπόν ότι 0 < δ < 1. ΄Εστω ότι µ(Ac) > 0. Από την ΄Ασκηση 5, υπάρχει

ανοιχτό διάστημα I με την ιδιότητα

µ(Ac ∩ I) > (1− δ) `(I).
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Τότε,

µ(A ∩ I) = µ(I)− µ(Ac ∩ I) < `(I)− (1− δ) `(I) = δ `(I),

το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση.

7. ΄Εστω A,B ⊆ R με

dist(A,B) = inf{|x− y| : x ∈ A, y ∈ B} > 0.

Δείξτε ότι

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B).

Υπόδειξη. Η ανισότητα µ∗(A ∪ B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B) ισχύει πάντα, από την υποπροσ-

θετικότητα του εξωτερικού μέτρου.

Για την αντίστροφη ανισότητα μπορούμε να υποθέσουμε ότι µ∗(A ∪ B) < ∞. ΄Εστ-

ω ε > 0 και έστω {In}∞n=1 μια κάλυψη του A ∪ B από ανοικτά διαστήματα. Για κάθε

n ∈ N μπορούμε να βρούμε πεπερασμένα το πλήθος ανοικτά διαστήματα Jn,1, . . . , Jn,kn με

μήκος μικρότερο από δ/2, όπου δ = dist(A,B), ώστε In ⊆ Jn,1 ∪ · · · ∪ Jn,kn και `(In) <∑kn
s=1 `(Jn,s)+ ε

2n (αν In = (an, bn), θεωρήστε το κλειστό διάστημα
[
an − ε

2n+1 , bn + ε
2n+1

]
και χωρίστε το σε kn διαδοχικά διαστήματα μήκους μικρότερου από δ/2). Τότε, η {Jn,s :
n ∈ N, 1 ≤ s ≤ kn} είναι κάλυψη του A ∪ B από ανοικτά διαστήματα μήκους μικρότερου

από δ/2, και
∞∑
n=1

kn∑
s=1

`(Jn,s) <

∞∑
n=1

`(In) + ε.

Αν {Us}∞s=1 είναι η οικογένεια των Jn,s για τα οποία A ∩ Jn,s 6= ∅ και {Vs}∞s=1 είναι η

οικογένεια των Jn,s για τα οποία B ∩ Jn,s 6= ∅, τότε A ⊆
⋃∞
s=1 Us, B ⊆

⋃∞
s=1 Vs και

Us ∩ Vm = ∅ για κάθε s,m: για τον τελευταίο ισχυρισμό παρατηρήστε ότι αν y ∈ Us ∩ Vm
τότε υπάρχουν a ∈ A ∩ Us και b ∈ B ∩ Vm ώστε |y − a| < `(Us) < δ/2 και |y − b| <
`(Vm) < δ/2, οπότε dist(A,B) ≤ |a− b| ≤ |a− y|+ |y − b| < δ, το οποίο είναι άτοπο. Με

άλλα λόγια, καθένα από τα ανοικτά διαστήματα Jn,s ανήκει σε μία το πολύ από τις {Us}∞s=1

και {Vs}∞s=1. Τότε,

µ∗(A) + µ∗(B) ≤
∞∑
s=1

`(Us) +

∞∑
s=1

`(Vs)

≤
∞∑
n=1

kn∑
s=1

`(Jn,s)

<

∞∑
n=1

`(In) + ε.

Παίρνοντας infimum ως προς όλες τις καλύψεις {In}∞n=1 του A ∪B, συμπεραίνουμε ότι

µ∗(A) + µ∗(B) ≤ µ∗(A ∪B) + ε,
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και, αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έχουμε ότι µ∗(A) + µ∗(B) ≤ µ∗(A ∪B).

8. ΄Εστω A ⊆ R μετρήσιμο σύνολο με 0 < µ(A) < +∞.
(α) Δείξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R με f(x) = µ(A ∩ (−∞, x]) είναι συνεχής.

(β) Δείξτε ότι υπάρχει μετρήσιμο σύνολο F με F ⊆ A και µ(F ) = µ(A)/2.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω x, y ∈ R με x < y. Παρατηρήστε ότι

A ∩ (−∞, y] ⊆ (A ∩ (−∞, x]) ∪ [x, y],

άρα

f(y) = µ(A ∩ (−∞, y]) ≤ µ(A ∩ (−∞, x]) + µ([x, y]) = f(x) + (y − x).

΄Επεται ότι, για κάθε x, y ∈ R,

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y|

(εξηγήστε γιατί), δηλαδή η f είναι 1-Lipschitz.

(β) Παρατηρήστε ότι

lim
n→∞

f(n) = lim
n→∞

µ(A ∩ (−∞, n]) = µ(A)

και

lim
n→∞

f(−n) = lim
n→∞

µ(A ∩ (−∞,−n]) = µ(∅) = 0.

Χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η ακολουθία A∩ (−∞, n] αυξάνει στο A και η ακολουθία

A ∩ (−∞,−n] φθίνει στο κενό σύνολο (και µ(A ∩ (−∞,−1]) ≤ µ(A) < ∞). Αφού η f
είναι συνεχής και

0 = lim
n→∞

f(−n) <
µ(A)

2
< lim
n→∞

f(n) = µ(A),

υπάρχει x ∈ R ώστε

f(x) = µ(A ∩ (−∞, x]) =
µ(A)

2
.

Θέτοντας F = A ∩ (−∞, x], παίρνουμε το ζητούμενο.

9. ΄Εστω A ⊆ R. Δείξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Το A είναι μετρήσιμο.

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό F ⊆ R με F ⊆ A και µ∗(A \ F ) < ε.

(iii) Υπάρχει Fσ-σύνολο Γ ώστε Γ ⊆ A και µ∗
(
A \ Γ

)
= 0.
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Υπόδειξη. (i) ⇒ (ii). ΄Εστω ε > 0. Το A είναι μετρήσιμο, άρα το Ac είναι μετρήσιμο.

Γνωρίζουμε ότι υπάρχει ανοικτό σύνολο G ώστε Ac ⊆ G και µ∗(G \Ac) = µ(G \Ac) < ε.
Θέτουμε F = Gc. Τότε, το F είναι κλειστό, F ⊆ A, και A \ F = G \Ac. Συνεπώς,

µ∗(A \ F ) = µ∗(G \Ac) < ε.

(ii) ⇒ (iii). Υποθέτοντας το (ii), για κάθε k ∈ N μπορούμε να βρούμε κλειστό Fk ⊆ R με

Fk ⊆ A και µ∗(A \ Fk) < 1/k. Ορίζουμε Γ =
⋃∞
k=1 Fk. Το Γ είναι Fσ-σύνολο και Γ ⊆ A.

Παρατηρούμε ότι

µ∗(A \ Γ) ≤ µ∗(A \ Fk) <
1

k

για κάθε k ∈ N, άρα

µ∗(A \ Γ) = 0.

΄Εχουμε λοιπόν αποδείξει το (iii).

(iii) ⇒ (i). Υποθέτουμε ότι υπάρχει Fσ-σύνολο Γ ώστε Γ ⊆ A και µ∗
(
A \ Γ

)
= 0. Το

A\Γ είναι μετρήσιμο (έχει μηδενικό εξωτερικό μέτρο). Το Γ ανήκει στην Borel σ-άλγεβρα
(ως αριθμήσιμη ένωση κλειστών συνόλων). ΄Αρα, το Γ είναι μετρήσιμο. Γράφοντας

A = Γ ∪ (A \ Γ)

συμπεραίνουμε ότι το A είναι μετρήσιμο.

10. ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων του R. Ορίζουμε τα σύνολα

lim supAn = {x ∈ R | x ∈ An για άπειρα n}

και

lim inf An = {x ∈ R | υπάρχει n0(x) ∈ N ώστε x ∈ An για κάθε n ≥ n0(x)}.

Δείξτε ότι

lim supAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak και lim inf An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι x ∈
⋂∞
n=1

⋃∞
k=nAk αν και μόνο αν για κάθε n ∈ N ισχύει

x ∈
⋃∞
k=nAk, δηλαδή αν και μόνο αν για κάθε n ∈ N υπάρχει k ≥ n ώστε x ∈ Ak.

Εξηγήστε γιατί η τελευταία πρόταση ισχύει αν και μόνο αν x ∈ Ak για άπειρες τιμές του k.

(β) Παρατηρήστε ότι x ∈
⋃∞
n=1

⋂∞
k=nAk αν και μόνο υπάρχει n ∈ N ώστε x ∈

⋂∞
k=nAk,

δηλαδή αν και μόνο αν υπάρχει n ∈ N ώστε για κάθε k ≥ n να ισχύει x ∈ Ak, δηλαδή αν

και μόνο αν το x ανήκει σε τελικά όλα τα Ak.

11. ΄Εστω (An) ακολουθία μετρήσιμων υποσυνόλων του R. Δείξτε ότι:
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(α) Τα lim supAn και lim inf An είναι μετρήσιμα σύνολα.

(β) µ(lim inf An) ≤ lim inf µ(An) και αν µ(∪∞n=1An) < +∞ τότε

lim supµ(An) ≤ µ(lim supAn).

(γ) Αν
∑∞
n=1 µ(An) < +∞, τότε µ(lim supAn) = 0.

Υπόδειξη. (α) Αφού κάθε An είναι μετρήσιμο σύνολο, από τις

lim supAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak και lim inf An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak

είναι φανερό ότι τα lim supAn και lim inf An είναι μετρήσιμα σύνολα (χρησιμοποιούμε το

γεγονός ότι αριθμήσιμες τομές και αριθμήσιμες ενώσεις μετρήσιμων συνόλων είναι μετρή-

σιμα σύνολα).

(β) Θέτουμε Bn =
⋂∞
k=nAk. Η ακολουθία (Bn) είναι αύξουσα και

⋃∞
n=1Bn = lim inf An.

΄Αρα,

µ(lim inf An) = lim
n→∞

µ(Bn).

Από την άλλη πλευρά, Bn ⊆ An άρα µ(Bn) ≤ µ(An). Συνεπώς,

lim
n→∞

µ(Bn) ≤ lim inf
n→∞

µ(An).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, έχουμε µ(lim inf An) ≤ lim inf µ(An).
΄Ομοια, θέτουμε Cn =

⋃∞
k=nAk. Η ακολουθία (Cn) είναι φθίνουσα και

⋂∞
n=1 Cn =

lim supAn. Από την υπόθεση έχουμε µ(C1) < +∞, άρα,

µ(lim supAn) = lim
n→∞

µ(Cn).

Από την άλλη πλευρά, An ⊆ Cn άρα µ(An) ≤ µ(Cn). Συνεπώς,

lim sup
n→∞

µ(An) ≤ lim
n→∞

µ(Cn).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, έχουμε lim supµ(An) ≤ µ(lim supAn).

(γ) Με τον συμβολισμό του (β), για κάθε n ∈ N έχουμε

µ(lim supAn) ≤ µ(Cn) ≤
∞∑
k=n

µ(Ak).

Αφού
∑∞
k=1 µ(Ak) < +∞, έχουμε

lim
n→∞

∞∑
k=n

µ(Ak) = 0.
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΄Επεται ότι µ(lim supAn) = 0.

12. Δείξτε ότι τα ακόλουθα σύνολα είναι σύνολα Borel και βρείτε το μέτρο τους: Q, R \Q,
[0, 1] \Q, C + 1, 2C, όπου C το σύνολο του Cantor.

Υπόδειξη. (α) Το Q είναι αριθμήσιμο, άρα μετρήσιμο σύνολο και µ(Q) = 0.

(β) Το R\Q είναι μετρήσιμο ως συμπλήρωμα μετρήσιμου συνόλου. Για κάθε n ∈ N έχουμε

µ([0, n] \Q) = n− µ([0, n] ∩Q) = n− 0 = n. Συνεπώς, µ(R \Q) ≥ µ([0, n] \Q) = n για

κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι µ(R \Q) =∞.

(γ) Το [0, 1] \ Q = [0, 1] ∩ (R \ Q) είναι μετρήσιμο ως τομή μετρήσιμων συνόλων. ΄Οπως

στο (β), βλέπουμε ότι µ([0, 1] \Q) = µ([0, 1])− µ([0, 1] ∩Q) = 1− 0 = 1.

(δ) Το C είναι μετρήσιμο και έχει μέτρο μηδέν. Από την ΄Ασκηση 1, το ίδιο ισχύει και για

το C + 1 (μεταφορά του C).

(ε) Το C είναι μετρήσιμο και έχει μέτρο μηδέν. Δουλεύοντας όπως στην ΄Ασκηση 4,

βλέπουμε ότι το 2C είναι μετρήσιμο και έχει μέτρο μηδέν.

13. ΄Εστω A υπεραριθμήσιμο σύνολο και X η οικογένεια των υποσυνόλων X του A που
ικανοποιούν το εξής: είτε το X ή το A\X είναι αριθμήσιμο. Δείξτε ότι η X είναι σ-άλγεβρα.

Υπόδειξη. ΄Εχουμε A ∈ X διότι το A \A = ∅ είναι αριθμήσιμο σύνολο.

΄Εστω X ∈ X Τότε, είτε το X είναι αριθμήσιμο ή το A \X είναι αριθμήσιμο. Αν το X
είναι αριθμήσιμο, έχουμε ότι A \X ∈ X διότι το A \ (A \X) = X είναι αριθμήσιμο, ενώ αν

το A \X είναι αριθμήσιμο έπεται πάλι (άμεσα) ότι A \X ∈ X .

΄Εστω {Xn}∞n=1 ακολουθία συνόλων στην X . Αν όλα τα Xn είναι αριθμήσιμα σύνολα,

τότε το
⋃∞
n=1Xn είναι αριθμήσιμο κι αυτό, άρα ανήκει στην X . Αν υπάρχει m ∈ N ώστε

το A \Xm να είναι αρίθμήσιμο, τότε από την A \
⋃∞
n=1Xn ⊆ A \X έπεται ότι το A \Xm

είναι αριθμήσιμο, άρα
⋃∞
n=1Xn ∈ X . Σε κάθε περίπτωση λοιπόν, η ένωση των Xn ανήκει

στην X .

Από τα παραπάνω έπεται ότι η X είναι σ-άλγεβρα.

14. Δείξτε ότι ο αριθμός 1/4 ανήκει στο σύνολο του Cantor.

Υπόδειξη. Δείχνουμε με επαγωγή ότι: για κάθε n ∈ N, ο 1/4 βρίσκεται στο εσωτερικό

κάποιου από τα κλειστά διαστήματα I
(n)
k που σχηματίζουν το Cn, και χωρίζει το I

(n)
k σε

δύο μέρη που έχουν λόγο 3 : 1 αν n περιττός και 1 : 3 αν n άρτιος. ΄Επεται ότι
1
4 ∈ C

αλλά, για κάθε n ∈ N, ο
1
4 δεν είναι άκρο κανενός από τα 2n κλειστά διαστήματα I

(n)
k που

σχηματίζουν το Cn.

Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι x ∈ I(n)k = (a, b) και x − a = 3(b − x) (εδώ, ο n
είναι περιττός). Στο επόμενο βήμα, χωρίζουμε το [a, b] σε τρία ίσα μέρη και κρατάμε τα[
a, 2a+b3

]
,
[
2b+a
3 , b

]
. Παρατηρήστε ότι x = 3b+a

4 , άρα
2b+a
3 < x < b και

b− x = b− 3b+ a

4
=
b− a

4
= 3

(
3b+ a

4
− 2b+ a

3

)
= 3

(
x− 2b+ a

3

)
.
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15. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς:

(i) Αν A ⊆ R και µ∗(A) = 0, τότε το A είναι πεπερασμένο ή άπειρο αριθμήσιμο σύνολο.

(ii) Αν A ⊆ R και το A δεν είναι μετρήσιμο, τότε µ∗(A) > 0.

(iii) Αν A,B ⊆ R, µ∗(A) < +∞, B ⊆ A, το B είναι μετρήσιμο και µ(B) = µ∗(A), τότε
το A είναι μετρήσιμο.

(iv) ΄Εστω A ⊆ [a, b]. Τότε, µ∗(A) = 0 αν και μόνο αν υπάρχει κάλυψη του A από μια
ακολουθία ανοικτών διαστημάτων (In) ώστε

∑∞
n=1 `(In) < +∞ και κάθε x ∈ A

ανήκει σε άπειρα το πλήθος από τα διαστήματα In.

(v) Αν A ⊆ R τότε µ(A) = 0 αν και μόνο αν όλα τα υποσύνολα του A είναι μετρήσιμα.

Υπόδειξη. (i) Ψευδής: το σύνολο του Cantor έχει μηδενικό μέτρο αλλά είναι υπεραριθμή-

σιμο σύνολο.

(ii) Αληθής: διότι, κάθε σύνολο A ⊆ R με µ∗(A) = 0 είναι μετρήσιμο.

(iii) Αληθής: διότι για κάθε n ∈ N υπάρχει Gn ανοιχτό σύνολο ώστε A ⊆ Gn και µ(Gn) <
1
n + µ∗(A). Ορίζουμε G = ∩Gn, οπότε B ⊆ A ⊆ G και

µ(G \B) = µ(G)− µ(B) <
1

n
,

για κάθε n ∈ N που σημαίνει ότι το N = G \ B είναι μηδενικό σύνολο. Τότε, A =
B ∪ (A ∩N), το οποίο είναι μετρήσιμο.

(iv) Αληθής: Αν µ∗(A) = 0, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει κάλυψη του A από ανοικτά

διαστήματα (Jεn) ώστε
∑∞
n=1 `(J

ε
n) < ε. Θέτουμε In,m := J

1/2m

n . Τότε, η οικγένεια των

ανοικτών διαστημάτων In,m έχει τις ζητούμενες ιδιότητες. Αντίστροφα· έστω (In) κάλυψη

ανοικτών διαστημάτων με
∑∞
n=1 `(In) < +∞. ΄Εστω ε > 0 Τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε∑∞

n=n0
`(In) < ε. Καθώς, κάθε x ∈ A ανήκει σε άπειρα (In), έπεται ότι A ⊆

⋃∞
n=n0

In.
Συμπεραίνουμε ότι µ∗(A) < ε. Εφόσον, το ε > 0 ήταν τυχόν έχουμε µ∗(A) = 0.

(v) Αληθής: Αν µ(A) = 0, τότε προφανώς όλα τα υποσύνολά του είναι μετρήσιμα. Αν

µ(A) > 0, τότε το A περιέχει μη μετρήσιμο σύνολο.

Ομάδα Β΄

16. ΄Εστω A ⊆ [a, b] με µ(A) > 0. Δείξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ A ώστε x− y ∈ R \Q.

Υπόδειξη. Αν δεν ισχύει το ζητούμενο, τότε A − A = {x − y : x, y ∈ A} ⊆ Q. Αφού

µ(A) > 0, το A είναι μη κενό. Σταθεροποιούμε x0 ∈ A και από την

A− x0 ⊆ A−A ⊆ Q

συπεραίνουμε ότι το A − x0, άρα και το A, είναι αριθμήσιμο σύνολο. Τότε, µ(A) = 0, το
οποίο είναι άτοπο: από την υπόθεση έχουμε µ(A) > 0.
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17. (α) Αν το A είναι μετρήσιμο και µ(A4B) = 0, τότε το B είναι μετρήσιμο και
µ(B) = µ(A).

(β) Αν τα A,B είναι μετρήσιμα, τότε

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B).

(γ) Αν τα A,B είναι μετρήσιμα, A ⊆ B και µ(A) = µ(B) < +∞, τότε µ(B \A) = 0.

(δ) Δώστε παράδειγμα μετρήσιμων συνόλων A,B με A ⊆ B και µ(A) = µ(B), αλλά
µ(B \A) > 0.

Υπόδειξη. (α) Από την µ(A4B) = 0 έχουμε ότι τα A \ B, B \ A είναι μετρήσιμα και

µ(A \B) = 0 και µ(B \A) = 0. Γράφοντας

B = (A ∩B) ∪ (B \A) = [A \ (A \B)] ∪ (B \A),

συμπεραίνουμε ότι το B είναι μετρήσιμο, και

µ(B) = [µ(A)− µ(A \B)] + µ(B \A) = µ(A).

(β) Γράφουμε

µ(A) + µ(B) = µ(A ∩B) + µ(A \B) + µ(B) = µ(A ∩B) + µ(A ∪B),

χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι τα A \B, B είναι ξένα και A ∪B = (A \B) ∪B.

(γ) Από την B = A ∪ (B \ A) παίρνουμε µ(B) = µ(A) + µ(B \ A), διότι τα A και B \ A
είναι ξένα. Αφού µ(A) = µ(B) < +∞, διαγράφοντάς τα, από την προηγούμενη ισότητα

παίρνουμε µ(B \A) = 0.

(δ) Αν A = [1,+∞) και B = [0,+∞), τότε A ⊆ B, µ(A) = µ(B) = +∞ και B\A = [0, 1),
δηλαδή µ(B \A) = 1 > 0.

18. ΄Εστω En = {x ∈ [0, 2π] | sinx < 1/n}. Υπολογίστε τα µ
(⋂∞

n=1En
)
και limn→∞ µ(En).

Υπόδειξη. ΄Εχουμε En = [0, an) ∪ (π − an, 2π], όπου an = arcsin(1/n). Συνεπώς,

µ(En) = π + 2an = π + 2 arcsin(1/n).

Παρατηρήστε ότι η {En}∞n=1 είναι φθίνουσα και
⋂∞
n=1En = {0} ∪ [π, 2π]. ΄Αρα,

µ
( ∞⋂
n=1

En
)

= lim
n→∞

µ(En) = π.

19. ΄Εστω f : R→ R. Δείξτε ότι το σύνολο

A = {x ∈ R | η f είναι συνεχής στο x}
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είναι σύνολο Borel.

Υπόδειξη. Για κάθε m ∈ N ορίζουμε

Am =

{
x ∈ R : υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε y, z ∈ (x− δ, x+ δ) να ισχύει |f(y)− f(z)| < 1

m

}
.

Δείξτε ότι A =
⋂∞
m=1Am και ότι κάθε Am είναι ανοικτό σύνολο. ΄Επεται ότι το A είναι

Gδ–σύνολο.

20. ΄Εστω fn : R→ R ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. Δείξτε ότι το σύνολο

B = {x ∈ R | lim
n→∞

fn(x) = +∞}

είναι σύνολο Borel.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι lim
n→∞

f(x) = +∞ αν και μόνο αν για κάθε s ∈ N υπάρχει

k ∈ N ώστε για κάθε n ≥ k να ισχύει fn(x) > s. Συνεπώς,

B =

∞⋂
s=1

∞⋃
k=1

∞⋂
n=k

{x ∈ R : fn(x) > s} .

Αφού οι fn είναι συνεχείς, κάθε σύνολο της μορφής {x : fn(x) > s} (όπου s, n ∈ N) είναι

ανοικτό. ΄Αρα, το B είναι σύνολο Borel.

21. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι για κάθε Borel B ⊆ R το f−1(B)
είναι σύνολο Borel.

Υπόδειξη. ΄Εστω B η Borel σ-άλγεβρα. Ορίζουμε A = {A ⊆ R : f−1(A) ∈ B}.

(i) ΄Εχουμε f−1(R) = R ∈ B, άρα R ∈ A.

(ii) Αν A ∈ A τότε f−1(A) ∈ B και, αφού η B είναι σ–άλγεβρα, f−1(Ac) = R\f−1(A) ∈
B. Συνεπώς, Ac ∈ A.

(iii) Αν An ∈ A, n ∈ N, τότε

f−1

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞⋃
n=1

f−1(An) ∈ B

διότι η B είναι σ–άλγεβρα. Συνεπώς,
⋃∞
n=1An ∈ A.

(iv) Αν A ⊆ R ανοικτό, τότε το f−1(A) είναι ανοικτό διότι η f είναι συνεχής, άρα

f−1(A) ∈ B. Δηλαδή, η A περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του R.
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΄Επεται ότι η A είναι σ–άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του R, άρα A ⊇ B.
Αυτό δείχνει ότι για κάθε Borel B ⊆ R το f−1(B) είναι σύνολο Borel.

22. Για κάθε x ∈ [0, 1) συμβολίζουμε με (x1, x2, x3, . . .) την δεκαδική παράσταση του x
(αν το x έχει δύο διαφορετικές δεκαδικές παραστάσεις θεωρούμε εκείνη που τελειώνει σε
άπειρα μηδενικά). Βρείτε το εξωτερικό μέτρο καθενός από τα σύνολα:

(i) A1 = {x ∈ [0, 1) | x1 6= 5}.

(ii) A2 = {x ∈ [0, 1) | x1 6= 5 και x2 6= 5}.

(iii) A3 = {x ∈ [0, 1) | για κάθε n = 1, 2, . . . , xn 6= 5}.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι

A1 =

[
0,

1

2

)
∪
[

6

10
, 1

)
.

Συνεπώς, µ(A1) = 9
10 .

(β) Για τον ορισμό του A1 χωρίσαμε το [0, 1) σε δέκα ίσα και διαδοχικά ημιανοικτά διαστή-

ματα [0, 1/10), [1/10, 2/10), . . . , [9/10, 1) και αφαιρέσαμε το [5/10, 6/10) το οποίο είναι το

σύνολο των x ∈ [0, 1) για τα οποία x1 = 5. Για να ορίσουμε το A2 χωρίζουμε καθένα

από τα υπόλοιπα διαστήματα [k/10, (k+ 1)/10), k 6= 5, σε δέκα ίσα και διαδοχικά ημιανοικ-

τά διαστήματα μήκους 1/102 και αφαιρούμε το ένα από αυτά (το έκτο κάθε φορά είναι το

σύνολο των σημείων του υποδιαστήματος για τα οποία x2 = 5). Αυτό σημαίνει ότι το A2

αποτελείται από 81 ξένα ημιανοικτά διαστήματα μήκους 1/100. Συνεπώς,

µ(A2) =
81

100
=

(
9

10

)2

.

(γ) Συνεχίζοντας αυτόν τον συλλογισμό, βλέπουμε ότι το σύνολο

An = {x ∈ [0, 1) | x1 6= 5, . . . , xn 6= 5}

έχει μέτρο

µ(An) =

(
9

10

)n
.

Συνεπώς, για το σύνολο A = {x ∈ [0, 1) | για κάθε n = 1, 2, . . . , xn 6= 5} έχουμε

A =
⋂∞
n=1An και, αφού η {An} είναι φθίνουσα ακολουθία συνόλων, παίρνουμε

µ(A) = lim
n→∞

µ(An) = lim
n→∞

(
9

10

)n
= 0.
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23. ΄Εστω θ ∈ (0, 1). Επαναλαμβάνουμε την διαδικασία κατασκευής του συνόλου του
Cantor με τη διαφορά ότι στο n-οστό βήμα αφαιρούμε κεντρικό ανοιχτό διάστημα μήκους
θ/3n από κάθε διάστημα που έχει απομείνει στο (n − 1)-οστό βήμα. Καταλήγουμε σε ένα
σύνολο Cθ «τύπου Cantor». Δείξτε ότι:

(α) Το Cθ είναι τέλειο και δεν περιέχει ανοιχτά διαστήματα.
(β) Το Cθ είναι υπεραριθμήσιμο.
(γ) Το Cθ είναι μετρήσιμο και µ(Cθ) = 1− θ > 0.

Υπόδειξη. Θεωρούμε το διάστημα I(0) = [0, 1] και το χωρίζουμε σε τρία διαστήματα: το

μεσαίο έχει μήκος
θ
3 και τα άλλα δύο έχουν το ίδιο μήκος. Αφαιρούμε το ανοικτό μεσαίο

διάστημα και ονομάζουμε I(1) το σύνολο που απομένει. Το I(1) είναι προφανώς κλειστό

σύνολο, και µ(I(1)) = 1− θ
3 . Χωρίζουμε καθένα από τα δύο διαστήματα που σχηματίζουν

το I(1) σε τρία διαστήματα: το μεσαίο έχει μήκος
θ
32 και τα άλλα δύο έχουν το ίδιο μήκος.

Κατόπιν, αφαιρούμε το μεσαίο ανοικτό διάστημα. Ονομάζουμε I(2) το σύνολο που απομένει.

Το I(2) είναι προφανώς κλειστό σύνολο, και

µ(I(2)) = µ(I(1))− 2
θ

32
= 1− θ

3
− 2

θ

32
.

Συνεχίζοντας με αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζουμε για κάθε n = 1, 2, . . . ένα κλειστό

σύνολο I(n) έτσι ώστε η ακολουθία (I(n)) να έχει τις εξής ιδιότητες:

(i) I(n) ⊃ I(n+1)
για κάθε n ≥ 0.

(ii) Το I(n) είναι η ένωση 2n κλειστών διαστημάτων που έχουν το ίδιο μήκος.

(iii) µ(I(n)) = 1− θ
3 − 2 θ

32 − · · · − 2n−1 θ
3n .

Τέλος, ορίζουμε

Cθ =
∞⋂
n=0

I(n).

Παρατηρούμε ότι

µ(Cθ) = lim
n→∞

µ(I(n)) = lim
n→∞

[
1− θ

(
1−

(
2

3

)n−1)]
= 1− θ.

Αν I
(n)
k είναι κάποιο από τα κλειστά διαστήματα που σχηματίζουν το I(n), τότε το μήκος του

I
(n)
k είναι ίσο με

1
2n

[
1− θ

(
1−

(
2
3

)n−1)] → 0. Χρησιμοποιώντας αυτήν την πληροφορία

και δουλεύοντας όπως στην περίπτωση του κλασικού συνόλου του Cantor, μπορούμε να

δείξουμε ότι το Cθ είναι τέλειο και δεν περιέχει διαστήματα.

Ομάδα Γ΄
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24. ΄Εστω {qn}∞n=1 μια αρίθμηση του Q ∩ [0, 1]. Για κάθε ε > 0 ορίζουμε

A(ε) =

∞⋃
n=1

(
qn −

ε

2n
, qn +

ε

2n

)
.

Τέλος, θέτουμε A = ∩∞j=1A(1/j).

(α) Δείξτε ότι µ(A(ε)) ≤ 2ε.

(β) Αν ε < 1
2 δείξτε ότι το [0, 1] \A(ε) είναι μη κενό.

(γ) Δείξτε ότι A ⊆ [0, 1] και µ(A) = 0.

(δ) Δείξτε ότι Q ∩ [0, 1] ⊆ A και ότι το A είναι υπεραριθμήσιμο.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι

µ(A(ε)) ≤
∞∑
n=1

µ
((
qn −

ε

2n
, qn +

ε

2n
))

=

∞∑
n=1

2ε

2n
= 2ε.

(β) Αν το [0, 1] \ A(ε) ήταν κενό, θα είχαμε [0, 1] ⊆ A(ε), οπότε 1 ≤ µ(A(ε)). ΄Ομως, αν

ε < 1
2 , από το (α) παίρνουμε µ(A(ε)) ≤ 2ε < 1.

(γ) Αφού 0 ≤ qn ≤ 1, για κάθε j ∈ N έχουμε A ⊆ A(1/j) ⊆ [−1/j, 1 + 1/j]. ΄Αρα,

A ⊆
∞⋂
j=1

[−1/j, 1 + 1/j] = [0, 1].

Επίσης, από το (α),

µ(A) ≤ µ(A(1/j)) ≤ 2/j

για κάθε j ∈ N. ΄Αρα, µ(A) = 0.

(δ) ΄Εχουμε Q ∩ [0, 1] = {qn : n ∈ N} ⊆ A(1/j) για κάθε j ∈ N, άρα Q ∩ [0, 1] ⊆⋂∞
j=1A(1/j) = A.

Για κάθε j ∈ N, το [0, 1] \ A(1/j) είναι κλειστό και πουθενά πυκνό (διότι δεν περιέχει

ρητούς). Ας υποθέσουμε ότι το A είναι αριθμήσιμο. Αν A = {xn : n ∈ N}, τότε μπορούμε

να γράψουμε

[0, 1] = A ∪ ([0, 1] \A) =

( ∞⋃
n=1

{xn}

)
∪

 ∞⋃
j=1

([0, 1] \A(1/j))

 .

Αυτό οδηγεί σε άτοπο: όλα τα σύνολα {xn}, [0, 1] \ A(1/j) είναι κλειστά, άρα κάποιο από

αυτά θα έπρεπε να περιέχει διάστημα, από το θεώρημα του Baire. Συνεπώς, το A είναι

υπεραριθμήσιμο.
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25. ΄Εστω {An} ακολουθία Lebesgue μετρήσιμων υποσυνόλων του [0, 1] με την ιδιότητα

lim sup
n→∞

µ(An) = 1.

Δείξτε ότι: για κάθε 0 < α < 1 υπάρχει υπακολουθία {Akn} της {An} με

µ (∩∞n=1Akn) > α.

Υπόδειξη. Αφού lim sup
n→∞

µ(An) = 1, για κάθε ε > 0 και για κάθε m ∈ N μπορούμε να

βρούμε n > m ώστε µ(An) > 1− ε.
΄Εστω 0 < α < 1. Επαγωγικά, βρίσκουμε k1 < k2 < · · · < kn < kn+1 < · · · ώστε

µ(Akn) > 1− 1− α
2n

.

Τότε, αν θέσουμε Ackn := [0, 1] \Akn , έχουμε

µ
(
∪∞n=1A

c
kn

)
≤
∞∑
n=1

µ(Ackn) <

∞∑
n=1

1− α
2n

= 1− α.

Συνεπώς,

µ (∩∞n=1Akn) = 1− µ
(
∪∞n=1A

c
kn

)
> α.

26. ΄Εστω E ένα Lebesgue μετρήσιμο υποσύνολο του R με µ(E) < ∞. ΄Εστω {An}
ακολουθία Lebesgue μετρήσιμων υποσυνόλων του E και έστω c > 0 με την ιδιότητα
µ(An) ≥ c για κάθε n ∈ N.
(α) Δείξτε ότι µ(lim supAn) > 0.

(β) Δείξτε ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία {kn} φυσικών με την ιδιότητα
∞⋂
n=1

Akn 6= ∅.

Υπόδειξη. (α) Για κάθε k ∈ N έχουμε ∪∞n=kAn ⊇ Ak, άρα

µ (∪∞n=kAn) ≥ µ(Ak) ≥ c.

Αν θέσουμε Ek = ∪∞n=kAn, τότε Ek ↘ lim supAn και µ(E1) ≤ µ(E) <∞. Συνεπώς,

µ(lim supAn) = lim
k→∞

µ(Ek) ≥ c > 0.

(β) Αφού µ(lim supAn) > 0, έχουμε lim supAn 6= ∅. Δηλαδή, υπάρχει x ∈ E το οποίο

ανήκει σε άπειρα το πλήθος An. Ισοδύναμα, υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία {kn}
φυσικών με την ιδιότητα x ∈ ∩∞n=1Akn . Με άλλα λόγια, ∩∞n=1Akn 6= ∅.
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27. ΄Εστω E ένα Lebesgue μετρήσιμο υποσύνολο του R με µ(E) > 1. Δείξτε ότι υπάρχουν
x 6= y στο E ώστε x− y ∈ Z.

Υπόδειξη. Ορίζουμε Em = E ∩ [m,m + 1), m ∈ Z. Κάθε Em είναι Lebesgue μετρήσιμο,

τα Em είναι ξένα ανά δύο, και η ένωση τους είναι το E.

Θέτουμε Fm = Em −m = {x−m : x ∈ Em}. Παρατηρήστε ότι Fm ⊆ [0, 1) για κάθε

m ∈ Z. Θα δείξουμε ότι υπάρχουν m 6= n στο Z ώστε Fm ∩ Fn 6= ∅. Πράγματι, αν τα Fm
ήταν ξένα ανά δύο, τότε θα είχαμε

1 = µ([0, 1)) ≥ µ (∪m∈ZFm) =
∑
m∈Z

µ(Fm).

΄Ομως, µ(Fm) = µ(Em) για κάθε m. Συνεπώς,∑
m∈Z

µ(Fm) =
∑
m∈Z

µ(Em) = µ(E) > 1.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω ανισότητες καταλήγουμε σε άτοπο: 1 > 1.
Υπάρχουν λοιπόν m 6= n ώστε (Em −m) ∩ (En − n) 6= ∅. Δηλαδή, υπάρχουν x ∈ Em

και y ∈ En ώστε

x−m = y − n.

Με άλλα λόγια, υπάρχουν x, y στο E ώστε x− y = m− n ∈ Z \ {0}.

28. ΄Εστω E ένα υποσύνολο του R. Ορίζουμε το εσωτερικό μέτρο Lebesgue του E θέτοντας

µ(i)(E) = sup{µ(F ) : F ⊆ E,F κλειστό}.

(α) Δείξτε ότι µ(i)(E) ≤ µ∗(E).

(β) Υποθέτουμε ότι µ∗(E) <∞. Δείξτε ότι το E είναι Lebesgue μετρήσιμο αν και μόνο αν
µ(i)(E) = µ∗(E).

(γ) Δείξτε ότι αν µ∗(E) =∞ τότε η ισοδυναμία στο (β) δεν είναι πάντα σωστή.

Υπόδειξη. (α) Από την μονοτονία του εξωτερικού μέτρου έχουμε µ(F ) ≤ µ∗(E) για κάθε

κλειστό F ⊆ E. Συνεπώς,

µ∗(E) = sup{µ(F ) : F ⊆ E,F κλειστό} ≤ µ∗(E).

(β) Υποθέτουμε πρώτα ότι το E είναι Lebesgue μετρήσιμο. ΄Εστω ε > 0. Ξέρουμε ότι

υπάρχει κλειστό F ⊆ E ώστε µ(E) < µ(F ) + ε. Από τον ορισμό του µ∗(E) έπεται ότι

µ(E) < µ∗(E) + ε. Το ε > 0 ήταν τυχόν, άρα µ∗(E) ≤ µ∗(E). Από το (α) προκύπτει η

ισότητα.

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι µ∗(E) = µ∗(E) <∞. Μπορούμε τότε να βρούμε Gδ–
σύνολο G και Fσ–σύνολο F ώστε F ⊆ E ⊆ G και µ(F ) = µ∗(E) = µ(G) <∞ (εξηγήστε

γιατί). Τότε, µ(G \ F ) = µ(G) − µ(F ) = 0 και E \ F ⊆ G \ F , οπότε το E \ F είναι
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Lebesgue μετρήσιμο (με µ(E \ F ) = 0). ΄Επεται ότι το E = F ∪ (E \ F ) είναι Lebesgue
μετρήσιμο.

(γ) Αν µ∗(E) = ∞ τότε η ισοδυναμία στο (β) δεν είναι πάντα σωστή, με την εξής έννοια:

υπάρχει μη μετρήσιμο σύνολο E με µ∗(E) = µ∗(E) = ∞. Παράδειγμα: θεωρήστε ένα μη

μετρήσιμο A ⊂ [0, 1] και πάρτε σαν E το A ∪ [2,+∞).

29. Για κάθε A ∈M και για κάθε x ∈ R ορίζουμε

ρ(A, x) = lim
t→0+

µ(A ∩ (x− t, x+ t))

2t
,

αν αυτό το όριο υπάρχει. Ο ρ(A, x) είναι η μετρική πυκνότητα του A στο σημείο x.

(α) Δείξτε ότι ρ(Q, x) = 0 και ρ(R \Q, x) = 1 για κάθε x ∈ R.
(β) ΄Εστω 0 < α < 1. Κατασκευάστε σύνολο A ⊆ R με την ιδιότητα ρ(A, 0) = α.

Υπόδειξη. (α) Για κάθε x ∈ R και για κάθε t > 0 έχουμε

µ(Q ∩ (x− t, x+ t)) = 0 και µ((R \Q) ∩ (x− t, x+ t)) = 2t.

[Παρατηρήστε ότι τα δύο σύνολα είναι ξένα, έχουν ένωση το (x − t, x + t), και το πρώτο

είναι αριθμήσιμο ως υποσύνολο του Q.] ΄Επεται ότι

ρ(Q, x) = lim
t→0+

µ(Q ∩ (x− t, x+ t))

2t
= 0

και

ρ(R \Q, x) = lim
t→0+

µ((R \Q) ∩ (x− t, x+ t))

2t
= lim
t→0+

2t

2t
= 1.

(β) Για κάθε n ∈ N ορίζουμε

Cn =

(
− 1

n
,− 1

n+ 1

]
∪
[

1

n+ 1
,

1

n

)
.

Στη συνέχεια επιλέγουμε μετρήσιμο An ⊂ Cn ώστε µ(An) = αµ(Cn) (το Cn είναι απλό

σύνολο και η επιλογή του An δεν παρουσιάζει δυσκολίες – θυμηθείτε όμως και την ΄Ασκηση

8(β)). Ορίζουμε

A =

∞⋃
n=1

An.

Παρατηρήστε ότι, αν
1

n+1 ≤ t <
1
n , τότε

µ(A ∩ (−t, t))
2t

≤ µ(A ∩ (−1/n, 1/n))

2/(n+ 1)
=

2α/n

2/(n+ 1)
= α

n+ 1

n
≤ α(1 + 2t),
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και

µ(A ∩ (−t, t))
2t

≥ µ(A ∩ (−1/(n+ 1), 1/(n+ 1)))

2/n
=

2α/(n+ 1)

2/n
= α

n

n+ 1
≥ α(1− 2t).

΄Επεται ότι

lim
t→0+

µ(A ∩ (−t, t))
2t

= α,

δηλαδή ρ(A, 0) = α.

2.2 Metr simec sunart seic

Ομάδα Α΄

1. ΄Εστω A μετρήσιμο σύνολο και f : A→ [−∞,+∞] μετρήσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι,
για κάθε a ∈ R, η συνάρτηση fa : A→ [−∞,+∞] με

fa(x) =

 f(x) , αν f(x) ≤ a

a , αν f(x) > a,

είναι μετρήσιμη.

Υπόδειξη. Μπορούμε να γράψουμε fa = f ·χE+a ·χA\E , όπου E = [f ≤ a]. Παρατηρήστε

ότι το E είναι μετρήσιμο άρα η συνάρτηση fa είναι μετρήσιμη ως πράξεις μετρησίμων.

΄Ενας άλλος τρόπος να το δούμε είναι ο εξής: ΄Εστω b ∈ R. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

(α) a ≤ b. Τότε [fa ≤ b] = A, το οποίο είναι μετρήσιμο.

(β) a > b. Τότε, [fa ≤ b] = [f ≤ b], το οποίο είναι μετρήσιμο αφού η f είναι μετρήσιμη.

΄Ετσι, σε κάθε περίπτωση το [fa ≤ b] είναι μετρήσιμο.

2. Αν η f : (a, b)→ R είναι παραγωγίσιμη, τότε η f ′ είναι μετρήσιμη.

Υπόδειξη. Θεωρούμε την ακολουθία fn : (a, b) → R με fn(x) = n[f(x + 1/n) − f(x)].
Εφόσον, η f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x ∈ (a, b) ισχύει limn→∞ fn(x) = f ′(x). Κάθε

fn είναι μετρήσιμη οπότε η f ′ είναι μετρήσιμη.

3. (α) Αν A ⊆ R με µ(A) = 0, δείξτε ότι κάθε συνάρτηση f : A → [−∞,+∞] είναι
μετρήσιμη.

(β) ΄Εστω A,B μετρήσιμα σύνολα με µ(B) = 0 και έστω f : A ∪ B → [−∞,+∞] μια
συνάρτηση της οποίας ο περιορισμός f |A στο A είναι μετρήσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι η
f είναι μετρήσιμη.
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(γ) Αν το A ⊆ R είναι μετρήσιμο σύνολο και η f : A → R είναι συνεχής σχεδόν παντού
στο A, δείξτε ότι η f είναι μετρήσιμη.

Υπόδειξη. (α) ΄Αμεσο αφού κάθε υποσύνολο μηδενικού συνόλου είναι μετρήσιμο.

(β) ΄Εστω a ∈ R. Τότε,

[f > b] = {x ∈ A ∪B : f(x) > b} = {x ∈ B : f(x) > b} ∪ {x ∈ A : f(x) > b}.

Το πρώτο σύνολο στην προηγούμενη ένωση είναι μετρήσιμο ως υποσύνολο μηδενικού

συνόλου ενώ το δεύτερο είναι μετρήσιμο διότι η f |A είναι μετρήσιμη.

(γ) ΄Εστω C = C(f) το σύνολο των σημείων συνέχειας της f . Τότε, το B = A \ C είναι

μηδενικό σύνολο αφού η f είναι συνεχής σχεδόν παντού. Καθώς, κάθε συνεχής συνάρτηση

είναι μετρήσιμη, το συμπέρασμα έπεται από το (β).

4. (α) Δώστε παράδειγμα μη μετρήσιμης συνάρτησης f με την ιδιότητα η f2 να είναι
μετρήσιμη.

(β) ΄Εστω A ⊆ R μετρήσιμο και έστω f : A→ R. Αν η f2 είναι μετρήσιμη και το σύνολο
{x ∈ A | f(x) > 0} είναι μετρήσιμο, δείξτε ότι η f είναι μετρήσιμη.

Υπόδειξη. (α) Θεωρούμε το μη μετρήσιμο σύνολο V του Vitali στο [0, 1]. Θεωρούμε τη

συνάρτηση f με f(x) = 1 αν x ∈ V και −1 αλλιώς. Τότε, η f δεν είναι μετρήσιμη, αλλά η

f2 είναι η σταθερή 1 κι άρα είναι μετρήσιμη.

(β) Παρατηρήστε ότι το σύνολο A2 = {x ∈ A | f(x) ≤ 0} είναι επίσης μετρήσιμο, αφού το

A1 = {x ∈ A | f(x) > 0} είναι μετρήσιμο. ΄Εστω b ∈ R. Αν b ≤ 0. Τότε, [f ≤ b] = [f2 ≥
b2] ∩A2 το οποίο είναι μετρήσιμο. Αν b > 0 τότε

[f ≤ b] = (A1 ∩ [f2 ≤ b2]) ∪A2

το οποίο είναι μετρήσιμο, ως πράξεις τέτοιων.

5. ΄Εστω A ⊆ R μετρήσιμο και fn : A → [−∞,+∞], n ∈ N, ακολουθία μετρήσιμων
συναρτήσεων. Δείξτε ότι το σύνολο

L = {x ∈ A | η ακολουθία (fn(x))∞n=1 συγκλίνει }

είναι μετρήσιμο.

Υπόδειξη. Γνωρίζουμε ότι οι συναρτήσεις g(x) = lim inf fn(x) και h(x) = lim sup fn(x)
είναι μετρήσιμες. Τότε, το L γράφεται ως L = [g = h] = {x ∈ A | g(x) = h(x)}, το οποίο

είναι μετρήσιμο.

6. ΄Εστω A ⊆ R μετρήσιμο σύνολο και f : A → [−∞,+∞] συνάρτηση με την εξής
ιδιότητα: Για κάθε q ∈ Q, το σύνολο {x ∈ A | f(x) > q} είναι μετρήσιμο. Δείξτε ότι η f
είναι μετρήσιμη.
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Υπόδειξη. ΄Εστω a ∈ R. Λόγω της πυκνότητας του Q υπάρχει (qn) γνησίως αύξουσα

ακολουθία ρητών ώστε qn → a. Τότε,

{x ∈ A | f(x) ≥ a} =

∞⋃
n=1

{x ∈ A | f(x) > qn}.

Επειδή κάθε {x ∈ A | f(x) > qn} είναι μετρήσιμο έπεται ότι το [f ≥ a] είναι μετρήσιμο.

Καθώς το a ∈ R ήταν τυχόν, το ζητούμενο έπεται.

7. ΄Εστω f : R → R μετρήσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι αν το B είναι σύνολο Borel, τότε
το f−1(B) = {x ∈ R | f(x) ∈ B} είναι μετρήσιμο.

Υπόδειξη. Θεωρούμε την κλάση A = {B ⊆ R | f−1(B) μετρήσιμο}. Θέλουμε να δείξουμε

ότι η σ-άλγεβρα των Borel του R περιέχεται στην A. Γι’ αυτό δείχνουμε διαδοχικά τα εξής:

(i) Η A είναι σ-άλγεβρα: Πράγματι· f−1(R) = R μετρήσιμο, επομένως R ∈ A. Αν B ∈
A τότε f−1(R\B) = R\f−1(B) και εφόσον το B ∈ A έπεται ότι το R\f−1(B) είναι

μετρήσιμο. Τέλος, αν {Bn} ακολουθία στην A, τότε f−1(∪∞n=1Bn) = ∪∞n=1f
−1(Bn)

είναι μετρήσιμο αφού κάθε f−1(Bn) είναι μετρήσιμο.

(ii) Δείχνουμε ότι η A περιέχει τα ανοικτά: Αφού f μετρήσιμη το f−1((a, b)) = [f <
b] ∩ [f > a] είναι μετρήσιμο, −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Δηλαδή, (a, b) ∈ A. ΄Ομως κάθε

ανοικτό υποσύνολο του R γράφεται ως αριθμήσιμη (ξένη) ένωση ανοικτών διαστη-

μάτων κι εφόσον η A είναι σ-άλγεβρα προκύπτει ότι περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα

του R.

Από τον ορισμό των Borel έπεται ότι B(R) ⊆ A. Αυτό αποδεικνύει το ζητούμενο.

Ομάδα Β΄

8. (α) Δείξτε ότι αν η g : R → R είναι συνεχής και η h : R → R είναι Borel μετρήσιμη,
τότε η h ◦ g : R→ R είναι Borel μετρήσιμη.

(β) Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση Cantor–Lebesgue βρείτε μια συνεχή συνάρτηση g :
R→ R και μια Lebesgue μετρήσιμη συνάρτηση h : R→ R ώστε η h ◦ g : R→ R να μην
είναι Lebesgue μετρήσιμη.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω a ∈ R. Τότε, (h ◦ g)−1((a,+∞)) = g−1(h−1(a,+∞)). ΄Ομως, η

h είναι μετρήσιμη, άρα το B = h−1(a,+∞) είναι Borel. ΄Επεται, ότι g−1(B) είναι επίσης

Borel αφού g συνεχής.

(β) ΄Εστω φ : [0, 1] → [0, 1] η συνάρτηση Cantor–Lebesgue και ξαναλέμε φ την επέκτασή

της σ’ όλο το R με φ(x) = 1 αν x > 1 ενώ φ(x) = 0 αν x < 0. Ορίζουμε f : R → R
με f(x) = x + φ(x). ΄Εχουμε δει ότι µ(f(C)) = 1, άρα υπάρχει V ⊆ f(C) μη μετρήσιμο.

Επίσης, το A = f−1(V ) είναι μετρήσιμο. Παρατηρήστε ότι ορίζεται η g = f−1, η οποία είναι

συνεχής και h = χA η οποία είναι μετρήσιμη. Τότε, η h ◦ g : R → R δεν είναι μετρήσιμη

αφού {x | (h ◦ g)(x) > 0} = V .
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9. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση.
(α) Δείξτε ότι η f απεικονίζει Fσ-σύνολα σε Fσ-σύνολα.

(β) Δείξτε ότι η f απεικονίζει μετρήσιμα σύνολα σε μετρήσιμα σύνολα αν και μόνο αν για
κάθε A ⊂ [a, b] με µ(A) = 0 ισχύει µ(f(A)) = 0.

Υπόδειξη. (α) Πρώτα δείχνουμε ότι η f απεικονίζει κλειστά υποσύνολα του [a, b] σε κλειστά.

Πράγματι· αν F κλειστό στο [a, b], επειδή το [a, b] είναι συμπαγές έπεται ότι το F είναι

συμπαγές. Αφού η f είναι συνεχής παίρνουμε ότι το f(F ) είναι συμπαγές, άρα κλειστό.

Αν τώρα E = ∪∞n=1En είναι Fσ σύνολο, τότε κάθε En είναι κλειστό, οπότε το f(E) =
∪∞n=1f(En) είναι Fσ.

(β) Υποθέτουμε ότι αν µ(A) = 0 τότε µ(f(A)) = 0. Θα δείξουμε ότι η f απεικονίζει

μετρήσιμα σε μετρήσιμα. Πράγματι· αν A μετρήσιμο, τότε γνωρίζουμε ότι υπάρχουν N
και E μηδενικό σύνολο και Fσ-σύνολο αντίστοιχα, ώστε A = E ∪ N . Τότε, f(A) =
f(E) ∪ f(N). Αλλά, από το (α) το f(E) είναι Fσ, ενώ από την υπόθεση το f(N) είναι

μηδενικό. Συνεπώς, το f(A) είναι μετρήσιμο.

Αντίστροφα· έστω ότι η f απεικονίζει μετρήσιμα σε μετρήσιμα. Θα δείξουμε ότι απεικονίζει

μηδενικά σύνολα σε μηδενικά. ΄Εστω A ⊂ [a, b] με µ(A) = 0. Τότε, το f(A) είναι μετρήσι-

μο. Αν είναι µ(f(A)) > 0 τότε υπάρχει V ⊂ f(A) μη μετρήσιμο. ΄Εστω E = f−1(V ) ∩A,

το οποίο είναι προφανώς μετρήσιμο. Τότε, το f(E) = V δεν είναι μετρήσιμο κι έχουμε

αντίφαση.

10. ΄Εστω A μετρήσιμο υποσύνολο του R με µ(A) < ∞ και έστω f : A → R Lebesgue
μετρήσιμη συνάρτηση. Ορίζουμε ωf : R→ R με

ωf (t) = µ({x ∈ A : f(x) > t}).

(α) Δείξτε ότι η ωf είναι φθίνουσα και συνεχής από δεξιά. Σε ποιά σημεία είναι ασυνεχής;

(β) Αν οι fn, f : A→ R είναι Lebesgue μετρήσιμες και fk ↑ f , δείξτε ότι ωfk ↑ ωf .

Υπόδειξη. (α) Είναι προφανές ότι η ωf είναι φθίνουσα. Για να δείξουμε ότι είναι δεξιά

συνεχής, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε tn ↓ t ισχύει ωf (tn) → ωf (t). Ορίζουμε An =
{x ∈ A : f(x) > tn}. Τότε, An ⊆ An+1 και ∪∞n=1An = {x ∈ A : f(x) > t}. Επομένως,

από την ιδιότητα του μέτρου παίρνουμε:

ωf (t) = µ (∪∞n=1An) = lim
n→∞

µ(An) = lim
n→∞

ωf (tn),

που αποδεικνύει την δεξιά συνέχεια της f .

Η ωf είναι συνεχής αν και μόνον αν είναι συνεχής από τα αριστερά. Ισοδύναμα, αν για κάθε

(tn) με tn ↑ t ισχύει ωf (tn)→ ωf (t). Δείχνουμε όπως πριν ότι

lim
n→∞

ωf (tn) = lim
n→∞

µ(x ∈ A : f(x) > tn) = µ(x ∈ A : f(x) ≥ t),
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όπου εδώ χρησιμοποιούμε την υποθέση µ(A) <∞. Επομένως, η ωf είναι αριστερά συνεχής

αν και μόνον αν

µ(x ∈ A : f(x) > t) = µ(x ∈ A : f(x) ≥ t) µ(A)<∞⇐⇒ µ(x ∈ A : f(x) = t) = 0.

Μ’ άλλα λόγια η ωf είναι συνεχής στο t αν και μόνον αν µ(f−1({t})) = 0.

(β) Είναι προφανές ότι για κάθε t έχουμε ωfk(t) ≤ ωfk+1
(t). ΄Εστω t ∈ R. Ορίζουμε

Bk = {x ∈ A : fk(x) > t}. Τότε, Bk ⊆ Bk+1 και ∪∞k=1Bk = {x ∈ A : f(x) > t}. ΄Αρα,

μπορούμε να γράψουμε:

lim
k→∞

ωfk(t) = lim
k→∞

µ(x ∈ A : fk(x) > t) = lim
k→∞

µ(Bk)

= µ

( ∞⋃
k=1

Bk

)
= µ(x ∈ A : f(x) > t) = ωf (t).

Αυτό αποδεικνύει το ζητούμενο.

11. ΄Εστω E μη μετρήσιμο υποσύνολο του (0, 1). Θεωρούμε την συνάρτηση f(x) =
xχE(x). Δείξτε ότι η f δεν είναι μετρήσιμη στο R αλλά, για κάθε a ∈ R \ {0}, το σύνολο
{x : f(x) = a} είναι μετρήσιμο.

Υπόδειξη. Παρατηρούμε ότι {x | f(x) > 0} = E το οποίο είναι μη μετρήσιμο. Παρ’ όλα

αυτά αν a 6= 0 διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

(i) a ∈ E, τότε [f = a] = {a}, ενώ αν

(ii) a /∈ E, τότε [f = a] = ∅,

δηλαδή σε κάθε περίπτωση το [f = a] είναι μετρήσιμο.

12. Σωστό ή λάθος; Αν η f είναι μετρήσιμη στο (a, b− ε) για κάθε 0 < ε < b− a, τότε
η f είναι μετρήσιμη στο (a, b).

Υπόδειξη. Σωστό. ΄Εστω k ∈ N ώστε 1/k < b− a. Ορίζουμε την ακολουθία συναρτήσεων

fn = f ·χ[a,b− 1
n+k ]

. Παρατηρήστε ότι κάθε fn είναι μετρήσιμη από την υπόθεση και fn → f

κατά σημείο. ΄Αρα, η f είναι μετρήσιμη.

13. ΄Εστω A μετρήσιμο υποσύνολο του R, f : A→ R μετρήσιμη συνάρτηση και g : R→ R
αύξουσα συνάρτηση. Δείξτε ότι η g ◦ f : A→ R είναι μετρήσιμη.

Υπόδειξη. ΄Εστω a ∈ R. Τότε, A = g−1((a,+∞)) είναι διάστημα της μορφής [b,+∞) ή

(b,∞) αφού η g είναι αύξουσα. Επομένως, το (g◦f)−1((a,+∞)) = f−1(A) είναι μετρήσιμο,

αφού η f είναι μετρήσιμη.
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14. ΄Εστω (φn) ακολουθία απλών μετρήσιμων συναρτήσεων φn : R→ R και έστω f : R→
R. Αν φn → f ομοιόμορφα, δείξτε ότι η f είναι φραγμένη.

Υπόδειξη. Υπάρχει k ∈ N ώστε ‖f − φk‖∞ < 1. Καθώς η φk είναι απλή, υπάρχει M > 0
ώστε |φk(x)| ≤M για κάθε x ∈ R. Επομένως, για κάθε x ∈ R ισχύει

|f(x)| ≤ |φk(x)|+ ‖f − φk‖∞ < 1 +M,

γεγονός που αποδεικνύει το ζητούμενο.

Ομάδα Γ΄

15. (α) ΄Εστω fn : R→ R Lebesgue μετρήσιμες συναρτήσεις και έστω α ∈ R. Δείξτε ότι:
αν
∑∞
n=1 µ({x : fn(x) > α}) <∞, τότε υπάρχει Z ⊂ R με µ(Z) = 0 ώστε lim sup

n→∞
fn(x) ≤

α για κάθε x /∈ Z.
(β) ΄Εστω fn : R→ R+ Lebesgue μετρήσιμες συναρτήσεις και έστω εn → 0+. Δείξτε ότι:
αν
∑∞
n=1 µ({x : fn(x) > εn}) < ∞, τότε υπάρχει Z ⊂ R με µ(Z) = 0 ώστε fn(x) → 0

για κάθε x /∈ Z.

Υπόδειξη. (α) Θέτουμε An = {x : fn(x) > α}. Τότε,
∑∞
n=1 µ(An) < ∞, άρα από

το πρώτο λήμμα Borel–Cantelli έπεται ότι µ(lim supAn) = 0. Θέτουμε Z = lim supAn
επομένως, αν x /∈ Z τότε υπάρχει Nx ∈ N ώστε αν n ≥ Nx τότε x /∈ An δηλαδή fn(x) ≤ α,
άρα lim supn→∞ fn(x) ≤ α.

(β) ΄Οπως προηγουμένως, υπάρχει Z με µ(Z) = 0 ώστε αν x /∈ Z, τότε υπάρχει Nx ∈ N
ώστε αν n ≥ Nx τότε fn(x) ≤ εn. Καθώς, εn → 0+ το ζητούμενο έπεται.

16. ΄Εστω fn : [0, 1]→ R Lebesgue μετρήσιμες συναρτήσεις. Δείξτε ότι υπάρχει ακολουθία

(αn) θετικών πραγματικών αριθμών και υπάρχει Z ⊂ R με µ(Z) = 0 ώστε lim
n→∞

fn(x)
αn

= 0

για κάθε x /∈ Z.
Υπόδειξη. Για κάθε n υπάρχει βn > 0 ώστε µ({x : |fn(x)| > βn}) < 1/2n. Προς τούτο

αρκεί να αποδείξουμε τον ακόλουθο ισχυρισμό:

Ισχυρισμός. Αν g : [0, 1] → R είναι Lebesgue μετρήσιμη τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει

β > 0 ώστε µ(x : |g(x)| > β) < ε.

΄Εστω En = {x : |g(x)| ≤ n}. Τότε,
⋃∞
n=1En = [0, 1] και η {En} είναι αύξουσα. ΄Αρα,

είναι limn→∞ µ(An) = µ([0, 1]) = 1. Επομένως, υπάρχει k ∈ N ώστε µ(Ak) > 1−ε. Τότε,

µ(x : |g(x)| > k) < ε. Αυτό αποδεικνύει τον ισχυρισμό.

Εφαρμόζοντας αυτό για g = fn και ε = 2−n βρίσκουμε βn > 0 ώστε µ(x : |fn(x)| >
βn) < 1/2n. Θέτουμε En = {x : |fn(x)| > βn} τότε

∑∞
n=1 µ(En) < +∞. Αν θέσουμε

Z = lim supEn, τότε από το πρώτο λήμμα Borel–Cantelli παίρνουμε µ(Z) = 0. Αν x /∈ Z
τότε υπάρχει Nx ∈ N ώστε αν n ≥ Nx ισχύει |fn(x)| ≤ βn. Αν θεωρήσουμε την αn = 1

nβn

τότε έχουμε ότι για κάθε x /∈ Z ισχύει
fn(x)
αn
→ 0 καθώς n→∞.



2.3 Ολοκληρωμα Lebesgue · 79

17. ΄Εστω f : R→ R μετρήσιμη συνάρτηση. Αν η f είναι t-περιοδική και s-περιοδική για
κάποιους t, s > 0 με t/s /∈ Q, δείξτε ότι η f είναι σχεδόν παντού σταθερή.

Υπόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι η f είναι μη αρνητική και φραγμένη. Ορίζουμε F (x) =∫ x
0
f(t) dt. Για κάθε y της μορφής y = kt+ms, k,m ∈ Z έχουμε:

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt =

∫ x

0

f(t+ y) dt =

∫ x+y

y

f(t) dt = F (x+ y)− F (y),

για κάθε x ∈ R. Από το θεώρημα του Kronecker γνωρίζουμε ότι το σύνολο D = {kt+ms :
k,m ∈ Z} είναι πυκνό στο R. Εφόσον, η F είναι συνεχής (εξηγήστε γιατί) και ικανοποιεί

τη συναρτησιακή εξίσωση F (x+ y) = F (x) + F (y) για κάθε x ∈ R και για κάθε y σε ένα

πυκνό υποσύνολο του R, έπεται ότι υπάρχει α ∈ R ώστε F (x) = αx. ΄Ετσι,

F (x)− αx =

∫ x

0

f(t) dt− αx =

∫ x

0

(f(t)− α) dt = 0,

για κάθε x ∈ R. Από εδώ έπεται εύκολα ότι η h(t) = f(t)− α έχει ολοκλήρωμα μηδέν σε

κάθε διάστημα κι άρα είναι μηδέν σχεδόν παντού.

Για τη γενική περίπτωση θεωρούμε τη συνάρτηση f1(t) = 1+ 2
π arctan f(t) για την οποία

πρέπει πρώτα να παρατηρήσουμε ότι είναι μετρήσιμη (βλ. ΄Ασκηση 13) και ότι 0 < f1 < 2.

2.3 Olokl rwma Lebesgue

Ομάδα Α΄

1. ΄Εστω φ μη αρνητική απλή συνάρτηση. Δείξτε ότι∫
φ = sup

{∫
ψ | 0 ≤ ψ ≤ φ, ψ απλή ολοκληρώσιμη

}
.

Υπόδειξη. ΄Εστω φ =
∑n
i=0 aiχAi η κανονική αναπαράσταση της φ, όπου a0 = 0 και τα Ai

είναι ξένα, με A0 ∪ A1 ∪ · · · ∪ An = R. Γράφοντας
∫
φ στο αριστερό μέλος, εννοούμε τον

αρχικό ορισμό: ∫
φ =

n∑
i=1

aiµ(Ai).

΄Εχουμε δεί ότι αν 0 ≤ ψ ≤ φ τότε
∫
φ ≥

∫
ψ. Συνεπώς,∫

φ ≥ sup

{∫
ψ | 0 ≤ ψ ≤ φ, ψ απλή ολοκληρώσιμη

}
.
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Ορίζουμε φk = φχ[−k,k]. Η φk είναι απλή ολοκληρώσιμη, έχουμε 0 ≤ φk ≤ φ και∫
φk =

n∑
i=1

aiµ(Ai ∩ [−k, k])→
n∑
i=1

aiµ(Ai) =

∫
φ.

Συνεπώς, ∫
φ = sup

{∫
φk : k ∈ N

}
≤ sup

{∫
ψ | 0 ≤ ψ ≤ φ, ψ απλή ολοκληρώσιμη

}
.

2. ΄Εστω f : R → [0,∞] ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Ορίζουμε F : [0,∞) → [0,∞] με
F (t) = µ({f > t}). Δείξτε ότι η F είναι φθίνουσα, συνεχής από δεξιά, και limt→+∞ F (t) =
0.

Υπόδειξη. Για κάθε t > s ≥ 0 έχουμε {f > t} ⊆ {f > s}. Συνεπώς,

F (t) = µ({f > t}) ≤ µ({f > s}) = F (s).

Αυτό αποδεικνύει ότι η F είναι φθίνουσα. Για να δείξουμε ότι η F είναι συνεχής από δεξιά,

αρκεί να δείξουμε ότι: για κάθε t ≥ 0 και για κάθε γνησίως φθίνουσα ακολουθία tn → t
ισχύει F (tn)→ F (t) (γνωστό από τον Απειροστικό Λογισμό). ΄Ομως,

{f > t} =

∞⋂
n=1

{f > tn}.

Πράγματι, είναι προφανές ότι αν για κάποιον n ισχύει f(x) > tn τότε f(x) > t, ενώ

αντίστροφα, αν f(x) > t, από το γεγονός ότι tn → t έπεται ότι υπάρχει n ώστε f(x) >
tn > t. ΄Εχουμε επίσης υποθέσει ότι η (tn) είναι φθίνουσα, άρα {f > tn} ⊆ {f > tn+1}
για κάθε n. Δηλαδή, η ({f > tn})∞n=1 είναι αύξουσα. ΄Επεται ότι

F (t) = µ({f > t}) = lim
n→∞

µ({f > tn}) = lim
n→∞

F (tn).

Τέλος, για κάθε t > 0, από την ανισότητα του Markov έχουμε

tF (t) = t µ({f > t}) ≤
∫
f.

΄Αρα,

F (t) ≤ 1

t

∫
f,

και αυτό δείχνει ότ lim
t→∞

F (t) = 0.
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3. Δείξτε ότι
∫
[1,∞)

1
x =∞.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N θεωρούμε την συνάρτηση

φn(x) =

n∑
k=1

1

k + 1
χ[k,k+1)(x).

Η φn είναι απλή ολοκληρώσιμη συνάρτηση και 0 ≤ φn(x) ≤ 1
x για κάθε x ∈ [1,∞).

Πράγματι, αν x ≥ n + 1 έχουμε φn(x) = 0 < 1
x , ενώ αν x ∈ [1, n + 1) τότε υπάρχει

μοναδικός 1 ≤ k ≤ n ώστε x ∈ [k, k + 1) και φn(x) = 1
k+1 ≤

1
x . ΄Επεται ότι∫

[1,∞)

1

x
≥
∫
[1,∞)

φn(x) =

n∑
k=1

1

k + 1
µ([k, k + 1)) =

n∑
k=1

1

k + 1
.

Από το γεγονός ότι

lim
n→∞

n∑
k=1

1

k + 1
= +∞,

έπεται ότι
∫
[1,∞)

1
x =∞.

4. Βρείτε μια ακολουθία (fn) μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων που ικανοποιεί τα
εξής: fn → 0 αλλά limn

∫
fn = 1. Μπορείτε να επιλέξετε την (fn) έτσι ώστε να συγκλίνει

ομοιόμορφα στη μηδενική συνάρτηση;

Υπόδειξη. Θεωρούμε την ακολουθία συναρτήσεων {fn} με

fn(x) =
1

n
χ[0,n](x).

Παρατηρήστε ότι 0 ≤ fn(x) ≤ 1
n για κάθε x ∈ R, άρα fn → 0 ομοιόμορφα στο R. ΄Ομως,∫
fn =

1

n
µ([0, n]) =

1

n
n = 1

για κάθε n ∈ N.

5. Υποθέτουμε ότι f και fn, n ∈ N είναι μη αρνητικές μετρήσιμες συναρτήσεις, fn ↘ f ,
και υπάρχει k τέτοιος ώστε

∫
fk <∞. Δείξτε ότι∫

f = lim
n→∞

∫
fn.

Υπόδειξη. Θεωρούμε την ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων {fk−fn}∞n=k. Αφού η {fn}
είναι φθίνουσα, συμπεραίνουμε ότι η {fk − fn}∞n=k είναι αύξουσα. Αφού fn ↘ f , έχουμε
fk − fn ↗ fk − f . Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης παίρνουμε∫

(fk − fn)→
∫

(fk − f).
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Παρατηρήστε ότι 0 ≤ fk − f ≤ fk, άρα∫
(fk − fn) ≤

∫
(fk − f) ≤

∫
fk <∞

για κάθε n. Δηλαδή, η fk − f και όλες οι fk − fn είναι ολοκληρώσιμες. Από την γραμ-

μικότητα του ολοκληρώματος,∫
fn =

∫
fk −

∫
(fk − fn)→

∫
fk −

∫
(fk − f) =

∫
f.

6. ΄Εστω f μετρήσιμη συνάρτηση. Υποθέτουμε ότι f > 0 σ.π. Αν
∫
E
f = 0 για κάποιο

μετρήσιμο σύνολο E, δείξτε ότι µ(E) = 0.

Υπόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι f > 0 παντού στο E, δηλαδή f(x) > 0 για κάθε x ∈ E.

Για κάθε n ∈ N θέτουμε En = {x ∈ E : f(x) > 1/n}. Παρατηρήστε ότι

E =

∞⋃
n=1

En,

διότι f(x) > 0 αν και μόνο αν υπάρχει n ∈ N ώστε f(x) > 1/n. Από την ανισότητα του

Markov,
1

n
µ(En) ≤

∫
En

f ≤
∫
E

f = 0,

άρα µ(En) = 0 για κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι

µ(E) = µ

( ∞⋃
n=1

En

)
≤
∞∑
n=1

µ(En) = 0.

Αυτό το επιχείρημα καλύπτει και την περίπτωση όπου f > 0 σ.π.: αν Z = {x ∈ E : f(x) =
0} τότε µ(Z) = 0 και

∫
E\Z f = 0. Μπορούμε λοιπόν να δουλέψουμε με το E \ Z: αν

δείξουμε ότι µ(E \ Z) = 0, θα έχουμε και µ(E) = 0.

7. ΄Εστω f μη αρνητική μετρήσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι∫ ∞
−∞

f = lim
n→∞

∫ n

−n
f = lim

n→∞

∫
{f≥1/n}

f.

Υπόδειξη. Ορίζουμε gn(x) = f(x)χ[−n,n](x). Παρατηρήστε ότι η {gn} είναι αύξουσα και,

για κάθε x ∈ R έχουμε τελικά x ∈ [−n, n] άρα gn(x) = f(x) → f(x). Από το θεώρημα

μονότονης σύγκλισης παίρνουμε∫ n

−n
f =

∫
fχ[−n,n] =

∫
gn →

∫
f.
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Για το δεύτερο ερώτημα, ορίζουμε hn(x) = f(x)χ{f≥1/n}(x). Παρατηρήστε ότι η {hn}
είναι αύξουσα διότι {f ≥ 1/n} ⊆ {f ≥ 1/(n+1)} για κάθε n ∈ N. Επίσης, για κάθε x ∈ R
με f(x) > 0 έχουμε τελικά f(x) ≥ 1/n άρα hn(x) = f(x)→ f(x), ενώ αν f(x) = 0 έχουμε

hn(x) = 0 για κάθε n, οπότε πάλι hn(x) → 0 = f(x) (συμπληρώστε τις λεπτομέρειες).

Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης παίρνουμε∫
{f≥1/n}

f =

∫
fχ{f≥1/n} =

∫
hn →

∫
f.

8. ΄Εστω f μη αρνητική ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι∫ ∞
−∞

f = lim
n→∞

∫
{f≤n}

f.

Υπόδειξη. Ορίζουμε gn(x) = f(x)χ{f≤n}(x). Παρατηρήστε ότι η {gn} είναι αύξουσα

διότι {f ≤ n} ⊆ {f ≤ n + 1} για κάθε n ∈ N. Επίσης, για κάθε x ∈ R με f(x) < ∞
έχουμε τελικά f(x) ≤ n άρα gn(x) = f(x) → f(x). Δηλαδή, αν E = {f < ∞}, έχουμε

gnχE ↗ fχE . Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης παίρνουμε∫
{f≤n}

f =

∫
fχ{f≤n} =

∫
gn =

∫
gnχE →

∫
fχE .

Αφού η f είναι ολοκληρώσιμη, γνωρίζουμε ότι µ(Ec) = 0 και
∫
fχEc = 0. ΄Επεται ότι∫

f =

∫
fχE +

∫
fχEc =

∫
fχE = lim

n→∞

∫
{f≤n}

f.

9. ΄Εστω f μη αρνητική ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Είναι σωστό ότι limx→±∞ f(x) = 0;

Υπόδειξη. ΄Οχι. Η συνάρτηση f : R→ R με

f(x) = χQ(x)

είναι σχεδόν παντού ίση με την μηδενική συνάρτηση. ΄Αρα, η f είναι ολοκληρώσιμη και∫
f = 0. ΄Ομως, το lim

x→±∞
f(x) δεν υπάρχει: έχουμε

f(n)→ 1 και f(−n)→ 1.

Ομάδα Β΄
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10. ΄Εστω f μη αρνητική μετρήσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη αν
και μόνο αν

∞∑
k=−∞

2kµ({f > 2k}) <∞.

Υπόδειξη. Μπορούμε να γράψουμε:∫
f, dµ =

∫ ∞
0

µ(f > t) dt =

∞∑
k=−∞

∫ 2k

2k−1

µ(f > t) dt.

Επειδή η συνάρτηση t 7→ µ(f > t) είναι φθίνουσα η τελευταία σειρά είναι ισοδύναμη με την∑∞
k=−∞ 2kµ(f > 2k) και το συμπέρασμα έπεται.

11. ΄Εστω f μη αρνητική ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι: για κάθε ε > 0 υπάρχει
μετρήσιμο σύνολο E με µ(E) <∞ τέτοιο ώστε∫

E

f >

∫
f − ε.

Επιπλέον, δείξτε ότι το E μπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε η f να είναι φραγμένη στο E.

Υπόδειξη. Ορίζουμε gn(x) = f(x)χ{1/n≤f≤n}(x). Παρατηρήστε ότι η {gn} είναι αύξουσα

διότι {1/n ≤ f ≤ n} ⊆ {1/(n+ 1) ≤ f ≤ n+ 1} για κάθε n ∈ N. Επίσης, για κάθε x ∈ R
με 0 < f(x) <∞ έχουμε τελικά f(x) ≥ 1/n και f(x) ≤ n, άρα gn(x) = f(x)→ f(x), ενώ
αν f(x) = 0 έχουμε gn(x) = 0 για κάθε n, οπότε πάλι gn(x) → 0 = f(x) (συμπληρώστε

τις λεπτομέρειες). Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης παίρνουμε∫
{1/n≤f≤n}

f =

∫
fχ{1/n≤f≤n} =

∫
gn →

∫
f.

Συνεπώς, υπάρχει n ∈ N ώστε, αν θέσουμε E = {1/n ≤ f ≤ n} τότε∫
E

f >

∫
f − ε.

Παρατηρήστε ότι η f είναι φραγμένη (από n) στο E. Τέλος, από την ανισότητα του Markov,

µ(E) ≤ µ({f ≥ 1/n}) ≤ n
∫
f < +∞.

12. ΄Εστω f μη αρνητική ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι η συνάρτηση F (x) =∫ x
−∞ f είναι συνεχής.
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Υπόδειξη. ΄Εστω x, y ∈ R με x < y. Εύκολα βλέπουμε ότι F (x) ≤ F (y), δηλαδή η F
είναι αύξουσα. Οπότε, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε μονότονη ακολουθία (xn) με xn → x
ισχύει F (xn) → F (x) (εξηγήστε γιατί). Υποθέτουμε ότι xn ↓ x (όμοια αντιμετωπίζεται

κι άλλη περίπτωση). Θεωρούμε τις συναρτήσεις gn = fχ(−∞,xn] και g = fχ(−∞,x], οπότε

F (xn) =
∫
fn dµ και F (x) =

∫
g dµ. Επιπλέον, gn → g κατά σημείο και |gn| ≤ f . Από το

θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης έχουμε:

F (xn) =

∫ xn

−∞
f =

∫
gn dµ→

∫
g dµ = F (x).

Αυτό αποδεικνύει ότι η F είναι δεξιά συνεχής.

13. ΄Εστω f μη αρνητική ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
δ = δ(ε) > 0 με την εξής ιδιότητα: αν µ(E) < δ, τότε

∫
E
f < ε.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N θεωρούμε την συνάρτηση fn(x) = min{f(x), n}. Παρατηρήστε

ότι fn ≤ n. Από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f

(εξηγήστε γιατί η {fn} είναι αύξουσα και fn → f). ΄Εστω ε > 0. Μπορούμε να βρούμε

n ∈ N ώστε ∫
(f − fn) =

∫
f −

∫
fn <

ε

2
.

Επιλέγουμε δ = ε
2n . ΄Εστω E ⊆ R με µ(E) < δ. Γράφουμε∫

E

f =

∫
E

fn +

∫
E

(f − fn) ≤
∫
E

fn +

∫
(f − fn) ≤ nµ(E) +

ε

2
< n

ε

2n
+
ε

2
= ε.

14. Θεωρώντας τις συναρτήσεις fn = χ[n,n+1) δείξτε ότι στο Λήμμα του Fatou η ανισότητα
μπορεί να είναι γνήσια.

Υπόδειξη. Αν fn = χ[n,n+1), τότε fn(x) → 0 για κάθε x ∈ R: παρατηρήστε ότι υπάρχει

n0 ∈ N ώστε n0 > x και τότε, για κάθε n ≥ n0 έχουμε x /∈ [n, n + 1), άρα fn(x) =
χ[n,n+1)(x) = 0. ΄Επεται ότι ∫

lim inf
n→∞

fn =

∫
lim
n→∞

fn = 0,

ενώ
∫
fn = 1 για κάθε n ∈ N, άρα

lim inf
n→∞

∫
fn = 1.
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15. ΄Εστω (fn) μια ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων. Είναι σωστό ότι

lim sup
n→∞

∫
fn ≤

∫ (
lim sup
n→∞

fn

)
;

Αν προσθέσουμε την υπόθεση ότι η (fn) είναι ομοιόμορφα φραγμένη;

Υπόδειξη. ΄Οχι. Αν fn = 1
nχ[0,n], τότε fn(x) → 0 για κάθε x ∈ R. Επίσης, η {fn} είναι

ομοιόμορφα φραγμένη (0 ≤ fn ≤ 1). Παρατηρήστε ότι∫
lim sup
n→∞

fn =

∫
lim
n→∞

fn = 0,

αλλά
∫
fn = 1

nµ([0, n]) = 1 για κάθε n ∈ N, άρα

lim sup
n→∞

∫
fn = 1.

16. ΄Εστω f και fn, n ∈ N μη αρνητικές μετρήσιμες συναρτήσεις με fn ≤ f για κάθε
n ∈ N και fn → f . Δείξτε ότι ∫

f = lim
n→∞

∫
fn.

Υπόδειξη. Αφού fn ≤ f για κάθε n ∈ N, έχουμε
∫
fn ≤

∫
f για κάθε n ∈ N. Συνεπώς,

lim sup
n→∞

∫
fn ≤

∫
f.

Από το Λήμμα του Fatou παίρνουμε∫
f ≤ lim inf

n→∞

∫
fn.

΄Επεται ότι

lim sup
n→∞

∫
fn = lim inf

n→∞

∫
fn =

∫
f.

΄Αρα, ∫
fn →

∫
f.

17. ΄Εστω f και fn, n ∈ N μη αρνητικές μετρήσιμες συναρτήσεις με fn → f και

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f <∞.
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Δείξτε ότι

lim
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f

για κάθε μετρήσιμο σύνολο E. Δώστε παράδειγμα που να δείχνει ότι αυτό δεν ισχύει αν∫
f =∞.

Υπόδειξη. ΄Εστω E μετρήσιμο υποσύνολο του R. Από το Λήμμα του Fatou παίρνουμε∫
E

f ≤ lim inf
n→∞

∫
E

fn

και ∫
Ec
f ≤ lim inf

n→∞

∫
Ec
fn

δηλαδή ∫
f −

∫
E

f ≤ lim inf
n→∞

(∫
fn −

∫
E

fn

)
.

Αφού

−
∫
f = lim

n→∞

(
−
∫
fn

)
,

προσθέτοντας κατά μέλη παίρνουμε

−
∫
E

f ≤ lim inf
n→∞

(
−
∫
E

fn

)
= − lim sup

n→∞

∫
E

fn.

Δηλαδή,

lim sup
n→∞

∫
E

fn ≤
∫
E

f ≤ lim inf
n→∞

∫
E

fn.

Συνεπώς, ∫
E

fn →
∫
E

f.

18. ΄Εστω (fn) ακολουθία Lebesgue ολοκληρώσιμων συναρτήσεων στο [a, b]. Αν fn → f

ομοιόμορφα, δείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη και ότι
∫ b
a
|fn − f | → 0.

Υπόδειξη. Η f είναι μετρήσιμη διότι fn → f κατά σημείο. ΄Εστω ε > 0. Αφού fn → f
ομοιόμορφα στο [a, b], υπάρχει n0 ∈ N ώστε: για κάθε n ≥ n0 και για κάθε x ∈ [a, b] ισχύει
|fn(x)− f(x)| < ε. Η σταθερή συνάρτηση ε είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], οπότε, από την

|f | < |fn0
|+ ε έπεται ότι η |f | (άρα και η f) είναι ολοκληρώσιμη. Τέλος, για κάθε n ≥ n0

έχουμε ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn −
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|fn − f | ≤ ε(b− a).
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Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συμπεραίνουμε ότι∫ b

a

fn →
∫ b

a

f.

19. Δείξτε ότι ∫ ∞
0

e−xdx = lim
n→∞

∫ n

0

(
1− x

n

)n
dx = 1.

Υπόδειξη. Θεωρούμε την ακολουθία fn(x) = (1−x/n)nχ[0,n](x) των μετρησίμων συναρτή-

σεων για την οποία ισχύει |fn(x)| ≤ e−xχ[0,∞)(x). Παρατηρούμε ότι η x 7→ e−xχ[0,∞)(x)
είναι ολοκληρώσιμη και fn(x) → e−xχ[0,∞)(x) κατά σημείο. Από το θεώρημα κυριαρχη-

μένης σύγκλισης έπεται το συμπέρασμα.

20. Υπολογίστε το limn→∞
∫ n
0

(1 − (x/n))nex/2dx (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή
σας).

Υπόδειξη. Θεωρούμε την ακολουθία fn(x) = (1−x/n)nex/2χ[0,n], η οποία αποτελείτει από

από μετρήσιμες συναρτήσεις με |fn(x)| ≤ e−x/2χ[0,∞). Η συνάρτηση g(x) = e−x/2χ[0,∞)

είναι ολοκηρώσιμη, οπότε από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης έπεται ότι limn

∫
fn =∫

limn fn. Αλλά, limn fn(x) = 0 για κάθε x < 0 ενώ αν x ≥ 0 εχουμε

lim
n
fn(x) = lim

n

[(
1− x

n

)n
ex/2

]
= e−xex/2 = e−x/2.

Συνεπώς, έχουμε

lim
n

∫ n

0

(
1− x

n

)n
e−x/2 dx =

∫ ∞
0

e−x/2 dx = 2,

που υπολογίζει το ζητούμενο όριο.

21. ΄Εστω ότι οι f, fn είναι ολοκληρώσιμες και fn ↗ f . Μπορούμε να συμπεράνουμε ότι∫
fn →

∫
f ;

Υπόδειξη. Θεωρούμε τις ολοκληρώσιμες συναρτήσεις gn := f − fn. Παρατηρήστε ότι

gn ≥ 0, gn ≥ gn+1 και gn ↘ 0. Εφόσον, οι f, fn είναι ολοκληρώσιμες και
∫
g1 < +∞

μπορούμε να γράψουμε (από το δυϊκό του θεωρήματος μονότονης σύγκλισης – ΄Ασκηση 5):∫
f − lim

n

∫
fn = lim

n

(∫
f −

∫
fn

)
= lim

n

(∫
f − fn

)
= lim

n

∫
gn =

∫
lim
n
gn = 0,

που αποδεικνύει το ζητούμενο.
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22. ΄Εστω f, fn ολοκληρώσιμες. Αν
∫
|fn − f | → 0, δείξτε ότι

∫
fn →

∫
f και

∫
|fn| →∫

|f |.

Υπόδειξη. Γράφουμε∣∣∣∣∫ |fn| − ∫ |f |∣∣∣∣ ≤ ∫ ∣∣ |fn| − |f | ∣∣ ≤ ∫ |fn − f | → 0.

΄Αρα, ∫
|fn| →

∫
|f |.

Με ανάλογο τρόπο, ∣∣∣∣∫ fn −
∫
f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ (fn − f)

∣∣∣∣ ≤ ∫ |fn − f | → 0.

΄Αρα, ∫
fn →

∫
f.

23. ΄Εστω f, fn ολοκληρώσιμες. Αν
∫
|fn − f | → 0, δείξτε ότι

∫
E
fn →

∫
E
f για κάθε

μετρήσιμο σύνολο E, και
∫
f+n →

∫
f+.

Υπόδειξη. ΄Εστω E μετρήσιμο σύνολο. Γράφουμε∣∣∣∣∫
E

fn −
∫
E

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
E

(fn − f)

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|fn − f | ≤
∫
|fn − f | → 0.

΄Αρα, ∫
E

fn →
∫
E

f.

Για το δεύτερο ερώτημα χρησιμοποιούμε την ΄Ασκηση 22. Με την υπόθεση ότι
∫
|fn−f | →

0, δείξαμε ότι
∫
fn →

∫
f και

∫
|fn| →

∫
|f |. Συνεπώς,∫

f+n =

∫
fn + |fn|

2
=

1

2

∫
fn +

1

2

∫
|fn| →

1

2

∫
f +

1

2

∫
|f |

=

∫
f + |f |

2
=

∫
f+.

24. ΄Εστω f μετρήσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη αν και μόνο αν∑∞
k=−∞ 2kµ({|f | > 2k}) <∞.
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Υπόδειξη. Μπορούμε να γράψουμε το ολοκλήρωμα της f με τον ακόλουθο τρόπο:∫
|f | dµ =

∫ ∞
0

µ(|f | > t) dt =

∞∑
k=−∞

∫ 2k

2k−1

µ(|f | > t) dt.

Παρατηρήστε ότι η t 7→ µ(|f | > t) είναι φθίνουσα συνάρτηση του t > 0, οπότε

2k−1µ(|f | > 2k) <

∫ 2k

2k−1

µ(|f | > t) dt < 2k−1µ(|f | > 2k−1),

για κάθε k ∈ Z. Επομένως, το ολοκλήρωμα
∫
|f | dµ είναι πεπερασμένο αν και μόνον αν∑∞

k=−∞ 2kµ(|f | > 2k) < +∞.

Ομάδα Γ΄

25. Υπολογίστε (με πλήρη αιτιολόγηση) το

∞∑
n=0

∫ π/2

0

(
1−
√

sinx
)n

cosxdx.

Υπόδειξη. Θεωρούμε τις συναρτήσεις fn(x) = (1 −
√

sinx)n cosx, x ∈ [0, π/2]. Είναι

fn ≥ 0 και για κάθε x ∈ (0, π/2] ισχύει

∞∑
n=1

fn(x) =
1−
√

sinx√
sinx

cosx.

Επομένως, η σειρά
∑∞
n=1 fn συγκλίνει σχεδόν παντού κι από το θεώρημα Beppo–Levi

παίρνουμε

∞∑
n=1

∫ π/2

0

fn =

∫ π/2

0

∞∑
n=1

fn =

∫ π/2

0

(
cosx√
sinx

− cosx

)
dx = −1 +

∫ π/2

0

cosx√
sinx

dx.

Το τελευταίο ολοκλήρωμα με την αλλαγή μεταβλητής u = sinx δίνει∫ π/2

0

cosx√
sinx

dx =

∫ 1

0

1√
u
du = 2.

Συνεπώς, το ζητούμενο άθροισμα ισούται με 1.

26. ΄Εστω (fn), (gn) και g ολοκληρώσιμες συναρτήσεις. Υποθέτουμε ότι |fn| ≤ gn,
fn → f , gn → g (όλα αυτά σχεδόν παντού) και ότι

∫
gn →

∫
g. Δείξτε ότι η f είναι

ολοκληρώσιμη και ότι
∫
fn →

∫
f .
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Υπόδειξη. Οι υποθέσεις εξασφαλίζουν ότι οι f, g και οι fn, gn παίρνουν πεπερασμένες τιμές

σχεδόν παντού. Από την |fn| ≤ gn έχουμε −gn ≤ fn ≤ gn για κάθε n ∈ N, δηλαδή

fn + gn ≥ 0 και gn − fn ≥ 0.

Αφού fn + gn → f + g και gn − fn → g − f , το Λήμμα του Fatou μας δίνει:∫
f +

∫
g =

∫
(f + g) ≤ lim inf

n→∞

∫
(fn + gn) = lim inf

n→∞

∫
fn +

∫
g

(χρησιμοποιήσαμε την
∫
gn →

∫
g). ΄Αρα,∫

f ≤ lim inf
n→∞

∫
fn.

Πάλι από το Λήμμα του Fatou,∫
g −

∫
f =

∫
(g − f) ≤ lim inf

n→∞

∫
(gn − fn) =

∫
g − lim sup

n→∞

∫
fn,

δηλαδή,

lim sup
n→∞

∫
fn ≤

∫
f.

΄Επεται ότι

lim sup
n→∞

∫
fn = lim inf

n→∞

∫
fn =

∫
f.

΄Αρα, ∫
fn →

∫
f.

27. ΄Εστω (fn), f ολοκληρώσιμες και έστω ότι fn → f σχεδόν παντού. Δείξτε ότι∫
|fn − f | → 0 αν και μόνο αν

∫
|fn| →

∫
|f |.

Υπόδειξη. (=⇒) ΄Εχουμε∣∣∣∣∫ |fn| − ∫ |f |∣∣∣∣ ≤ ∫ ∣∣ |fn| − |f | ∣∣ ≤ ∫ |fn − f | → 0.

΄Αρα, ∫
|fn| →

∫
|f |.

(⇐=) ΄Εχουμε

∣∣ |fn−f |−|fn| ∣∣ ≤ |f |. Η |f | είναι ολοκληρώσιμη και |fn−f |−|fn| → −|f |.
Από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης,∫

(|fn − f | − |fn|)→
∫

(−|f |).
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΄Εχουμε υποθέσει ότι ∫
|fn| →

∫
|f |.

Προσθέτοντας κατά μέλη, παίρνουμε ∫
|fn − f | → 0.

28. ΄Εστω (fn) ακολουθία ολοκληρώσιμων συναρτήσεων. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ολοκληρώσιμη
συνάρτηση g τέτοια ώστε |fn| ≤ g σχεδόν παντού για κάθε n. Δείξτε ότι∫ (

lim inf
n

fn

)
≤ lim inf

n

∫
fn ≤ lim sup

n

∫
fn ≤

∫ (
lim sup

n
fn

)
.

Υπόδειξη. Θέτουμε hn = g − fn, η οποία είναι ακολουθία ολοκηρωσίμων συναρτήσεων με

hn ≥ 0. Από το λήμμα του Fatou παίρνουμε:∫
[g+lim inf(−fn)] dµ =

∫
lim inf hn dµ ≤ lim inf

∫
hn dµ = lim inf

(∫
g dµ−

∫
fn dµ

)
.

Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι lim inf(−fn)− lim sup fn και ότι
∫
g dµ < +∞ προκύπτει

ότι

−
∫

lim sup fn dµ ≤ − lim sup

∫
fn dµ,

το οποίο αποδεικνύει το δεξιό ζευγάρι ανισοτήτων. Για την άλλη μη τετριμμένη ανισότητα

εργαζόμαστε ανάλογα θεωρώντας την ακολουθία συναρτήσεων un = g + fn.

29. ΄Εστω f μετρήσιμη και σχεδόν παντού πεπερασμένη στο [0, 1].

(α) Αν
∫
E
f = 0 για κάθε μετρήσιμο E ⊂ [0, 1] με µ(E) = 1/2, δείξτε ότι f = 0 σχεδόν

παντού στο [0, 1].

(β) Αν f > 0 σχεδόν παντού, δείξτε ότι inf{
∫
E
f : µ(E) ≥ 1/2} > 0.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη και
∫
[0,1]

f = 0 (διότι το [0, 1]

είναι η ένωση δύο συνόλων μέτρου 1/2. ΄Εστω A,B ⊂ [0, 1] με µ(A) = µ(B) = 1
4 . Τότε,

µ([0, 1]\(A∪B)) ≥ 1/2. Συνεπώς, υπάρχει C ⊆ [0, 1] με µ(C) = 1/4 και C∩A = C∩B = ∅
(εξηγήστε γιατί). Γράφουμε∫

A

f =

∫
A∪C

f −
∫
C

f = −
∫
C

f =

∫
B∪C

f −
∫
C

f =

∫
B

f,
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χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι
∫
A∪C f = 0 =

∫
B∪C f το οποίο ισχύει από την υπόθεση

αφού µ(A ∪ C) = µ(B ∪ C) = 1/2. Τώρα, μπορούμε να δείξουμε ότι αν µ(A) = 1/4 τότε∫
A
f = 0. Πράγματι, υπάρχει B ⊂ [0, 1] με µ(B) = 1/4 και A ∩B = ∅, συνεπώς,

0 =

∫
A∪B

f =

∫
A

f +

∫
B

f = 2

∫
A

f.

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι: για κάθε k ≥ 1, αν A ⊂ [0, 1] και µ(A) = 1
2k

τότε ∫
A

f = 0.

΄Επεται τώρα ότι, για κάθε «δυαδικό ρητό» x = m
2k

, όπου k ∈ N και 0 ≤ m ≤ 2k, ισχύει∫
[0,m/2k]

f = 0.

Θεωρούμε την συνάρτηση F (x) =
∫ x
0
f . ΄Οπως στην ΄Ασκηση 12, μπορούμε να δείξουμε ότι

η F είναι συνεχής. Αφού F (x) = 0 για κάθε δυαδικό ρητό x ∈ [0, 1], συμπεραίνουμε ότι

F (x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1]. Ειδικότερα,
∫
I
f = 0 για κάθε διάστημα I ⊆ [0, 1]. ΄Επεται

τώρα ότι
∫
E
f = 0 για κάθε ανοικτό E ⊆ [0, 1] (εξηγήστε γιατί). Αφού

∫
[0,1]

f = 0, έπεται

ότι
∫
F
f = 0 για κάθε κλειστό F ⊆ [0, 1].

Υποθέτουμε τώρα ότι µ({f 6= 0}) > 0. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας, μπορούμε

τότε να υποθέσουμε ότι µ({f > 0}) > 0. ΄Επεται ότι υπάρχει k ∈ N ώστε µ(D) > 0, όπου
D = {f ≥ 1/k} (εξηγήστε γιατί). Μπορούμε να βρούμε κλειστό F ⊆ D με µ(F ) > 0
(εξηγήστε γιατί). Τότε, καταλήγουμε σε άτοπο, διότι∫

F

f ≥ 1

k
µ(F ) > 0.

(β) Αφού f > 0 σχεδόν παντού υπάρχει ε > 0 ώστε µ({x : f(x) > ε}) > 2/3. [Πράγματι·

αν θεωρήσουμε την ακολουθία συνόλων Ek = {x : f(x) > 1/k} τότε Ek ↗ [0, 1], άρα

µ(Ek)→ 1.] Αν θέσουμε λοιπόν F = {x : |f(x)| > ε} > 2/3 τότε μπορούμε να γράψουμε:

αν E μετρήσιμο με µ(E) ≥ 1/2 τότε∫
E

f dµ ≥
∫
E∩F

f dµ ≥ εµ(E ∩ F ),

διότι η f είναι θετική σχεδόν παντού. Επιπλέον, είναι µ(E ∩F ) ≥ µ(E) +µ(F )− 1 > 1/6.
Επομένως,

∫
E
f dµ ≥ ε/6 για κάθε τέτοιο σύνολο E, που αποδεικνύει το ζητούμενο.

30. Δείξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
= 0 και lim

n→∞

∫ 1

0

n3/2x

1 + n2x2
= 0.
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Υπόδειξη. Θεωρούμε 0 < a < 2 (εδώ έχουμε a = 1 ή a = 2/3) και τις συναρτήσεις

fn(x) = nax
1+n2x2 . Παρατηρούμε ότι |fn| ≤ 1 για κάθε n κι η σταθερή συνάρτηση 1 είναι

ολοκληρώσιμη στο [0, 1]. Επίσης, για κάθε x ∈ [0, 1] ισχύει fn(x) → 0. ΄Αρα, από το

θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης έπεται το ζητούμενο.

31. ΄Εστω fn : E → R ακολουθία ολοκληρώσιμων συναρτήσεων με
∑∞
n=1

∫
E
|fn| < +∞.

Δείξτε ότι:

(α) Η σειρά
∑∞
n=1 fn(x) συγκλίνει σχεδόν για κάθε x ∈ E.

(β) Η συνάρτηση
∑∞
n=1 fn είναι ολοκληρώσιμη και∫ ( ∞∑

n=1

fn

)
=

∞∑
n=1

∫
fn.

Υπόδειξη. (α) Από το θεώρημα Beppo–Levi έχουμε ότι
∫
E

∑∞
n=1 |fn| =

∑∞
n=1

∫
E
|fn| <

+∞, δηλαδή η συνάρτηση F =
∑∞
n=1 |fn| είναι ολοκληρώσιμη, άρα πεπερασμένη σχεδόν

παντού. Μ’ άλλα λόγια η σειρά
∑∞
n=1 fn(x) συγκλίνει (απόλυτα) σχεδόν για κάθε x ∈ E.

(β) ΄Εστω f(x) :=
∑∞
n=1 fn(x), η οποία ορίζεται σχεδόν για κάθε x ∈ E. Τότε, σχεδόν

για κάθε x ∈ E ισχύει

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

fn(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|fn(x)| = F (x).

Η F είναι ολοκληρώσιμη, από υπόθεση, άρα η |f | είναι ολοκληρώσιμη. Θεωρούμε την

ακολουθία ολοκληρωσίμων συναρτήσεων sn(x) =
∑n
k=1 fk(x) και παρατηρούμε ότι σχεδόν

για κάθε x ∈ E ισχύει

|sn(x)| ≤
n∑
k=1

|fk(x)| ≤ F (x).

Από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης έχουμε:∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)
=

∫
E

lim
n
sn = lim

n

∫
E

sn =

∞∑
n=1

∫
E

fn.

32. Σταθεροποιούμε 0 < a < b και ορίζουμε fn(x) = ae−nax − ne−nbx. Δείξτε ότι
∞∑
n=1

∫ ∞
0

|fn| =∞

και ∫ ∞
0

( ∞∑
n=1

fn

)
6=
∞∑
n=1

∫ ∞
0

fn.
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Υπόδειξη. Θέτουμε δn := log(n/a)
n(b−a) . Τότε, για κάθε n > a ισχύει δn > 0 και fn(x) < 0 για

0 < x < δn. Επομένως,∫ ∞
0

|fn| dµ ≥
∫ δn

0

[ne−nbx − ae−nax] dx =
1

b
− 1

n
+

1

n
b
b−a

(
1− a

b

)
a

a
b−a ,

απ’ όπου έπεται ότι
∑∞
n=1

∫∞
0
|fn| dµ = +∞.

Για κάθε x > 0 ισχύει

∞∑
n=1

fn(x) = a
e−ax

1− e−ax
− e−bx

(1− e−bx)2
.

΄Επεται ότι
∫∞
0

∑∞
n=1 fn = +∞. Τέλος, είναι∫ ∞

0

fn dµ =
1

n
− 1

b
,

συνεπώς έχουμε
∑∞
n=1

∫∞
0
fn = −∞.

33. (α) Αν f ≥ 0 σχεδόν παντού στο E και αν fn = min{f, n}, τότε
∫
E
fn →

∫
E
f .

(β) Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο E και fn = max{min{n, f},−n}, τότε
∫
E
fn →

∫
E
f .

Υπόδειξη. (α) Παρατηρούμε ότι 0 ≤ fn ≤ fn+1 και fn → f κατά σημείο, σχεδόν παντού

στο E. Το συμπέρασμα έπεται από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης.

(β) Παρατηρούμε ότι |fn| ≤ |f | και ότι fn → f κατά σημείο, σχεδόν παντού στο E. Το

συμπέρασμα έπεται από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης.

34. ΄Εστω k, n ∈ N με k ≤ n και E1, . . . , En μετρήσιμα υποσύνολα του [0, 1] με την
εξής ιδιότητα: κάθε x ∈ [0, 1] ανήκει σε τουλάχιστον k από τα E1, E2, . . . , En. Δείξτε ότι
υπάρχει i ≤ n ώστε µ(Ei) ≥ k/n.
Υπόδειξη. Θεωρούμε την f =

∑n
i=1 χEi . Αφού κάθε x ∈ [0, 1] ανήκει σε τουλάχιστον k

από τα E1, . . . , En, έχουμε

f(x) =

n∑
i=1

χEi(x) ≥ k

για κάθε x ∈ [0, 1]. Συνεπώς,

n∑
i=1

µ(Ei) =

n∑
i=1

∫
[0,1]

χEi(x) dµ(x) =

∫
[0,1]

f dµ ≥ k.

΄Επεται ότι

max
1≤i≤n

µ(Ei) ≥
k

n
.

Δηλαδή, υπάρχει i0 ∈ {1, . . . , n} με την ιδιότητα µ(Ei0) ≥ k
n .


