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X@POL [LE ECWTEPLKO YIVOUEVO

‘Eotw E K-ypapuuikéc xdpoc (K=R 1 C). Eva eowteptkd
Ywoépevo (inner product 1 scalar product) otov E eivat uia
aTELkOVLON

() ExE—=K

TéTola WoTe

() (xx)=0
(i) (x,x)=0 <= x=0
(i) (x,y) = {y,x)

yia kdBe x,x1,x0,y € E kat A € K.

&poe  (iv) (x,y14+Ay2) = (x,y1) + A(x,y2).



X@POL [LE ECWTEPLKO YIVOUEVO

Mpétaon (Avioédtntoe Cauchy-Schwarz)

Av E elvar xdpoc e eowteptkd ywéuevo, yia kdBe x,y € E 1oxlel

()] < (a2l )12,

loétnra toxVel av kat puévov av ta X,y eival ypa jipikd
elaptnuéva.

[MpéTaon

Av E elvat xdpoc e e0wTEPLKG YIVOLULEVO, N) ATLELKOVLOT)
]l : E = Rt émov ||x|| = (x,x)'/? elvai vépua otov E, nrasr
tkavorrotel, yia kdBe x,y € E kat A € K,

(1) lx+yl < lxl+ Iy
(i) [[Ax]l = |4 ][|x]|
(i) x| =0 <= x=0.



X@POL [LE ECWTEPLKO YIVOUEVO

Av E eival xdpoc e eowTeplkd YWOLLEVOD, 1) ATLELKOVLOT)

(E D) < (BN = (B[ = (oy) = (o)

elvat ovvexiic.

[Mpétoron

(a) (Kavévag MapaAAnAoypd ppov)

1na kdbe x,y € E, ||[x+y|? + x—y|? = 2|Ix|* +2y|*

(B) (MvBaydpeo Oepnua)

avx,y € E kat (x,y) =0, wéte [x+y|? = ||x||*+ |y



Opiop.é¢

|

Avo otoiyeia x,y evéc xwpou E e eocwtepikd yvéuevo Aéyovtal
k&Beta (ouuPolikd x L y) érav (x,y) =0.

Mua owkoyévera {e;: i€ |} C E Aéyerar opBokavoviki
(orthonormal) av (e, &) = 0 yia kdBe i,j € .

Mpétaon (Atadikooioe Gram-Schmidt)

Av {x, : n € N} eivar uta ypapuikd aveédprnrn akodovbia o’
évav yapo (E,(.,.)) pe eowtepikd ywiuevo, téte umdpyet uia
opBoka vovik1j akodovbia {e,: n€ N} otov E dote, yia kdOe
k€N, va woybel [e,:n=1,2,....k] =[x, : n=1,2,.... k].

Kd&Be F C E memepoopévng SLdoToong UTtdXwpog XEL pLol
ayePpikn Bdon {e1,...,e,} Tov eivow opBokavovikn. Kdébe x € F
YPAYETOL LOVALBLKAL

n

Z X ek

k=1




BéAtiotn mpooéyyion

Afjepoc

‘Eotw E xdpoc ue eowtepikd ywiéuevo, x € E kat {e1,e,...,en}
nenepa o évn opBokavovikt akodovbia otov E. H ameikdvion

K" — R*: (/’\yl,ﬂ,z,...,}tn) —

X — i lkek
k=1

éxeL 0Aké eAd xioto oto onueio ((x,e1),(x,e),...,(x,en)).
Anlabn to Stdvvoua yo =Y (X, ex)ex elvat to mAnoiléotepo
oto x ototyeio Tov vroxdpov F = [e1,e2,...,€n].

EmumAéov to x — y, eival kdBeto otov F kat avtiotpopa, avy € F
katx—y L F, téte y = y,.



BéAtiotn mpooéyyion

ATéderdn Appatog Kabe y € F ypdpeton y = Y71 (v, ex) ek
Topa: (x—y)LF < (x—y,e)=0Vk, —

(v,ex) = (x,e) Yk, <= y=yo.

Av (7(,1,},2,...,2,”) e K",

X—Zlkek:< erk ek> (Z X, €k) lk)ek>:z+y1

k=1

Tapatnpovpe 6t z L F (ywoti (z,e4) =0 yiao k =1,...n) kou

y1 € F, dpa y1 L z. And to MuBaydpeio Bedpnua TtpokiTTeL &TL
Iy1+2[1% = [|yal” + | z]|> 8nhoesy

2 2

(X, €k>ek

I
|
=

n
erk €k

X — i lkek
k=1

x
Il

1

= k= Lener]| + Y e — 4P (1)

=1 k=1

=



Bessel k. AT

Maportripnon

‘Eotw E xdpoc ue eowt. yw. kat {e1,ey,...} opbokavovikij
akodovbia.

2
n
— IxI2= Y [(x,en)> ¥x€E,neN.
k=1

n
X = Z <Xaek>ek
k=1

Mpétoon (Aviodtnta Bessel)

(1) L=y [(x; )2 < [Ix[I2
(1) ZTnv (1) oxVer toétnTa av kat pévov av x € [ej:i=1,... n].

Mpétoon (Mevikeupévn aviobdtnto Bessel)

oo

Y [{xen)? < lIx]%.

n=1



OpBoywviec draoTdoelg
Mpétoon (MAnoiéotepo Sidvuopa)

‘Eotw H ywpoc Hilbert, E kAeiotée ypaupikds vréywpog tou H.
Av x € H\ E, téte urtdpyel povadiké y € E mAnoiéotepo mpog to
x, 6ndaé1j térowo dote || x —y|| = d(x,E) =inf{||x—z| : z € E}.
To povaéiké avté otoiyeio y touv E ovoudlovue (op01)
mpoPoA1 tov x otov E, kat to ovuPoliouvue Pe(x) 1j P(E)x.

[Mpdtoon

‘Eotw H ywpoc Hilbert, E kAeiotéc ypaupikds vréywpoc tou H.
Av x € H\ E, téte to Sudvvoua x — Pe(x) eivat kdBeto otov E.
Avtiotpopa av yp € E kat (x—yp) L E téte yo = Pe(x).

Mépropa ("Tropén kabétov draviopotog)

Av H eivair xdpoc Hilbert kat M eivai yviioioc kAetotde vrmdywpoc
tov H tdte vmdpxer z € H, z # 0 wote z 1 M. H andotaon tov z
amné tov M eivar n pueyairepn dvvati : d(z, M) = ||z|.



Xwpot Hilbert

Tplow TtpdypoTaL:

(1) "Tropén TAnotéotepov draviopotog, dpa ko kébetou
Staviopatoc

(2) Luvexeic ypoupikéc poppéc eiva ToL E0WTEPLKE YVOUEVAL.

(3) "Tmopén opBokavovikdv Pdoewv.



OpBoywviec draoTdoelg

[MépLopo

‘Evac¢ ypauuikéc vtéxwpoc E evéc xapov Hilbert H eivat mukvig
(dense) otov H av kat pévov av to uévo Sudvuvoua tov H mou
eivat kd Beto otov E eivat to 0.

Optopde (kdBetog umdywpog)

Av A eivar un kevé vtoobvodo evéc xwpov H e eowtepikd
ywéuevo, Oétw

At ={x€H:(x,y)=0 na kdbe y € A}.

MNapotipnon O Al eivor TdvTa KAELOTOC YPOUUULKOS UTEOXWPOC
Tov H.



OpBoywviec draoTdoelg

Oedpnpo (OpBoydwia didomaon)

Av M elvai kAsiotéc umdywpog evéc xwpou Hilbert H, téte

MoM:-=H.

Mépropa (Opb1 mpoPorty)

‘Eotw M kAeiotée uréxwpog evéc xpou Hilbert H. H amekdvion
Pvy:H—=H:y— Pu(y)

elvat ypa ik kat ovvexric.



O Buikog evoe yawpov Hilbert

Afjepoc

‘Eotw E xdpoc ue eowtepikd ywiduevo. Av x € E, ovoud {ouue fy
TNV A TELKOVLOT)
i E=>K:y—(y,x).

H £, elvat ypa ikt kat ovvexig.

Oedpnpo (Riesz)

‘Eotw H ydpoc Hilbert. Na kdBe ypa ikt kat ovvexr
f:H— K vrdpyet povadiké x € H dote f = £, 6nA.

fly)={y,x) ra kdbe y e H.



OpBokavovikéc Béoelc

TrevOopLon ‘Eva vtocivolo X evée K-ypoypuukod xopov V
elvorl yoapuuikd avedptnto av kébe memepaopévo vtootvolo
{x1,...,%n} C X eivou ypappikd aveédptnro, av dnhadt toydel 1
ovventaywyh (A1,42,...,4,) € K"\ {0} = Y7 _;Akxk #0. To X
eivow (aAyeBpiki]) Bdon touv V av m ypoyupikh tou 01Mkn [X]
wolto pe V, dnAadf av kdBe v € V eivau ypoyupikde
ouvvduaopde v =Y 7 | Aexk # 0 otouxelwv xx € X.

Opiopéc

Eotw E ydpoc ue eowtepikd ywiéuevo. Mia owkoyévera
{ei:ie€l} CE Myetar opBokavoviki Bdon tov E av

(i) eivar opBokavovikij kat

(if) H ypapuuikij B1ikn tne eivar mukvée vrméxwpog tou E, SnA.
[ei:iel]=E.

Mapatipnon e amelpodldoTatovg XWpoug, o opbokavovik
Bdon Bev givow ouviBwe alyePpiky Bdom.



OpBokavovikéc Bdosic

MNopatipnon

‘Eotw € ={ej:i €1} opBokavovikr owkoyéveia o’ évav xdpo
Hilbert H. H € eivat Bdon tov H av kat uévov av eivat
peytotikn, av 6nAad1 Sev mepiéxetal oe kavéva opboka voviké
urtoouvodo touv H (ektéc amé tyv € ), 1oobvaua av to puévo
otowyeio Tou H mov eivat kd Oeto otnv € eivar to 0.



OpBokavovikéc Baoeic

[Mpdtoron

Kd Bs Sia ywpioiuog xdpoc E e eowtepikd yvépevo mepléyel puia
opBoka vovik1j Bdon (kat avtioTpopa ).

Méota, av F C E ukvdg uTtdXwpog, LTtopd val Bpw
opBokavovikn Bdon tov E péoa otov F. m.x. E = C([0,1]) kou
F = moAumvupa.

Oewpnpo

‘Eotw {en: n € N} opBokavovikr Bdon o’ évav xawpo E ue
£0WTEPLKS Yvduevo. Téte, yia kdOe x € E,

(1) H oeipd Y .(x, en)e, ovykAiver oto x (wg mpog t) vépua tou E).

(W) IxI1? = L=y [(x; en) 2.



OpBokavovikéc Bdoeic

Amtédelgn ‘Eotw x € E kou € > 0. Tmdpyouv n € N ko
M,... Ay €K Gote

X — < E.

k

Axex
1

n

‘Opwe mavta

2 2

X — i lkek
k=1

Zépoupe Spwe (MuBorydpeto)

n
x| = 3 I(x ex)* =
k=1




OpBokavovikéc Bdosic

n m
Av m > n, éyouue Z ](X,ek Z X, ek)|
k=1 k=1

KOl OUVETIOC
m

S IE
yiow k&dBe m > n. Emopévac

m
2: X ek €k

2
m n
=x17 = X [G a2 < IIxl12 = ) [{x, e * < €2

=0 kou I|m Z [(x,e )2 = ||x]]?. O
k=1

MépLopa

|

Av {e, : n € N} eivar opBokavovikr) Bdon o’ évav xdpo ue
£0wWTEPLKS Yvduevo E yia kdOs x,y € E éxouue

=Y (x,en) (€n,y) (x,€n)

n=1 n=1




loopopplouol

Acifoype:

‘Eotw {e, : n € N} opBokavovikij Bdon o’ évav xdpo E ue
eowTepIkS ywipevo. Tote, yia kdOe x € E, ||x||2 = Yoy [(x, en)|?.

Apa 1 auttetkévion (E,|-[]) = (62]]-[1) 1 x = ((x, n))n eivou (vpouup.)
LoopeTpLKT eppiTevon. H ewdva Tne eiva kv otov (2.
(Apa, o E éxeL pae TAfpwon mou eivow xdpog Hilbert.)

Oempnpo

Kd 6e ameipobid otatoc Siaywplioyuoc 2 xdpoc Hilbert H eivat
LoOUETPLKA LoGlopYoc e Tov (2.
Akpiféotepa, av {x,} eivar uta opBokavovikr Bdon tov H, n
aTELKOVLON

U:H—= 02 x— ((x2))n

amekoviler Tov H (ypappikd kat) .oouetpikd emi tou 2.

2Avédhoyo aTtoTéAeopa LoYVEL KoL YLoL ) SLoXwplolhoue Xhpouc.



dparyuévol TeAeoTEC

OewpnpLo

Av (E,||.||[g) kat (F,]||.||F) eivat xdpot ue vépua kat

T : E — F elvar ypoppikt ametkévion, ta e€rc elvar toodvvaua:
() H T eivar ovveyric.

(B) H T eivar ovvexjc oto 0 € E.

(v) H T elvar ovvexijc oe kdmowo onueio tou E.

(8) Tmdpxet M < oo gote || Tx||r < M||x||g yiot k&Be x € E.
(¢) O mepropioude tne T otnv povabiaia opaipa tov E eivat
ppayuévn ovvdptnon, nAaédij to obvodo {|| Tx||r : ||x||e < 1}
elvat ppa yuévo.

(o) H T eivar opoitbuoppa ovvexiic.




dparyuévol TeAeoTEC

Mapatripnon. Kopumd ypopuukt ametkdvion (ektédg o’ tnv 0) dev
glvou ppaypévn oe dhov to Xwpo.

Mia yoopuwr arewévion T : (E,||.|[g) = (F,|-||F) AéyeTar
pparpévn 17 ppoypévog tekeotig (bounded operator) av o
meploptopés g T otnv povabiaia opaipa tov E eivar ppayuévn
ouvdpTnon.

Av T : E — F sivol ypouuik omekdviom, Bétouue
I Tl =sup{l| Tx||F : x € E,[|x]|[e < 1} € [0, +o0].

H T eivaw @paypévn ov ko pévov av || T|| < +oo.



dparyuévol TeAeoTEC

IT] = sup{lI Tx||F: x € E, |[x|le <1}

Av (E,||.llg),(F,]||-||F) eivar xdpor pe vépua kat T : E — F
ppa yLévoc TeAeoTiic, TéTE

TN =sup{l[ Tx[|lF : x € E, [|Ix]|e = 1}

T
:sup{H xlle :XEE,X#O}

Ixlle

=inf{k >0:| Tx||r < k||x|]|g 1ta k4B x € E}.

EmimtAéov, toxUet
ITxNF < T-lIx]le

yia kdBe x € E.



dparyuévol TeAeoTEC

[Mpbtoron

‘Eotw (E,||.|E) xdpoc ue vépua, (F,|.||F) xdpoc Banach,
D mukvéc vméywpog tou E kat

T:D—F

YA LLLLKT] A TTELKOVLOT).
H T 6éxetat ovvex1 eméktaon

TliE—>F 517)\. Tl‘DZT

av kat (évov av givat ouvexiic.

H eméktaon Ty eivar povadiki (av vrtdpyet) kat || T1|| = || T||.



O Xwpocg twv Teleot®v

Av (E,||.), (F,].||) eivar xdpor ue vépua, ovoudlovue A(E,F)
T0 OUVOA0 6AWV TWV PPAYULEVWY YOO LKWV ATELKOVIOEWY

T (B (1D = (B 11D
Orav E = F, ypdypovue B(E) avti yia B(E,E).
Me ypopup. Tpdelc katd onueio, dMA.
(TH+AS)(x)=Tx+A(Sx) (x€E).

to obvolo HB(E, F) yivetouw ypaputkdg X®pog.

[MpéTaion

H amewdévion T — || T|| eivat vépua otov ypauuiké xwpo
B(E,F).
Av eri mAéov o F eivar mArpneg, o B(E,F) eivar xdpog Banach.



O tomoloyikdc duikdc

OpLopée

‘Eotw (E, ||.||) xépoc ue vépua. O (tomohorikdg) Svikdg
(topological dual) tov E eivat to ovvolo Twv cuvexwv
ypa kv anekovioswy f 1 E — K. Me 0 vépua ||.||:

Il = sup{[f(x)| : x € E, [|Ix]| <1}
elvat xwpoc Banach.

Mopathpnomn: Av évag xwpog pe vépua E etvou Tukvéde oe évay
Xpo pe vopua F, téte oL Tooloyikol duikol toug E* ko F*
«tavtiovtoy (eivor YPOULULIKAL KO LOOUETPLKAL LOOLOPYPOL).
Ewdikdtepa, 0 Toooyikdg Suikdg evdg XDpov e véppo
toptileTol e Tov Tomohoyikd Buikd TN TAHpwonc Tov.



H mAfpwon

[Mpétaon

Av (E,(.,.)) elvar xdpoc ue eowtepikd ywiuevo, téte vmdpyet
xwpoc Hilbert (H,(.,.)) otov omoio o E euputeletat ypapuukd
Ka.L LOOUETPLKA w¢ TUkVEg urtéxwpos. O H eivat «ovotaotikd
povabikécy, ue Ty évvoia ot av (K, (.,.)) eivar xdpoc Hilbert
kat Y : E — K ypopptkT) LoopeTplor e Tukvij etkéva, ToTe
vrtdpxet ypa ikt toopetpia T amd tov H el Tou K dote
T(¢(x)) = w(x) 1a kdbe x € E.

O xdpoc Hilbert (H,(.,.)) Aéyetat n mArjpwon tov (E,(.,.)).

H I, Kk
U U
¢(E) — w(E)
T¢ ty
id

E — E



Miat vAoTtoinon tTne TAHPwoNC

Ovopdllovpe Hy Tov Ypappikd XOpo OAWV TWV GLVTLYPOULILLKOV
amewovioewy £ : E — C (3n\. f(x+2Ay) = f(x)+Af(y) yia kdBe
x,y € E xou A € C) mov eivou ouveyeic.

Me ) véppa ||f]| :=sup{|f(x)|: x € E,||x]| <1} o Hj givou
x®pog Banach.

Mo kéBe x € E, M ¢y E— C:y — (x,y) aviker otov Hy kou 1
amelkowon @ : E — H: x — ¢y elvo ypoyupukty toopetpliol.

OpiCovpe H = ¢(E) C Hy (Etvow ahBeroe 6t H = Hy;)
Emekteivoupe to ecwtepikd yvdpevo (Py,d,) == (x,y) amd Tov
¢(E) ot éva eowtepikd ywvdpevo (-,-)y otov H kaw Seixvoupe ot
1 véppa Tou H wavorowet || F||> = (F,f),, yio kdBe f € H.

Emopévawe o (H, (-,-)y) elvor o mAfipwon tov (E,(-,-)).



O ovluync tedeoTnc

OempnpLo

Av Hi, Hy elvar 0o xwpot Hilbert kat T : Hy — Hy évag
ppayuévoc tedeotiic, Téte umtdpyel évac povabikés TeAeotric
T*: Hy — H;j mou kavorotel ) oxéon

(T Y, =0T Y yia kd6s x € Hy,y € H,.

O T*: Hy — H; ovopdleton o ovluyhc (adjoint) tov T. Eivou
pporypévog tedeothg ko || T = || T|.

Nopadeiypota (o) Av H = £2 kow a € £, o ouluyrg Tov
tedeoti) D, eivow o Dy, émou b= a* (5n\adh b(n) = a(n) yio
k&Be n).

(B) Av H = L?([0,1]) ko f € C([0,1]), o ouluyrc Tou
ToAaTAxoLaoTIko) TeAeoTh My elva o Tedeotiic M, dmov

g =f". Aniad M; = Mg-.



Sesquilinear popyéc

Opiopé¢

Mia amreikédvion ¢ : Hy x Hy, — C Aéyetar sesquilinear oppi av
éxetL tic LbLéTnTeg

(i) eivat ypoppky wg mpog tnv mpdtn puetaPAnti, SnAadi yia
kdBOe y € Hy n amewdbdvion x — @(x,y) : Hy — C eivar ypa k.
(ii) eivar avtrypappkn we mpog tnv Sevtepn puetaPAnti, Snladij
yia kdOe x € H; n amewévion y — §(x,y) : Hy — C eivat

YPQ LK.

Mua sesquilinear poppt Aéyetar @porypévn, av emmAéov éxel Tnv
téLotnta

(iii) sup{|¢(x,y)| : x € H1,y € Ha, [Ix[| < 1, [[y[| <1} = ||| < +ee.

Mopdderypoa ¢(x,y) = (Tx,y) énov T € B(H1, H»).
Méhota || T = [|@]], dnAadh

I Tl =sup{[{Tx,y)| : x,y € H,|Ix]| <1, [ly|| < 1}.



Sesquilinear popyéc

Ocwpnuo

‘Eotw Hi, Hy xdpor Hilbert. Kd Be gpayuévn sesquilinear wopp1
¢ : Hy x Hy — C opilet évav povadiké ppayuévo tedeotr
T € B(H1,H>) arné v oxéon

o(x,y)=(Tx,y) yia k40 x € Hy,y € H,.



Sesquilinear popyéc

Eotw H pyadikée xwpocg Hilbert. Mia ypa ikt ametkévion
T:H— H eivat ppayuévn av kat pévov av

sup{[{Tx,x)| : x € H,[|x]| < 1} < +oo.

Téte
sup{[(Tx,x)| : x € H,[|x|| <1}
<|ITI < 2sup{[(Tx,x)| : x € H, ||x|| < 1}.

Emione, av T,S € B(H), téte T =S av kat puévov av
(Tx,x) = (5x,x) y1a kdBe x € H.
Tawtdtnro tohkdtnTog (polarization identity)
49(x,y) = o(x+y,x+y)—d(x—y,x—y)
+ig(x+iy,x+iy)—iop(x—iy,x —iy).



O ovluync tedeoTnc

[Mpétoon

H amewévion T — T*: B(Hy1, Ha) — B(Ha, H1) éxer tic e&iic
tbLéTnTeC:

(a) eivar avoypappuxt, Sndadr (T +AS)* = T*+A5*.

B) T*=T.

() 1T =TI

(6) (Otav Hy=Hp) (TS)*=S5"T*.

(¢) (Orav Hi=H,) | T*T|| = T|>




Katnyyopieg teleotdv (7)

OpLopég

‘Eotw H1,Hy xdpor Hilbert.

(i) Evac T € B(H1) Aéyetar puorohorikég (normal) av
T*T=TT*

(ii) Evac T € B(H1) Aéyetar owvtoovlurig (self-adjoint) av
T=T7"

(iii) Evac T € B(H1, Ha) Aéyetar opOopovadiaiog (unitary) av
T*T = Iy, kat TT* = lyy,.

Mpdy: O shift S 8ev eiva puolohoyikde. KébBe My eivou
puotoloyikde. ‘Evac My eiva avtoouluyfic av f(t) € R yia
kéBe t. O petaoxnuationds Fourier F: L2([0,27x]) — (3(Z) eivou
opBopovadiaioc.

[Mpétoon

Eotw T € B(H), émov H uuyabikée xdpoc Hilbert. O T eivat
puotodoyikds av kat puévov av || Tx|| = || T*x|| yra kdBe x € H.



Katnyoplec teAeotov

[Mpbtoron

‘Eotrw T € B(H), émov H uyadikée xwpoc Hilbert. O T eivat
avtoouluytic av kat puévov av (Tx,x) € R yia kd6e x € H.

[Mpétoon

‘Eotw T € B(H), émov H uyabikée xdpoc Hilbert. Av o T eivat

avtoouluyric, Téte
[ TI| = sup{[(Tx,x)| : x € H,||x[| < 1}.

[Mpétoon

‘Eotw T € B(H1,H>), émov H; uyabikoi xdpor Hilbert. Téte

(i) O T eivar oopetpia av kat pévov av T*T = Iy, too8bvaua
av kat pévov av (Tx, Ty) = (x,y) yia kdOe x,y € Hj.

(ii) O T eivar opBopovadiaioc av kat pévov av eivat toouetpia
Ka.L eTti.



Katnyoplec teAeotov
Ké&Be T € B(H) ypdpetan povadikd otnv popet

A=A1+iAs, obmouv A; = AT (i = 1,2).

Opiopé¢

(i) Evac tedeotiic T € B(H) Aéyetar Oetikde (positive) av
(Tx,x) >0 ya kd6e x € H. To obvolo twv BeTikdv TeAeoTdV
ouuPorilovue B (H).

(ii) Av T,S € Bh(H), opifovue T > S av (Tx,x) > (Sx,x) na
kdOe x € H, av ndab T —S € B(H).

H 8udta&n > otov HBy(H) eivow oupPifooth pe tnv ypoyuptkt tov
Soun, dnAadr

A>B,S>TxkuA>pu(A,pueR)=A+S>B+T kou AA> uB.

Aev sivon dpwg oadfiBeror étL aov A> 0 ko B > 0 téte AB > 0.
Eniong, av T, >0 ko | T,— T|| — 0, téte o T eivou Betikde.



Katnyoplec teAeotov

Av A = A* téte

— AT < A<|AllI
dpor A= (A+ A1) —||A|ll (Boupopd Suo Betikdv)



MpoPoléc
M xhewotédg utdywpog xopov Hilbert H:

H=MaoM*

X = Xpm + XppL
H opB1 tpofol1 emi tov M:
Py:H—H:x—xy
YPOUMKY ko TowuTodOvom (SmA. P2 = P) e ||P|| < 1.

[Mpétaon

‘Eotw H xdpoc Hilbert kat P: H— H ypauuiki kat tavtoddvaun
amekéwion (nA. P? = P). Ta eméueva eivat woodbvaua:

(o) Tmdpxer kAetotéde vnéxwpoc M tov H dote P = Py.
(B) (kerP)L(imP).
(v) Pl <1,




MpoPoléc

[Mpétoon

‘Eotw H xdpoc Hilbert kat P € (H) tavtoSivauog un undevikés
tedeotric. Ta akdéAovBa eivat tooSvvapua:

(o) O P eivar n opB1j mpoPolij emi Tov im P.

(8) O P eivat Betikdc.
(e) O P eivat avroouluyiic.
(T) O P eivat puotodoyikde.

‘Evac ppayuévoc tedeotiic eivat opB1 mpofoA
av kat uévov av elvat tavtodivaioc kat avtoovlvyrc.



MpoPoléc

Av P, Q eivai opBéc mpoforéc, ta akbéAovBa eivat ioodvaua:
(@) P<Q  (B) Px| < Qx| 1 dfexeH
(v) imPCim@  (§) QP=P  (¢) PQ=P.

[Mpbtoron

Av M, N eivai kAetotoi uréywpor evée xwpou Hilbert H kat
P=P(M), Q = P(N) eivar ot avtiotoiyec mpofoléc, téte
(i) O tedeotiic R = PQ eivat mpoPoAr) av kat puévov av PQ = QP.
Tére R = P(MNN).
(i) Ewbikdrepa,

MLN < PQ=0+= QP=0 <= P|y=0 <= Q[ =0.

(ii) O teAeotiic S = P+ Q eivat mpoPolif av kat udévov av M_LN.
Téte S=P(M+N).

(iii) O tedeotric D = P — Q eivat mpofoArf av kat pudvov av

M2 N. Tére D=P(MNNL).



Av M, N eivor kAerotol vrtdywpor tov H, o MN N eivou o
KeYAADTEPOC KAELOTOC LVTLOXWPOC Tov H Tou TepLEXETAL KO OTOV
M ko otov N.

O M+ N eivow o pkpdtepog kAelotdg uvtdxwpog tov H Tov
TepLéxel kot Tov M ko tov M.

PVQ = P(MVN)=P(M+N)
PANQ = P(MAN)=P(MNN).

Mptp: ‘Eotw M, N klewotol vtdxwpot.

(o) Av M, N khewotol vrtdywpot ko dim N < oo, téte M+ N
kAetotédg. (aLok.)

(B) Av MLN, téte M+ N kdewotde. (ook.)

(v) Av M = {(x,0) : x € £2} xau N = {(y,D,y) : y € £?} émov

a(n) =1, téte éx1.



[Mpdtoron

Av {Q;} eivar avéovoa akorovBia mpofoddv, téte ouykAiver
katd onpeio otnv mpofori Q = P(M), émov M eivar n kAetoti
ypa ikt O1kn tne évwone twv imQ; (i € N).

(Avéhoyo amotédeopa yio pBivovoeg.)

[Mpbétoron

‘Eotw {Pn} akodovBia mpoPodav o’ évav xdpo Hilbert H.

(i) Av ot P, eivat avd 0o kdBeteg, téte 1 octpd Y, Ppx
ovykAiver yia kd6e x € H, kat Y., Pox = P(M)x, émov M eivar 7
kAewotr ypa ikt O1kn tne évwone twv imP, (n € N).

[a kdOe x € H woxvet ¥, || Pox||? = | P(M)x]|?.

(i) Av X, ||Pax|?> < ||x||? a kd6e x € H, téte o P, eivar avd
8Uo kd Oeteg (emopévwe oy Vet To ouumépaoua tou (1).




Teheotéc MNemepaopévne TaéEnc

|

Opiopéc

Mia ypappuiky armeikédvion T : E — F uetaét Vo ypaumuikdv
xopwv E F Aéyerar tdénc n (n € N) av o vréywpoc T(E)=im T
éxeL Sudotaon n. [pdgovue rank(T)=n. Av ol E,F eivat xdpou
ue vépua, ovuPolifovue ue F(E, F) to ovvolo twv ppayuévwv
ypa kv ameikovioewv T 1 E — F mou éyovv memepa opévn
tdén (finite rank), 6nda b1

F(E,F)={T € B(E,F) :rank(T) < +oo}.

Ewdikétepa, ypdpouvue .7 (E) = .7 (E,E).
Av H, K eivan xopou Hilbert, x € K kow y € H opiloupe tov
TedeoT
xRy H—K
amnd tov tino  (x®y*)(z) = (z,y)x (z € H).

O tedeothic x ® y* elvon pporypévog, kaw || x @ y* || = ||x||.|ly|l-
Kabe T € .Z(H,K) mpotng tééne (rank(T) = 1) eivow awutric g
Hop@ric (Me X,y pm pundevikd).



Yuurayelc Teheotéc H(E, F)

Opiopéc

‘Eotw E,F xdpor Banach. Mia ypa ikt ameikévion

T : E — F Xéyetar ovurarie (compact) av amewkovilel tnv
kAewotif povadiaia undda Be = {x € E:||x|| <1} tov E oe éva
| - ||-oxeTikd ouumayéc umoobvodo Tou F (av ndabij to T(Bg)
eivat ovumayéc vrtoobvodo tov F). pdpovue T € ¢ (E,F).

Kd&Be oupmayrfc teheotic eivou gpaypévoe, yiati av to odvolo
T(BE) elvoi oupmayée, sivon BéBoa parypévo.

Ov pparypévol tedeotéc iemepaopévne TENC etvall cupToysic.
Mopatipnon. To odvolo TndV evdg ppaypévou teeot (eivou
YPOHU. XOPOG, AAA&) Bev eivou TtdvTaL KAELOTS

(np8y: D, € B((?), émov a, = 1),

To clOvolo TLH®V evdg ppayrévou TedeoTH Temepaopévne Téene
elvor kAeloTé.



Y vumayeic Teheotéc

F(E,F)C #(E,F)C B(E,F).

Av ou E kot F elval aelpodidotatol, dev loybouv oL lodtnteg.
Mopadetypotor O Tavtotikde Tteheothc | 1 TPoforn o évav
UTIOXWPO ATELpNG SldoTaong dev elvall oupmayng.

O D, € #B({?) émov a, = % elvol oupTaryfic A& éxel dmelpn
Téin.

MNopathpnon: O F(E, F) eivow ypoupikde Xodpog.

Afjepoc

Av E F eivar xdpot Banach, T,S € #(E,F) kat A € C, tdte
T+ASe X (EF).



Y vumayeic Teheotéc

Mopathipnon: vdpevo @poaypévou TeAEOTT e TIETEPALOUEVTC
Tdénc 1 memep. TEENC pe ppaypévo elvou memepaopévne TaEnc.

AMpupoc

Av E F,G eivar xapor Banach,
XeH(E,F)katYeB(F,G) = YXeA(EG), kat
Ac B(E,F)kat Be #(F,G) = BAec.Z(E,QG).

MNopathpnon: O vrdxwpog .F (E, F) Sev eivaw kAewotdg otov
B(E,F) (og amelpodldototovg XHpoug).

[Mpétaon

Av E | F eivar xdpot Banach, o # (E,F) eivat kAetotéc vrdywpoc
Tov xpov Banach B(E,F), dpa xdpoc Banach.

Mopathipnon: To katd onueio dpro akoroubioc TeheoT®V
Tieepalopévne TaENe dev elval hvta pporypévoc. Akdual ki dtaly
elvail pparypévog, B8ev elvoll TAVTO CUUTOLYTC.



Y vumayeic Teheotéc

Mopdderypa:  Kdbe odokAnpwtikde tedeotic elvoll oupmayyc.
ArédelEn. Av (Axf)(x) = fab k(x,y)f(y)dy mpooeyyiloupe tnv k
OO YPOUW. OUVBUOLOMOUE XOLPUKTTPLOTLKAOV OUVOLPTNOEWV
opBoywviwv, oL omoiec opiouv oAokANPWTIKOUC TeAEOTEC
TIETEPALOPEVTIC TAENC.

[Mpétoon

Av H,K eivat xdpor Hilbert kat T € B(H,K) téte

Te ¥ (HK) < T'TeX(H) — T'e X (K,H).



XopakTNELOMOL X UUToY@WV TeAeOTOV

Oewpnpo

‘Eotw E,F ydpot Banach, T : E — F ypauuiki arwewovion. Ta
akbéAovBa elvai toodbvaa:

(i) O T eivar ovumayic.

(ii) Na kd B ppayuévo vroobvoro A C E, to T(A) eivar oxetikd

ouuTa yéc.
(iii) Ma kd Be ppayuévn akodovBia {x,} Tov E, n akolovbia
{Txn} éxet || - ||-ovykAivovoa vrakodovbia.

(iv) To ovvodo T(BE) eivat oAikd @payuévo.



XopakTNELOMOL X UUToY@WV TeAeOTOV

Opiopég

Mua akodovBia {x,} o’ évav xdpo ue vépua E ovykAiver
aobevidc oto x € E avlimpy*(x,) = y*(x) nia kdOe y* € E*.
[pd poupe TéTE Xp — X.

Ajpoc
Kd Be aoBevidc ovykAivovoa akodovbia {x,} oe xwpo ue vépua
evat || - [|-ppaypévn.

Ajepoc

KdOe || - ||-ppayuévn akodovbia o’ évav ydpo Hilbert éxer uia
aobBevddc ovykAivovoa vmakolovbBia.



XopakTNELOMOL X UUToY@WV TeAeOTOV

[Mpdtoron

‘Eotw E,F yapol Banach kat T : E — F ocuumnayiic tedeotric. Av
Xn — x otov E, téte || Tx, — Tx|| — 0.

[Mpdtoon

Eotw H xdpog Hilbert, F xdpo¢ Banach kat T : H — F
yoa ikt aneikévion. H T eival ovumayic av kat pévov av
|| Txn|| = 0 y1a kd B¢ aobevide undevikij akodovbia {x,} otov H.

AMpupow

Av H xdpoc Hilbert, F xdpoc ue vépua kat T € B(H,F), téte o
T amewkovilel Tnv kAsioty povadiaia urndAa By tov H oe
kAetoTé urmoolvodo tou F.



XopakTNELOMOL X UUToY@WV TeAeOTOV

OepnpLo

Av H,K eivat xapor Hilbert kat T : H— K ypapuuiki amekévion,
Ta akéiovla eivai toodbvaua:

(i) O T eivar ovumayijc teAeotiic.

(ii) Na kd B ppayuévo vrroobvoro A C H, to T(A) eivat oxetikd
ouuTa yég.

(iii) Na kdBe ppayuévn akorovBia {x,} tov H, n akodovBia
{Txn} éxet || - ||-ovykAivovoa vrakodovbia.

(iv) To abvodo T(By) eivar ohikd ppayuévo.

(v) To obvodo T(By) eivar ovumayéc.

(vi) Av x, 2% 0, téte || Tx,| — 0.




XopakTNELOMOL X UUToY@WV TeAeOTOV

Ocwpnuo

Av H eivat xdpoc Hilbert kat T € %(H), ta akéAovBa eivat
toobvaa:

(i) O T eivar ovumayic.

(ii) Na «d B opbokavovikij akodovbia {x,} Tov H, toxlet
(TXn,Xn) — 0.

(iii) Trdpxet pta akodovbia {F,} ané ppayuévouc tedeotés
nenepaouévne tdéne dote || T — Fy|| — 0.

[MépLopo

‘Eotw H,K xdpot Hilbert kat A€ B(H,K). O A eivar ovumrayrc
av kat uévov av yia kdbe € >0 vrdpyer B € .7 (H,K) kat

C e B(H,K) dorte |C|| < € kat A= B+ C. Néue 6t «o A eivat
uikpn Statapaxt evéc tedeotn memepa opévne td.Ency.



Y vumayeic Teheotéc

‘Eotw H,K xdpor Hilbert kat A€ B(H,K). Av o A eivat
oupunayic, Téte oL umdywpor im A kat (ker A elvat Sia xwpioiuol.




I8LoTiuéc ko 18todlaviopota

Oplopéc

‘Eotw E ypauuikéc xapog, A: E — E ypapuiky ametkévion.
‘Evac (utyabikéc) apiBudéc A Aéyerar 8ot (eigenvalue) tne
A av undpxel pn pndevikd x € E dote Ax = Ax. To x Aéyetal
odiévuopa (eigenvector) tnc A kat To obvodo

My ={x€ E:Ax=Ax} =ker(A—Al)

(tou eivat Tpopa vi¢ ypapikds xdpoc) eivat o LBLOX®POG
(eigenspace) tn¢ A mov avtiotoyel otnv drotiu A. To obvodo
Twv 8otV e A ouuPoriCovue op(A).



I8LoTiuéc ko 18todlaviopota

(i) K&Be 8Loxwpoc M, tng A eivaw wvaehoiwtog (invariant)
améd v A, dnhady A(My) € My, kaw étu Aly, = Al |, -
MéAiotae 0 M), eiva alvahhoiwtog ko ord kébe ypoupupuLk
amekévion B mov uetatifetatl e tnv A.

(ii) Av o E eivou xmpog pe véppo ko M A eivow ouvextic, kébe
WBLdxwpog M, eivow kAelotdg vtdYwpog Tov E, yroti

My = (A= A1) L({0}).

(iii) Av o E eivow (pun pndevikde) pryadikdc Xopog ko

dim E = n < o0, k&0 ypapupiky amekdvion A: E — E éxel
LOLoTLLEC.

Autd puoikd Sev aAnBelel TTdvToL 08 TPALYIOTIKOUC YPOLLKOUC
X®POVG.



I8LoTiuéc ko 18todlaviopota

[Mopaderypol

Ytov xdpo H = (? Bewpolue Tov tedeotr T dmou

1 1
T(x1,x2,X3,...) = (0,X1,§X2,§X3,...) x = (x1,x2,...) € L2,

O T eival ovurayrc, bev éxel SuUwe LOLOTLUES.



4 /
ALY WVOTIOLNOLLOL TEAEOTEC

‘Eotw H dwaywpiowpog xwpog Hilbert. ‘Evag tedeotiic A € B(H)
Myetou Saywvorotfopog (diagonalizable) av vrdpyer po
opOokavoviky Béon {x,} tov H ko o akohovBiow a = {a(n)}
pryodikov aplbpmv dote Ax, = a(n)x, v kéBe n € N,

Téte a={a(n)} pporypévn kow
A=U"'D,U:  AXD,

émov U : H — (% : x, — e, unitary. ‘Apa. SLLY®VOTIOLHOLLOC =
puotohoyikdc. ‘Otav dim H < oo

Oewpnua (Poopotikd Bedpnuo o XDOPOUE TETEPATUEVNG

dudotoong)

‘Eotw A € B(H) érmov H xpoc Hilbert memepaouévne Sid otaone.
O A eivat guotodoyikée av kat évov av givat dia ywvoroLriotoc.



4 /
ALY WVOTIOLNOLLOL TEAEOTEC

[MpéTaon

‘Eotw H Siaxwpiotuoc xawpoc Hilbert, A€ B(H). O A eivar
dla ywvoroliiolLog av kat évov av ot LbLéywpol tou eivat avd
dvo kd Ostor kat mapdyouv tov H.

To obvodo 0,(A) twv Lsotiudv eivat apibutjoo. Av

0p(A) = {A, : n € N} kat P, eivar n mpoPolrj otov 18téxwpo M,
mov avtioTolyel otV A, TéTe Yia k4O x € H

Ax = Z?L,,P,,X

(émov to dBpooua ovykAiver (av eival drepo) we Tpog TN Vépua
Tou H.



4 /
ALY WVOTIOLNOLLOL TEAEOTEC

Mopdderyuo
‘Eotw f : R — C ovveytic kat 2m-neptodikr ovvdptnon. Opilouvue

T

(Krg)(x) f(x—y)e(y)dy.

=22/
O Kr eivat odokAnpwtikés tedeotiic (ue muprjva tnv ouvex
ouwvdptnon k(x,y) =f(x—y).
H{en:n€Z} (émov ey(x) = expinx) eivar opBoka vovikij Bdon tou
L2([~m,7]).

Kren, = f(n)en (nez).

Emouévwe o tedeotiic Kr Sia ywvomoieitar and tnv opBoka vovik

Bdon {en}.



To Paopatikd Oewpnua

Afjepoc

‘Eotw H xdpoc Hilbert kat A € B(H) puotodoyikée tedeotiic.
(i) Av x € H ka1 A € C, téte

Ax = Ax < A*x = Ax.

Eibikdtepa, ov 1dotipuéc evée avroouluyolc tedeotrj (av
urtdpyouv) eivat mpa yuatikol aptBuol.

(i) Ou 181éxwpot Tov avtioToLoly o SiapopeTikéc thiotiuéc eivat
kd BsoL.

(iii) Kd Be 1616xwpoc tou A eivar avaAloiwtoc amé tov A kat amé
Tov A*.



To Paopatikd Oewpnua

AMpupow

‘Eotw A € B(H) kat M kAewotde vnéywpog Tou H.
(i) O M eivar A-avaddoiwtoc av kat uévov av o M+ eivat
A*-avaloiwtog.

Av A€ B(H) kau A € 6,(A), téte [A] < || Al

[Mpétoron

Av A€  (H) eivar avtoouluyitic, téte umtdpyxer A € 0,(A) ue
A1 = lIAIl



To Paopatikd Oewpnua

[Mpétoron

‘Eotw Ac #(H).

(i) KdBe biéywpoc tou A mou avtiotoiyel oe un undevik tbrotiui
éxel memepaouévny Sidotaon.

(i) Av {x,} eivar dreipn opBokavovikij akorovBia kat vrtdpyouvv
An € C dote Axy, = Apxp 11a kdBe n € N, téte 1 {A,} elvar
undevikn akolovOia.

(i) Av o A eivat puotodoyikée, To obvodo Op(A) TwV LElOTLUDV
Tov 1 eival memepaouévo, 1 amotelel undeviky akolovbia.



To Paopatikd Oewpnua

Oewpnpoe Av H eivar xdpoc Hilbert, kd Os ouumnayic
puotodoyikde tedeotiic A € B(H) Siaywvoroteitar otov uréywpo
(ker A)*L.

Trdpyovv énAaér a(n) € C kat opBokavovikt fdon {x,: n € N}
tou (ker A)t dote Ax, = a(n)x, yia kdBe n € N.

loodbvapa, av U : (ker A)t — £? eivai o unitary teleotiic mou
kavoroel U(x,) = e, nia kdBe n € N, téte UAUL =D, (o
Staydwviog tedeotiic ue Staydwio Tnv akolovBia a = (an)).



To Paopatikd Oewpnua

Oedpnpo (Paopatikd Bedpnuar yiow PuotohoyikoOg oupToyeic

tedeotéc - Sehtepn popety.)

Av A eivar ovura yiic tedeotiic o’ évav xwpo Hilbert H, ta
akdérovla eivai toodbvapua:

(i) Ou biéxwpor My eivat kd Betor avd Svo, éxovv aplburjoio
A7f6oc¢ kat mapdyouv Tov H.

(i) Ou avtiotoxec mpoforés P, eivat kd Betec avd Svo, éxouv
aptButjono tA1iboc kat yia kd B apibunon {A,: n€ N} tou
0,(A), av P, = Py, toxUet

Z P.,x=x 1ia ke x € H kat A= Z?L,,P,,
n=1 n=1

émou 1 SeUtepn oelpd ovykAiver we mpog TV vépua tou B(H).
(i) O A eivat puotodoyikée.



To Paopatikd Oewpnua

Oedpnuo (Paopatikd Bedpnua: Tpitn popet)

‘Evac teAeotiic A o’ évav xapo Hilbert H eivat puotodoyikéc kat
ouumayic av kat wévov av vrdpyer pia (memepaouévn 1
dmepn) opBokavovikn akolovbia {x,} tdlodtavvoudtwv tou A, ue
avtiotoyeg tbiotiuée {an} dote

li =0.
ik : )

N
A— Z Fps B2
n=1

Téte n akodovbia {a,}, av eivar dmepn, eivar undevik.

TrevBion: Av x € K,y € H o tedeotic x®y* : H— K opileton
amé tn oxéon (x®)y*(z) = (z,y) x, z € H. EWbwétepa av |y =1
o tedeoThg ¥ ® y* elvon n pofoln otov utdxwpo [y] Touv H.



To Paopatikd Oewpnua

‘Eotw A ovumayiic guotodoyikéc tedeotiic o’ évav ywpo Hilbert
H. Tére

(1) [lAll=max{|A]: 24 € 0p(A)}
(i) Al = max{|[{Ax,x)| : x € H,[|x|| = 1}



To Paopatikd Oewpnua

Oedpnpoe (Mevikh popen ovptoryolc teheotn oe xwpo Hilbert)

Av A: H — K elvai ovurayiic teAeotiic peta v ywpwv Hilbert H
kat K, vrdpyouv opBokavovikéc akolovbiec {x,} otov K kat {yn}
otov H kat (memepaouévn 1 undevikn) akorovbia Betikddv
aptBudv {A,} dore o0
A=
i=1

Aixi ®y;

émov 1 oelpd ovykAiver wg mpog TN vépua tov B(H, K).



To Paopatikd Oewpnua

[Mpétoon

Eotw A= Y, AP, n waouatiksi avdAvon tou cuunayolg
n=1

puatodoyikol tedeotn A, omov 0,(A) = {A,: n € N} kat
Pn=P(M,,). Av f:0,(A) = C eivar pia ppayuévn ovvdptnon,
opiCouue, yia kd0s x € H,

Ar(x) = 21 f(An)Pnx.

H oeipd avtij ovykAiver (katd onueio) kat opiler ppayuévo
puotodoykd tedeot Ar € B(H). H amewdvion f — Ar eivar

vpa ik, toAdamdaciaotikt (6nA. ArAg = Agy) kat tkavormolel
A} = A« (6mov F*(A) =f(A)) kar ||Af|| = sup{|f(A)|: A € p(A)}.

H amewdvion auth ovopdleTol ouvapTnoLlokds AoYLoWLOG
(functional calculus). ‘Otav 1 f givou TToAuvVULO, ToTE
Ar = f(A). LuviBwg ypdupoupe f(A) avti yia Af.



To Paopatikd Oewpnua

[Mpétaon

Av A eivai ovuma yiic puotodoyikéc tedeotiic o évav xwpo
Hilbert H kat A € C\ {0}, téte 1} to A eivar tbrotiutj Tov A 1j o
A— Al eivar avtiotpédiuoc.

2 TNV TPAYUATIKOTNTA, To cuumépoopa tne lNpdtaong Loxdel yio
omolovdfitote cupTayh TeheoTh oe omolovdfote Xwpo Banach.



Evahoktikd Oewpnuo Fredholm (Fredholm alternative)

Ocwpnuo

Av K eival ouurayic tedeotiic oe évav xdpo Hilbert 3 H, nn
ellowo

7 x—Kx=y (2)
éxeL povabiky Abon x € H yia kdBe y € H, | ahhidc 1 avtiotoxn
opoyevijc eélowo

H " 1 x—Kx=0

éxel ypapuuikd aveédptnrec Aboeig, udAiota memepaouévou
mAfBouc.

3To Oedpnpa ahnBevel ko ot ydpoue Banach.



Evahoktikd Oewpnuo Fredholm (Fredholm alternative)

Afjepoc

AvTeB(H)kat ||T| <1, 0l—T eivar avtiotpédipiog kat o
avtioTpowdc Tou eivat o || - ||-dpto Tng oepdc

oo

(I-Tmyt=Y 71"

n=0
AMpupow

‘Eotrw K € B(H) ovurayiic tedeotiic. O tedeotiic | — K éxet
ppayévo avtiotpopo av kat [Lévov av eivat 1-1.




ddoua ouumaryolc TEAEOTH

OpLopég

ddope (spectrum) evéc ppayuévov tedeotr T € B(H)
ovoud {etatl to odvolo
o(T)={A€C: o T—Al 6ev éxe ppayuévo avtiotpopo}.

[Mpétoron

Av H eivat xdpog Hilbert kat A € % (H) to obvodro o(A)\ {0}
amoteAeital (évov amnd Lbotiéc Tou A kat, av givatl dmeipo,
amoteAeil undevikn akolovbia.

[Mpétoon

Av H eivat xdpoc Hilbert, A€ % (H) kat € > 0, Sev urtdpyouvv
dmepa ypauuikd aveédprnta tSiodiaviouata tov A mou
avtiotolyovv oe Lolotiuéc A touv A ue |A| > €.



