M onpeiwon yia tic TpoBoiéc og yweouc Hilbert

Av M eivon xhetotoc undywpoc evoc yopeou Hilbert H, éyoupe deilet (Yedpnua 1.5.6) 61 H = M@Ml,
onAadt xde x € H ypdpeton xatd Hovadind Te0To & = T+ N O0mov 2y € M xou N € M~L. Eneton
ot N (xoh& optopévn) amewxévion Py : H — H @ o — xpp ebvon ypopui, xa AMyeton 1 (0p01A)
neofoly eni Tov M. Ané to Hudaydpeio Octdpnuo mpoxintet 6t ||zpr|| < [|z]|, ondte n Pys eivou
ouveyhc, udhota || Pyl = 1, av M # {0}. And v oyéon (I — Pyr)z = xn @oiveton 6t n I — Py
etvar 1 (0p01) mpoPold entl Tou ML, dpa |1 — Py < 1.

Eniong, to z)s elvor 1o mhnotéotepo tpog 1o x onueio tou M (86Tl xdle onuelo y € M ixavomolel
(I = Pu)y = 0, ondte ||z — Py|| = (I = Pa)z — (I = Pu)yll = I(1 = Pu)(z —y)|| < llz —yl|
Hpdrypatt howmdy 1 Py ebvan 1 ameixdvion mou oplodnxe e tnv Ilpdtaon 1.5.1.

Ebvor gavepd and tov oploud 6Tl 10 chvoro Twweyv im Py tng Par etvon o M xou 611 o muprvag ker Py
etvoar o M+, 1

Ac mopatneriooupe 6Tt yio xdie ypouuix xou TauTodOvoun anexovion P+ H — H, woybel 6Lz € im P,
onhadh = Py vy xdmowo y € H, av xou pévov av x = Pz (Suott Px = P(Py) = Py = x), dnlodn
av xou povov av (I — P)z = 0. Me o Aoy, im P = ker(I — P).

Ilpotacr 1 Eoww H xdpos Hilbert kan P : H — H ypaupuxij kar tavtodvaun areucovion (6niadn
P? = P). Ta endueva etvai wwodivaja:

(a) Ymdpxe kAeiwotds vndywpos M tov H dote P = Pyy.
(B) (ker P) L (im P).

() Pl <1
AnédelEn (o) = (B) Hpogavée, agol im Py = M xou ker Py = ML

(B) = (v) Kdde x € H ypdgpeton x = Pxr+ (I — P)x. ‘Ouwe Px € im P o (I — P)x € ker P (yuti
P(I — P)z = Px — P?z = 0), ouvenac ebvan x&9eto omd Ty umddeon. And to Iudoybpeto Oedpnua
€YOLUE AOLTOV

l1* = [|P2|* + (I = P)z||* > || Px]*

onhadt || Pzl < ||z||, npdyua mou onuaiver 6t || P|| < 1.

(v) = (o) ©étw M = im P. Enedf)im P = ker(I — P) xou n I — P eivou ouveyfic, o M elvou xhetotde
unéywpeoc. loyupilopa 61t P = Pyy. Tlpéret howmédv va deile ot (ker P)+ = M.
Eotw z € (ker P)t. Eneidh (I — P)z € ker P, éyouye L (I — P)z. Enopévec, and to Mudaydpeto
Yewpnua,

lz]* + (1 = P)a|® = ||z — (I = P)z|* = ||Pz|* < ||z
oot ||[P|| < 1. "Eretan 6t ||(I — P)z|| = 0, dpo (I — P)z = 0, dnhadh) z = Pz € M. Enopévuc
(ker P)* C M.
Av (ker P)t C M, urdpyet un undevind y € M xédeo otov (ker P)L. Anhadhy € (ker P)t+ = ker P
(0 ker P eivar xhelotéc undywpeoc, agol P ouveyhc). ‘Eyoupe howdv y € ker P Nim P = {0} evdd
unodéooye 6Tty # 0. ‘Apa howmdv (ker P)L = M. O

'Kéde Pz = zar avixer otov M, dpo im Par € M, xon ov & € M téte 2 = 2 Srhodh) © = P(x), dpo M C im Pyy.
Enloneg, av z € Mt téte z = zn dpa Pr =0 xaw av Px =0 t6te v = N € Mt



H enéuevn Ipdtaon yapoxtneilel tic mpoforéc oe évav yweo Hilbert oe oyéon ue tic didpopeg xatn-
Yoplec TEAEGTWY oL €youpe oploel. O YopaxTNEIoUOS TOU YENOWIOTOLETOL o CUY VA TEOXVTTEL ono
my () <= (e):

Evag gpayuévos tekeotng eivar opdn mpoPodn) av kar puoévoy av

efvar tavtoovvauos kar avtoouluyns.

ITgétaocm 2 FEow H xapos Hilbert kar P € B(H) tavtodvapos pun undevikés teAeotris.
Ta axélovia etvar wodUvapa:

(a) O P eivar ) opOn} mpofolrj ent tov im P.

(6) O P elvar Oetikds.

(¢) O P eivar avroouluyris.

({) O P eivar puoiodoyikds.
Anodely (o) = (8) Av z € H, éyoupe (I — P)z € ker P xau Pz € im P, dpa (Pz, (I — P)z) =0,
onhadh (Pz, z) = (Pz, Pz), emouévwe (Pz,z) > 0. Agol 1o z elvon Tuydv, dellope 6t P > 0.

Ou ovvenaywyée (8) = (g) = (&) eivan tpogavelc: xdde Yetxde tereothc ebvon autoouluyhc xou
xade auTooLCUYHC EVOL QUCLONOYIXOG.

Méver va Serydet 1 () = (at): And v mponyoluevn mpbdtoon, opxel vo Seifouue dtL av o P eivou
puatlohoyixog, tote (ker P)L(im P).

‘Eotw howmov € ker P xou y = Pz € im P. Enedy) o P elvou guotohoyixde, woylet ||Pz|| = || P*z||
(IMpdtaom 2.4.5), dpea P*z = 0. Xuvenng

(x,y) = (x, Pz) = (P*z,z) = 0.
Enopévoe (ker P)L(im P). O

IMopathAenon 3 H anaxdévion M — Py = P(M) eivar Aowmdv pua augipovoonipavtn avtiotoryia
peta& tov ouoAov Twy KAEI0TOY utoyWpwy €vos xwpou Hilbert kar tou ouvddov

P(H)={P € B(H): P> = P* = P}
twv (0pldv) mpofoldy, pe avtiotpopn tny P — im P. Elvai paveps o
P({0}) =0, P(H) =1 xa P(M*)=1— P(M).
IMapatrenon 4 Aéila va aropovaoouue dvo xproues 1ictntes kdle opOng npoporns P:
(¢) Ta kdde x € H wydea n (Px,z) = || Pz|.
(B) Av [|Pyl| = llyll wdve Py =y.
Mpdypartt, yio to (o) €youye (Px,x) = (PPx,xz) = (Px, P*z) = (Px, Px) .
I 7o (B), ool to Py xou (I — P)y eivon xddeta, and to Mudoaydpeto Oedpnua €xouue
lyll* = I1Pyl* + 111 = Pyyll*.
S, 1 urddeon || Pyll” = |lyl|” dtver ||(I — P)yl|* = 0 dpa (I — P)y = 0 Snradiy Py = y.



