
GrammikoÐ Telestèc (712)

Exet�seic 31 Maòou 2004

1. (2,5 m) Pìte ènac fragmènoc grammikìc telest c A se ènan q¸ro Hilbert eÐnai fusiolo-
gikìc (normal)? autosuzug c (selfadjoint)? jetikìc? orjomonadiaÐoc (unitary)? (Na dojoÔn
oi orismoÐ) D¸ste paradeÐgmata pou na diaforopoioÔn tic kl�seic autèc metaxÔ touc kai apì
thn kl�sh ìlwn twn telest¸n.

2. (2 m) 'Estw H = `2(N) kai a = {an} fragmènh akoloujÐa migadik¸n arijm¸n. Na
orisjeÐ o diag¸nioc telest c Da pou antistoiqeÐ sthn akoloujÐa a kai na apodeiqjeÐ pl rwc
ìti eÐnai fragmènoc kai fusiologikìc. Pìte eÐnai probol ?

3. (2 m) 'Estw H q¸roc Hilbert kai A ∈ B(H) fusiologikìc telest c. DeÐxte ìti
‖Ax‖ = ‖A∗x‖ gia k�je x ∈ H kai ìti ‖A‖4 = ‖A2‖2.

4. (2 m) 'Estw H q¸roc Hilbert kai P ∈ B(H) me P 2 = P . Na apodeiqjeÐ ìti

P = P ∗ ⇐⇒ ker P ⊥ P (H).

(Upìdeixh: ker P = (I − P )(H).)

5. (2,5 m) An P, Q eÐnai orjèc probolèc se ènan q¸ro Hilbert H, na diatupwjeÐ kai na
apodeiqjeÐ ikan  kai anagkaÐa sunj kh ¸ste o telest c PQ na eÐnai orj  probol . Na dojeÐ
sugkekrimèno par�deigma sto opoÐo h sunj kh aut  na mhn isqÔei.

6. (2,5 m) 'Estw H diaqwrÐsimoc q¸roc Hilbert kai U ∈ B(H). Na deiqjeÐ ìti ta akìlouja
eÐnai isodÔnama

• (i) U∗U = I

• (ii) Gia k�je orjokanonik  akoloujÐa {xn : n ∈ N} tou H, h {Uxn : n ∈ N} eÐnai
orjokanonik  akoloujÐa.

An o U ikanopoieÐ tic sunj kec autèc, eÐnai anagkastik� fusiologikìc?

7. (2 m) Diatup¸ste to fasmatikì je¸rhma gia sumpageÐc fusiologikoÔc telestèc.
An K eÐnai sumpag c telest c se èna q¸ro Hilbert, apodeÐxte ìti o K eÐnai jetikìc an kai
mìnon an up�rqei akoloujÐa jetik¸n arijm¸n {an} me an → 0 kai akoloujÐa kajètwn an�
dÔo probol¸n peperasmènhc t�xhc {Pn} ¸ste

K =
∞∑

n=1

anPn.

Na grafoÔn to polÔ pènte jèmata.
Kal  epituqÐa!
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