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1. ΕστωH χώρος Hilbert, (κλειστος) υποχωρος πεπερασμενης διαστασης. Ειδαμε οτι για καθε επιλογη ορθοκανονι-
κης βασης {e1, . . . , en} του , η ορθη προβολη στον E δινεται απο τον τυπο

Pe(x) =
n∑

k=1

〈x, ek〉ek, x ∈ H.

Τι μπορουμε να πουμε οταν ο (κλειστος, διαχωρισιμος) υποχωρος εχει απειρη διασταση;

2. Αν k ∈ C([a, b]× [a, b]) δειξτε οτι για καθε f ∈ C([a, b]) η συναρτηση

x 7→ (T o
k f)(x) :=

∫ b

a

k(x, y)f(y)dy

ειναι συνεχης στο [a, b].

3. H νόρμα τελεστή. Aν T ∈ B(H1,H2), απο τον ορισμο εχουμε

‖T‖ = sup{‖Tx‖2 : x ∈ H1, ‖x‖1 ≤ 1}.
Δειξτε οτι ‖T‖ = sup{|〈Tx, y〉2| : x ∈ ball(H1), y ∈ ball(H2)}.

Aν dimH1 = m, dimH2 = n με ΟΚ βάσεις {e1, . . . , em} και {f1, . . . , fn} και aij = 〈Tej , fi〉 δειξτε οτι

‖T‖ = sup


∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

yiaijxj

∣∣∣∣∣∣ :
m∑
j=1

|xj |2 ≤ 1,

n∑
i1

|yi|2 ≤ 1

 .

Τι μπορουμε να πουμε οταν οι χωροι ειναι απειροδιαστατοι διαχωρισιμοι;

4. Έστω H1,H2 χώροι Hilbert και A ∈ B(H1,H2).
Nα δειχθεί ότι (A(H1)) = (ker(A∗))⊥ και kerA = (A∗(H2))

⊥.
Nα βρεθεί ο ker(A∗A).
Eίναι αλήθεια ότι (kerA)⊥ = A∗(H2);
[Υπόδειξη: Eξετάστε τον τελεστή Da στον ℓ2, για κατάλληλη ακολουθία a ∈ ℓ∞.]

5. (α) Aν X ∈ B(H1,H2) και Y ∈ B(H2) θετικός, δείξτε ότι ο X∗Y X ∈ B(H1) είναι θετικός τελεστής.

(β) Aν A,B ∈ B(H) είναι θετικοί τελεστές, δείξτε ότι ker(A+B) = kerA ∩ kerB.

6. Aν H είναι χώρος Hilbert και A ∈ B(H), θεωρούμε τον τελεστή
T ∈ B(H ⊕H) με T [ xy ] =

[
x+Ay
A∗x+y

]
, δηλαδή T =

[
I A
A∗ I

]
.

Να δειχθεί ότι ‖A‖ ≤ 1 αν και μόνον αν ο T είναι θετικός.
(Εδώ H1 ⊕H2 είναι ο χώρος όλων των ζευγαριών [ xy ] όπου x ∈ H1, y ∈ H2 με πράξεις κατά συντεταγμένη και
εσωτερικό γινόμενο

〈[ xy ] , [ uv ]〉 := 〈x, u〉H1
+ 〈y, v〉H2

.)

7. Aν H είναι χώρος Hilbert και A,P ∈ B(H), θεωρούμε τον τελεστή
S ∈ B(H ⊕H) με S =

[
P A
A∗ P

]
.

Να δειχθεί ότι αν ο S είναι θετικός τοτε o P ειναι θετικος και ‖A‖ ≤ ‖P‖.

8. Aν H είναι πραγματικος (!) χωρος Hilbert και T ∈ B(H), T 6= 0, ειναι αληθεια οτι υπαρχει x ∈ H ωστε
〈Tx, x〉 6= 0; Ειναι αληθεια οτι αν ο T ειναι αυτοσυζυγης, τοτε ‖T‖ = sup{|〈Tx, x〉 : ‖x‖ ≤ 1};
[Μπορει να χρησιμευσει η ταυτοτητα: 2(〈Ax, y〉+ 〈Ay, x〉) = 〈A(x+ y), (x+ y)〉− 〈A(x− y), (x− y)〉 για καθε
A ∈ B(H) και x, y ∈ H .]


