
O c0 δρα συμπαγως στον ℓ2

Αν μια ακολουθια a = (an) ειναι μηδενικη, τοτε ο αντιστοιχος διαγωνιος τελεστης Da ειναι συμπαγης.

Αποδειξη: Θα δειξουμε οτι η εικονα E = Da(B) της μοναδιαιας μπαλας B του χωρου ℓ2 ειναι σχετικα
συμπαγες συνολο.

Εστω ϵ > 0. Αφου η (an) ειναι μηδενικη, υπαρχει n ∈ N ωστε |am| < ϵ για καθε m > n. Καθε
y = Da(x) = (anxn)n ∈ E γραφεται y = y1 + y2 οπου y1 = (a1x1, a2x2, . . . , anxn, 0, . . . ) και
y2 = (0, 0, . . . , 0, an+1xn+1, . . . ). Παρατηρουμε οτι ∥y2∥22 =

∑
m>n

|amxm|2 < ϵ2 αφου ∥x∥2 ≤ 1.

Το συνολο E1 := {y1 : y ∈ E} ειναι υποσυνολο του χωρου πεπερασμενης διαστασης span{e1, . . . , en},
και ειναι φραγμενο (απο την ∥a∥∞). Αρα ειναι σχετικα συμπαγες, επομενως περιεχεται σε πεπερασμενο
πληθος μπαλες B(u1, ϵ), . . . , B(uk, ϵ) του ℓ2 ακτινας ϵ. Δηλαδη για καθε y ∈ E υπαρχει j ∈ [k] ωστε
∥y2 − uj∥ < ϵ, επομενως ∥y − uj∥ ≤ ∥y1∥+ ∥y2 − uj∥ < 2ϵ.

Δειξαμε λοιπον οτι το E = Da(B) περιεχεται σε πεπερασμενο πληθος μπαλες B(u1, 2ϵ), . . . , B(uk, 2ϵ)
του ℓ2 ακτινας 2ϵ, πραγμα που σημαινει οτι ειναι σχετικα συμπαγες, οπως θελαμε.

Σημειωση: Αντιστροφα, αν η (φραγμενη) ακολουθια (an) δεν ειναι μηδενικη, τοτε ο Da (ειναι φραγμενος,
αλλα) δεν ειναι συμπαγης.

Πραγματι, αφου η (an) δεν ειναι μηδενικη, υπαρχει ενα δ > 0 κι ενα απειρο υποσυνολο M ⊆ N ωστε
|am| ≥ δ για καθε m ∈ M. Παρατηρουμε ότι για καθε m ∈ M εχουμε amem ∈ Da(B) = E. Επομενως το
E περιεχει μια απειρη ακολουθια (amem) η οποια δεν εχει συγκλινουσα υπακολουθια, καθως
∥amem − akek∥2

Πυθ
= |am|2 + |ak|2 ≥ 2δ2 για καθε m, k ∈ M με m ̸= k. Αρα η κλειστη θηκη του E δεν

ειναι συμπαγης.


