4 I. XQPOI HILBERT

To (-, -) elvan ecwTeEd yvouevo. Ilpdyuatt, OAES oL WELOTNTES TOV
optouoV L.1.1, ektdg amd tnv (ii), elvol AUEGES GUVETIELES TNG YQOLLUL-
KOTnTOLg TOU OAOKANE®UOTOC. Aodeikviovue tnv (ii): Av (f,f) = 0
T10TE f If|> = 0, omdte, emeldi n oAokAnpwtéa cuvdptnon [f|? elvon
un apvntiki kar cuveyrg, émetar ot |f(0)]? = 0 kaw cuventdg f(t) =
vy kdde t € [—ar, 77].

IHedétaon 1.1.2 (Avieétnta Cauchy-Schwarz) Av E gival ydpog ue
ECWTEPLKO yLVOUevo, yia kdde x,y € E 1cyvel

6] < OG0y, )12

Ieotnta i1Gxvel av kair uovov av ta X,y eivar ypauuikd eEaptnuéva.

ATmoderen Av x,y € E, yua kdde A € K gxovue
0 <AX+y,Ax+) = A2 X)) + A0 + A, x) + (v, y)
OZtovtag A = u(y,x) omov u € R, n gxéon avtn divet

0 < @] ey 12 06 x) + 20| 7.0 I + () -
« Av {(x,x) = 0, éxovue 0 < 2u| (¥, x)|> + (,¥) yia kdde u € R, oTrdTe
da megmer (v, x) |* = 0, doa [ (¥, ) [* < (x, X)(V V).
o Av (x,x) > 0, 101e Y€TOoVTOC U = — (X, x) €xouue
2

0< |<<x,y>>| _2|<<yx>>| + ) doa 2 |<xy>|

Emiong, woétnto oty TS?\EU’L’OLLOL OVIGOTNTOL, LGOSVVOUL (X, X)XV, V) =
|6 )02, woxver av kar wévov av (Ax + y,Ax +y) = 0, 16odvvauo, (aTtd
v (ii)) av kow pévov av Ax+y =0 (ue A = — (x,x>_1 ¥, x)). O

< (y,y), 6Twg FENaue.

Haeatiignon 1.1.3 Xtnv amodeién tng Ilpdtacng, n iSiotnta (ii) ToU
ECWTEPIKOV YIVOuUEvou Sev ypnatuodtotidnke yia va deiydel n avico-
tnta Cauchy-Schwarz. Asobeiy9nke dndadn GTtny JTEAYUATIKOTRTA
TO €ENG:

Eotw E ypauuikos xweog kat {-,-) : EX E - K asweko-
vion ue Tic ISI0TNTES TOV EGWTEQIKOV yivouevou (Oplouos
1.1.1) ekt6¢ Tng (ii) (va nul-eGWTEQPIKO Yvouevo 1 uia de-
TIKA NULOPLGUEVIL LOPPN).

Tore [(x.y)* < (. )Q.y) (xy € E).

Avtideta, yia Tov YapaKTnElouo Tne JTEQLITTWONS LGOTNTAS X QELA-
tetar kai n iSiotnta (ii).



