
Κάθετες ανά δύο προβολές

Η επόμενη πρόταση είναι μια άλλη προσέγγιση στους χαρακτηρισμούς ακολουθίας κάθετων ανά δύο
προβολών (πεπερασμένης ή άπειρης).

Πρόταση 1 Έστω (Pn) ακολουθία προβολών σ’ έναν χώρο Hilbert H . Tα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Για κάθε m ∈ N, ισχύει ότι
m∑

n=1
Pn ≤ I , ισοδύναμα ¹

∥∥∥∥ m∑
n=1

Pn

∥∥∥∥ ≤ 1.

(ii) Οι Pn είναι ανά δύο κάθετες.

(iii) Για κάθε m ∈ N, η Qm :=
m∑

n=1
Pn είναι προβολή.

(iv)
m∑

n=1
‖Pnx‖2 ≤ ‖x‖2 για κάθε x ∈ H και m ∈ N.

(v) Για κάθε x ∈ H η σειρά
∑
n
Pnx συγκλίνει στον H .

Τότε, για κάθε x ∈ H η σειρά
∑

n Pnx συγκλίνει στο P (M)x, όπου M είναι η κλειστή γραμμική θήκη
της ένωσης των imPn (n ∈ N) και

∑
n ‖Pnx‖2 = ‖P (M)x‖2.

Σχόλιο Παρατηρειστε οτι οι συνθηκες (i)−(iv) ειναι «αλγεβρικες», με την εννοια οτι δεν αναφερονται
σε συγκλιση ή απειρες διαδικασιες.

Απόδειξη (i) ⇒ (ii) Έστω x ∈ H . Aρκεί, αν n > k, να δείξουμε ότι PnPkx = 0. Θέτοντας y = Pkx,
έχουμε από την υπόθεση,

‖y‖2 = ‖Pky‖2 ≤
n∑

j=1

‖Pjy‖2 =
n∑

j=1

〈Pjy, y〉 = 〈
n∑

j=1

Pjy, y〉 ≤ 〈y, y〉 = ‖y‖2

επομένως ισχύει ισότητα. Άρα
n∑

j=1
‖Pjy‖2 = ‖Pky‖2, πράγμα που σημαίνει ότι ‖Pny‖2 = 0, δηλαδή

‖PnPkx‖2 = 0, άρα PnPkx = 0. Συνεπώς PnPk = 0, δηλαδή οι Pn, Pk είναι κάθετες προβολές.

(ii) ⇒ (iii) Αν οι Pn είναι ανά δύο κάθετες, δείχνουμε επαγωγικά ότι Q2
n = Qn, οπότε η Qn θα είναι

προβολή, αφού είναι αυτοσυζυγής (άθροισμα αυτοσυζυγών).

Για n = 1 δεν έχουμε τίποτε να αποδείξουμε. Για το επαγωγικό βήμα, αν η Qn−1 είναι προβολή,
παρατηρούμε ότι η Pn είναι κάθετη σε όλες τις Pk (k < n) άρα και στο άθροισμά τους Qn−1, οπότε

Q2
n = (Qn−1 + Pn)

2 = Q2
n−1 +Qn−1Pn + PnQn−1 + P 2

n = Qn−1 + 0 + 0 + Pn

δηλαδή Q2
n = Qn.

(iii) ⇒ (ii) Αν ηQn =
∑n

k=1 Pk είναι προβολή, τότε, για κάθε k < n, επειδήQn ≥ Qn−1 ≥ Pk έχουμε
QnPk = Qn−1Pk = Pk, άρα

Pk = QnPk = (Qn−1 + Pn)Pk = Qn−1Pk + PnPk = Pk + PnPk ,

Επομένως PnPk = 0, δηλαδή οι Pn, Pk είναι κάθετες προβολές.

(ii) ⇒ (iv) Αν οι Pn είναι ανά δύο κάθετες, τότε από το Πυθαγόρειο Θεώρημα έχουμε

n∑
k=1

‖Pkx‖2 =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

Pkx

∥∥∥∥∥
2

= ‖Qnx‖2 ≤ ‖x‖2 για κάθε n

¹αφού
m∑

n=1

Pn ≥ 0



άρα
∞∑
k=1

‖Pkx‖2 = sup
n

n∑
k=1

‖Pkx‖2 ≤ ‖x‖2.

(iv) ⇒ (i) Αν ισχύει η (iv) τότε για κάθε x ∈ H και κάθε n ∈ N έχουμε (αν θυμηθούμε ότι 〈Pkx, x〉 =
‖Pkx‖2)

〈
n∑

k=1

Pkx, x〉 =
n∑

k=1

〈Pkx, x〉 =
n∑

k=1

‖Pkx‖2 ≤ ‖x‖2 δηλαδή 〈
n∑

k=1

Pkx, x〉 ≤ 〈Ix, x〉

που σημαίνει ότι
n∑

k=1

Pk ≤ I .

(iv) ⇔ (v) Παρατηρουμε πρωτα οτι η (iv) ισοδυναμει με την

(iv′)
∞∑
n=1

‖Pnx‖2 ≤ ‖x‖2 για κάθε x ∈ H

(αφου το αθροισμα της σειρας (θετικων ορων) ειναι το supremum των μερικων αθροισματων της).
Αρκει λοιπον να δειξουμε οτι η (v) ισοδυναμει με την (iv′).

Για κάθε x ∈ H θέτουμε xn = Qnx. Παρατηρουμε οτι για κάθε n > m ≥ n0 έχουμε

‖xn − xm‖2 =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

Pkx

∥∥∥∥∥
2
Πυθ
=

n∑
k=m+1

‖Pkx‖2 .

Επομενως η σειρά
∑
n
‖Pnx‖2 συγκλίνει αν και μονον αν η (xn) είναι βασική, δηλ. αν-ν η σειρά

∑
n
Pnx

συγκλίνει στον H , οπως θελαμε.

Υποθέτουμε τώρα ότι ισχύουν οι ισοδύναμες συνθήκες (i)− (v). Έστω

y := lim
n

xn =
∞∑
k=1

Pkx .

Δείχνουμε ότι y = P (M)x (γραφουμε P αντι για P (M) για συντομια):
Παρατηρούμε ότι κάθε xn ανήκει στον υπόχωρο imQn = span {imPk, k ≤ n} ⊆ M , άρα στον M .
Συνεπώς y = limxn ∈ M , άρα y − Px ∈ M .

Από την άλλη μεριά, για κάθε n, k με n ≥ k έχουμε Qn ≥ Pk και συνεπώς Pkxn = PkQnx = Pkx και
Pkx = PkPx αφού Pk ≤ P . Επομένως Pky = limPkxn = Pkx = PkPx, άρα Pk(y−Px) = 0. Δηλαδή
το διάνυσμα y− Px είναι κάθετο σε κάθε imPk, άρα και στην κλειστή γραμμική τους θήκη, που είναι
οM .

Εχουμε λοιπόν y − Px ∈ M και y − Px ⊥ M , άρα y − Px = 0. Δείξαμε λοιπόν ότι y = Px, δηλαδή

Px =
∞∑
k=1

Pkx

άρα

‖Px‖2 = lim
n

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

Pkx

∥∥∥∥∥
2
Πυθ
= lim

n

n∑
k=1

‖Pkx‖2 =
∞∑
k=1

‖Pkx‖2 .

2

Σχολιο Παρατηρειστε οτι επεται αμεσα και μια λυση της Ασκησης II.1, θεωρωντας τις μονοδιαστατες
προβολες Pn : x 7→ 〈x, en〉en.


