
JewrÐa Mètrou: Ask seic 2

'Askhsh 2.1 (K:3-3) 'Estw (Ω,S, µ) q¸roc mètrou kai A ⊆ Ω. Tìte
µ∗(A) + µ∗(Ω \ A) = µ(Ω).

'Askhsh 2.2 (K:3-4) 'Ena A ⊆ [0, 1] eÐnai Lebesgue metr simo an kai mì-
non an λ∗(A) + λ∗(Ac) = 1.

'Askhsh 2.3 (K:3-5) 'Ena A ⊆ R eÐnai Lebesgue metr simo an kai mìnon
an λ∗(A ∩ (a, b)) + λ∗(Ac ∩ (a, b)) = b− a gia k�je a, b ∈ R me a < b.

'Askhsh 2.4 (K:3-12) [Je¸rhma Epèktashc Karajeodwr ]
'Ena arijm sima prosjetikì mètro orismèno se mia �lgebra epekteÐnetai sthn
paragìmenh σ-�lgebra: 'Estw A ⊆ P(Ω) mia �lgebra uposunìlwn tou Ω kai
µ : A → [0, +∞] èna arijm sima prosjetikì mètro, dhl. µ(∅) = 0 kai
µ(∪nAn) =

∑
n µ(An) gia k�je arijm simh oikogèneia xènwn an� dÔo sunìlwn

An ∈ A ¸ste ∪nAn ∈ A. Tìte up�rqei mètro µ̃ sthn paragìmenh σ-�lgebra
σ(A) pou epekteÐnei to µ.

'Askhsh 2.5 (K:3-13) (Sunèqeia thc prohgoÔmenhc) 'EstwA ⊆ P(Ω) mia
�lgebra uposunìlwn tou Ω. An up�rqoun Ωn ∈ A ¸ste ∪nΩn = Ω, tìte dÔo
σ-prosjetik� mètra pou eÐnai peperasmèna se k�je Ωn kai tautÐzontai sthn A
anagkastik� tautÐzontai sthn σ(A).

'Askhsh 2.6 (K:3-18) 'Estw F : R → R fragmènh, aÔxousa, dexi� su-
neq c me limx→−∞ F (x) = 0 kai µ to mètro Borel ston R pou ikanopoieÐ
µ((−∞, x]) = F (x) gia k�je x ∈ R. DeÐxte ìti gia k�je a, b ∈ R me a ≤ b,

µ((−∞, a)) = F (a−), µ([a, b]) = F (b)− F (a−),
µ((a, b)) = F (b−)− F (a), µ([a, b)) = F (b−)− F (a−) kai
µ((a, b]) = F (b)− F (a)

ìpou F (a−) = lim
x↗a

F (x). EpÐshc deÐxte ìti h F eÐnai suneq c an kai mìnon an

µ({a}) = 0 gia k�je a ∈ R.


