
JewrÐa Mètrou: Ask seic 3

'Askhsh 3.1 (K:4-6) 'Estw A ⊆ R, a ∈ R kai δ > 0. An gia k�je t ∈ R me
|t| < δ isqÔei a + t ∈ A   a− t ∈ A, na apodeiqjeÐ ìti λ∗(A) ≥ δ.

'Askhsh 3.2 (K:4-7) An C ⊆ [0, 1] eÐnai to sÔnolo Cantor, na apodeiqjeÐ
ìti C − C = [−1, 1] parìlo pou λ(C) = 0 (sunep¸c to antÐstrofo tou
Jewr matoc Steinhaus den isqÔei).

'Askhsh 3.3 (K:4-16) 'Estw X metrikìc q¸roc kai µ, ν dÔo peperasmèna
mètra Borel ston X.

(i) An ta µ kai ν tautÐzontai sta anoikt� sÔnola tìte eÐnai Ðsa.
(ii) An ta µ kai ν tautÐzontai sta kleist� sÔnola tìte eÐnai Ðsa.
(iii) An ta µ kai ν tautÐzontai sta sumpag  sÔnola kai epiplèon up�rqoun

Kn ⊆ X sumpag  ¸ste X =
⋃∞

n=1 Kn tìte ta µ kai ν eÐnai Ðsa.

'Askhsh 3.4 (K:4-17) 'Estw X diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc kai µ 6= 0
mètro Borel ston X.
(a) Gia k�je oikogèneia {Vi : i ∈ I} apì anoikt� sÔnola mètrou mhdèn isqÔei
µ(

⋃
i∈I Vi) = 0.

(b) An gia k�je sÔnolo Borel B me µ(B) > 0 isqÔei µ(B) = 1, tìte up�rqei
x ∈ X ¸ste µ = δx.
(g) An to µ eÐnai suneqèc mètro (dhl µ({x}) = 0 gia k�je x ∈ X), tìte
to µ eÐnai mh atomikì (dhlad  k�je sÔnolo A ⊆ X jetikoÔ mètrou èqei èna
uposÔnolo me (gnhsÐwc) mikrìtero jetikì mètro: den up�rqoun {�toma}).

'Askhsh 3.5 (K:4-2) An A ⊆ R eÐnai Lebesgue metr simo tìte

λ(A) = sup{λ(K) : K sumpagèc, poujen� puknì, K ⊆ A}.

'Askhsh 3.6 (K:4-20) ApodeÐxte ìti up�rqei A ⊆ R ¸ste gia k�je G ⊆ R
anoiktì mh kenì na isqÔei λ(A ∩ G) > 0 kai tautìqrona λ(Ac ∩ G) > 0.
M�lista to A mporeÐ na epilegeÐ arijm simh ènwsh poujen� pukn¸n sumpag¸n
uposunìlwn.


