
Ασκήσεις για το μέτρο γινόμενο

1. Δείξτε ότι αν ai,j ≥ 0 τότε
∑

i

∑
j ai,j =

∑
j

∑
i ai,j ∈ [0,+∞].

2. Δείξτε ότι αν [ai,j ] =


1 0 0 0 . . .
−1 1 0 0 . . .
0 −1 1 0 . . .
0 0 −1 1 . . .
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 τότε
∑

i

∑
j ai,j 6=

∑
j

∑
i ai,j .

3. Δείξτε ότι αν ai,j ∈ R και
∑

i

∑
j |ai,j | < ∞ τότε οι σειρές

∑
i

∑
j ai,j και

∑
j

∑
i ai,j συγκλίνουν

στον ίδιο πραγματικό αριθμό.

4. ΄Εστω µ ένα μέτρο στον μετρήσιμο χώρο (X,A). Υποθέτουμε ότι X =
⋃
nXn όπου Xn ∈ A,

και η (Xn) είναι αύξουσα. Ορίζουμε µn(A) = µ(A ∩ Xn), A ∈ A, n ∈ N. Δείξτε ότι για κάθε
f : X → [0,+∞] μετρήσιμη ισχύει ∫

X
f dµn =

∫
Xn

f dµ.

5. ΄Εστω (X,A, µ) και (Y,B, ν) σ-πεπερασμένοι χώροι μέτρου. ΄Εστω C ∈ A⊗B με (µ× ν)(C) = 0.
Δείξτε ότι µ-σχεδόν για κάθε x ∈ X ισχύει ότι ν(Cx) = 0 και ν-σχεδόν για κάθε y ∈ Y ισχύει ότι
µ(Cy) = 0.

6. ΄Εστω (R,P(R), µ) ο χώρος μέτρου όπου µ(A) =

{
0, αν A αριθμήσιμο

+∞, διαφορετικά

Δείξτε ότι στον χώρο (R×R,P(R)⊗)P(R)) το μέτρο γινόμενο µ×µ δεν είναι μοναδικό (δείτε την
άσκηση 9-6 Κουμουλλή-Νεγρεπόντη).

7. Δείξτε ότι ο χώρος μέτρου (R2,Mλ∗2
, λ2) είναι η πλήρωση του (R2,B(R) ⊗ B(R), λ × λ), όπου λ

το μέτρο Lebesgue στο R και λ2 το μέτρο Lebesgue στον R2
.


