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ÊåöÜëáéï 1

Ãñáììéêüò Ðñïãñáììáôéóìüò

1.1 ÅéóáãùãÞ óôï Ãñáììéêü Ðñïãñáììáôéóìü

¸óôù Ýíá ð.ã.ð. óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

z = max c′ x

A x ≤; =; ≥ b

x ≥ 0

üðïõ

x =




x1

x2

...

xn



∈Mn×1; c =




c1

c2
...

cn



∈Mn×1; 0 =




0

0
...

0



∈Mn×1; b =




b1

b2
...

bm



∈Mm×1;

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...

am1 am2 · · · amn



∈Mm×n:

Oñéóìüò 1 ¸íá ð.ã.ð. åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ áí Ý÷åé ôç ìïñöÞ

(±) max(c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn) (1.1)
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a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm
x1; x2; : : : ; xn ≥ 0:

üðïõ cj; bi; aij ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò êáé åðéðëÝïí bi ≥ 0; i = 1; 2; : : : ;m. Éóïäýíáìá, óå

ìïñöÞ ðéíÜêùí:

z = max c′ x

A x = b

x ≥ 0

üðïõ c; x ∈Mn×1, b ∈Mm×1 êáé b ≥ 0.

ÊÜèå ð.ã.ð. ìðïñåß íá ôåèåß óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç óôïé÷åéùäþí ìåôáó÷çìáôéóìþí.

i. Ðñüâëçìá åëá÷éóôïðïßçóçò

×ñçóéìïðïéïýìå ôç ó÷Ýóç

min f(x) = −max(−f(x)):

ii. Áñíçôéêïß üñïé óå ðåñéïñéóìïýò

Áõôïß ìåôáôñÝðïíôáé óå èåôéêïýò, ðïëëáðëáóéÜæïíôáò êáé ôá äýï ìÝëç ôùí áíôßóôïé÷ùí

ðåñéïñéóìþí ìå (-1).

iii. Ðåñéïñéóìïß ðïõ åêöñÜæïíôáé áðü áíéóþóåéò

Áõôïß ìðïñïýí íá áíá÷èïýí óå åîéóþóåéò åéóÜãïíôáò íÝåò ìç áñíçôéêÝò ìåôáâëçôÝò, ðïõ

ëÝãïíôáé ðåñéèþñéåò ìåôáâëçôÝò. ¸ôóé ïé áñ÷éêïß ðåñéïñéóìïß

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn ≤ bi;

aj1x1 + aj2x2 + · · ·+ ajnxn ≥ bj

åßíáé éóïäýíáìïé ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn + xr = bi; xr ≥ 0

aj1x1 + aj2x2 + · · ·+ ajnxn − xs = bj; xs ≥ 0:
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iv. ÌåôáâëçôÝò ÷ùñßò ðåñéïñéóìü óôï ðñüóçìï Þ ìç èåôéêÝò

Áí ç ìåôáâëçôÞ xi äåí õðüêåéôáé óôïí ðåñéïñéóìü xi ≥ 0, áëëÜ åßíáé xi ∈ R, èÝôïõìå

xi = x′i− x′′i , üðïõ x′i; x
′′
i ≥ 0. Áí ç ìåôáâëçôÞ xj åßíáé ìç èåôéêÞ, èÝôïõìå xj = −x′j, üðïõ

x′j ≥ 0.

1.2 Ï áëãüñéèìïò Simplex

Ç ìÝèïäïò Simplex åßíáé ç áðëïýóôåñç êáé åõêïëüôåñç ìÝèïäïò ãéá ôçí åýñåóç ôçò Üñéóôçò ëýóçò

åíüò ð.ã.ð. Ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ Simplex, ðñÝðåé

i. Ôï ð.ã.ð. íá åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

ii. Íá åßíáé ãíùóôÞ ìßá (áñ÷éêÞ) ìç åêöõëéóìÝíç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç x0.

Ôá äéáäï÷éêÜ âÞìáôá ôçò ìåèüäïõ Simplex ìðïñïýí íá åêôåëåóôïýí ðéï åýêïëá ìå ôç âïÞèåéá

ìéáò óåéñÜò ðéíÜêùí ðïõ åßíáé ãíùóôïß ùò tableau Simplex. Ï áëãüñéèìïò Simplex èá áíáðôõ÷èåß

êÜíïíôáò ôçí õðüèåóç üôé ï ðßíáêáò Á ðåñéÝ÷åé ôïí m ×m ìïíáäéáßï ðßíáêá É, ï ïðïßïò äßíåé

ôçí ðñþôç âÜóç. Ôüôå ç áñ÷éêÞ âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç äßíåôáé áðü ôï äéÜíõóìá b ôùí óôáèåñþí

üñùí. Èá ðåñéãñÜøïõìå ôïí áëãüñéèìï áíáëõôéêÜ ìÝóù åíüò ðáñáäåßãìáôïò.

Áñ÷éêÜ ç ìáèçìáôéêÞ äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé

max (15x1 + 10x2)
1
4
x1 + x2 ≤ 65

5
4
x1 + 1

2
x2 ≤ 90

x1 + x2 ≤ 85

x1 , x2 ≥ 0

Ìå âÜóç ôïõò êáíüíåò ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù ìåôáôñÝðïõìå ôï ðñüâëçìá óå êáíïíéêÞ

ìïñöÞ, üðùò áðáéôåßôáé ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ Simplex. Åßíáé ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò,

üëåò ïé ìåôáâëçôÝò åßíáé ìç áñíçôéêÝò êáé b > 0. ¸ôóé, ôï ìüíï ðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå åßíáé

íá ðñïóèÝóïõìå áðü ìßá ðåñéèþñéá ìåôáâëçôÞ óå êÜèå ðåñéïñéóìü þóôå íá ãßíïõí üëïé éóüôçôåò.
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¸ôóé ôï ðñüâëçìá áðïêôÜ ôç ìïñöÞ

max (15x1 + 10x2)
1
4
x1 + x2 + x3 = 65

5
4
x1 + 1

2
x2 + x4 = 90

x1 + x2 + x5 = 85

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 ≥0

Ðáñáôçñïýìå ðùò ó÷çìáôßæåôáé ï ìïíáäéáßïò 3 × 3 ðßíáêáò êáé Üñá ìéá ðñþôç âáóéêÞ åöéêôÞ

ëýóç èá äïèåß ùò x1 = 0; x2 = 0; x3 = 65; x4 = 90; x5 = 85.

ÖôéÜ÷íïõìå ôïí ðßíáêá Simplex ùò åîÞò:

Óôçí ðñþôç óôÞëç áíáãñÜöïíôáé ïé âáóéêÝò óôÞëåò ðïõ åßíáé áõôÝò ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôï ìïíáäéáßï

ðßíáêá, äçëáäÞ ïé P3; P4 êáé P5 ìå ôç óåéñÜ ðïõ ôïí ó÷çìáôßæïõí. Óôç äåýôåñç óôÞëç âÜæïõìå

ôéò ôéìÝò ôùí áíôßóôïé÷ùí óõíôåëåóôþí êÝñäïõò, äçëáäÞ ôïõò óõíôåëåóôÝò ìå ôïõò ïðïßïõò ïé

âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò åìöáíßæïíôáé óôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç (c3; c4 êáé c5 ðïõ åßíáé üëïé

0). Óôçí ôñßôç óôÞëç âÜæïõìå ôç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç ðïõ Ý÷ïõìå, äçëáäÞ ôá óôïé÷åßá ôïõ b.

Óôç óõíÝ÷åéá âÜæïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá Á åíþ ç ôåëåõôáßá óôÞëç ôïõ tableau áöÞíåôáé

ðñïóùñéíÜ êåíÞ. Óôçí ôåëåõôáßá ãñáììÞ áíáãñÜöåôáé ç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ

áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ ëýóç (z0) êáèþò êáé ïé äéáöïñÝò zk − ck, ïé ïðïßåò õðïëïãßæïíôáé ùò ôï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôçò äåýôåñçò óôÞëçò, cB, ìå ôçí k-ïóôÞ óôÞëç ôïõ Á, Pk, ìåßïí ôï áíôßóôïé÷ï

ck(äçë. c′B Pk− ck). ð.÷. z0 = 0 ·65+0 ·90+0 ·85 = 0, z1− c1 = (0 · 1
4
+0 · 5

4
+0 ·1)−15 = −15.

¸ôóé ôï ðñþôï tableau ãßíåôáé

15 10 0 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 �

P3 0 65 1
4

1 1 0 0

P4 0 90 5
4

1
2

0 1 0

P5 0 85 1 1 0 0 1

z 0 -15 -10 0 0 0

ÐáñáôÞñçóç 1 ÊÜôù áðü ôéò âáóéêÝò óôÞëåò ïé äéáöïñÝò zk − ck ðñÝðåé íá ðñïêýðôïõí ðÜíôá

0.

ÅëÝã÷ïõìå áí ç ëýóç ðïõ Ý÷ïõìå åßíáé Üñéóôç, åîåôÜæïíôáò ôéò äéáöïñÝò zk − ck.
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i. Áí zk − ck ≥ 0 ãéá üëá ôá k, ç ëýóç åßíáé Üñéóôç.

ii. Áí zj − cj < 0 ãéá êÜðïéï j êáé xij ≤ 0 ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : ;m, ôüôå ôï ð.ã.ð. åßíáé ìç

öñáãìÝíï.

iii. Áí êáìßá áðü ôéò äýï ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò äåí éó÷ýïõí, ôüôå õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá j

ôÝôïéï þóôå zj−cj < 0 êáé xij > 0 ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí i. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ãñÜöïõìå

óôçí ôåëåõôáßá óôÞëç ôïõò ëüãïõò ôùí óôïé÷åßùí ôçò óôÞëçò b ìå ôá áíôßóôïé÷á èåôéêÜ

óôïé÷åßá ôçò óôÞëçò P j. Ç óôÞëç P i öåýãåé áðü ôç âÜóç êáé óôç èÝóç ôçò ìðáßíåé ç P j.

¸ôóé óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, áðü ôéò äéáöïñÝò zk − ck õðÜñ÷ïõí äýï áñíçôéêÝò. ¢ñá ç ëýóç ðïõ

Ý÷ïõìå äåí åßíáé Üñéóôç êáé åßìáóôå óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç áðü áõôÝò ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù.

ÅðéëÝãïõìå ôçí ðéï ìéêñÞ áðü ôéò äéáöïñÝò (ôï -15), äçëáäÞ ôç óôÞëç P 1. Óôç óõíÝ÷åéá, óôçí

ôåëåõôáßá óôÞëç ôïõ tableau (óôÞëç è) ãñÜöïõìå ôïõò ëüãïõò ôùí óôïé÷åßùí ôçò óôÞëçò b ìå

ôá áíôßóôïé÷á èåôéêÜ óôïé÷åßá ôçò óôÞëçò P 1, ð.÷. �1 = 65
1
4

= 4 · 65. Áöïý õðïëïãßóïõìå üëá ôá

è, åðéëÝãïõìå ôï ìéêñüôåñï. Ôï óôïé÷åßï ôçò óôÞëçò P 1 áðü ôï ïðïßï ðñïÝêõøå ôï ìéêñüôåñï �

ôï âÜæïõìå ìÝóá óå Ýíá ôåôñÜãùíï êáé êáëåßôáé ðéëüôïò. Åäþ �1 = 260; �2 = 72 êáé �3 = 85.

¸ôóé ôï ìéêñüôåñï åßíáé ôï �2 êáé Üñá ï ðéëüôïò ìáò åßíáé ôï 5
4
.

15 10 0 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 �

P3 0 65 1
4

1 1 0 0 4·65 Ã1

P4 0 90 5
4

1
2

0 1 0 904
5
=72 Ã2

P5 0 85 1 1 0 0 1 85/1=85 Ã3

z 0 -15 -10 0 0 0 Ã4

¸ôóé ïëïêëçñþóáìå ôç óõìðëÞñùóç ôïõ ðñþôïõ tableau êáé åßìáóôå Ýôïéìïé, åöüóïí Ý÷ïõìå

ðñïóäéïñßóåé ôïí ðéëüôï, íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ åðüìåíïõ tableau. Ï ðéëüôïò

âñßóêåôáé óôç äåýôåñç ãñáììÞ êáé óôçí ðñþôç óôÞëç. ¢ñá ç óôÞëç P 4 (ðïõ âñßóêåôáé óôç

äåýôåñç ãñáììÞ) öåýãåé áðü ôç âÜóç êáé óôç èÝóç ôçò ìðáßíåé ç óôÞëç P 1 (ðïõ âñßóêåôáé óôçí

ðñþôç óôÞëç). ¸ôóé óôï åðüìåíï tableau ç âÜóç áðïôåëåßôáé áðü ôéò óôÞëåò P 3; P 1; P 5. Ãéá

íá åßíáé ç P 1 âáóéêÞ óçìáßíåé üôé åßíáé óôÞëç ôïõ ìïíáäéáßïõ êáé ìÜëéóôá ôçò ìïñöÞò ôçò P 4 ðïõ

Ýöõãå áðü ôç âÜóç. ¸ôóé ìå ãñáììïðñÜîåéò äçìéïõñãïýìå 1 óôç èÝóç ôïõ ðéëüôïõ êáé êÜíïõìå
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ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôçò óôÞëçò P 1 ìçäÝí. ÃåíéêÜ ç íÝá ãñáììÞ ôïõ ðéëüôïõ Ã ′i ðñïêýðôåé áðü

ôçí i ãñáììÞ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ tableau (Ãi) üôáí áõôÞ äéáéñåèåß ìå ôïí ðéëüôï (Ã ′i = Ãi=xij).

Ç s ãñáììÞ (Ã ′s) ôïõ íÝïõ tableau, ðñïêýðôåé áðü ôçí s ãñáììÞ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ tableau (Ãs)

üôáí áðü áõôÞ áöáéñåèåß ç Ã ′i ðïëëáðëáóéáóìÝíç ìå ôï s óôïé÷åßï xsj ôçò óôÞëçò ôïõ ðéëüôïõ

(Ã ′s = Ãs − xsjÃ ′i).

Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, ðñþôá äéáéñïýìå üëá ôá óôïé÷åßá ôçò ãñáììÞò ôïõ ðéëüôïõ ìå ôïí ðéëüôï

ïðüôå ðñïêýðôåé ç ãñáììÞ Ã ′2 = Ã2=(5=4). Óôç óõíÝ÷åéá åêôåëïýìå ôéò ãñáììïðñÜîåéò üðùò

öáßíïíôáé óôï åðüìåíï tableau. ð.÷. ç Ã ′1, åöüóïí èÝëïõìå íá äçìéïõñãÞóïõìå 0 óôç èÝóç

ôïõ 1
4
, áñêåß íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôçí êáéíïýñéá ãñáììÞ ôïõ ðéëüôïõ (Ã ′2) ìå −1

4
êáé íá

ôçí ðñïóèÝóïõìå óôçí Ã1. ¸ôóé ðñïêýðôåé üôé Ã ′1 = Ã1 − 1
4
Ã ′2. Ïìïßùò óõìðëçñþíïõìå êáé

ôéò õðüëïéðåò ãñáììÝò ôïõ tableau (÷ùñßò âÝâáéá ôç óôÞëç ôùí è). Áöïý ïëïêëçñþóïõìå

ôç óõìðëÞñùóç êáé ôïõ äåýôåñïõ tableau, åëÝã÷ïõìå áí ç ëýóç åßíáé Üñéóôç (ìÝóù êáé ðÜëé

ôùí äéáöïñþí zk − ck). Áí ç ëýóç åßíáé Üñéóôç ç äéáäéêáóßá ôåñìáôßæåôáé. Áí ü÷é, ôüôå

åðáíáëáìâÜíïõìå ôá ßäéá âÞìáôá (âñßóêïõìå ôá �, âñßóêïõìå ôïí ðéëüôï ê.ï.ê.) ìÝ÷ñé íá

êáôáëÞîïõìå óôï âÝëôéóôï tableau. ÓõíïëéêÜ ç äéáäéêáóßá óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò öáßíåôáé ðáñáêÜôù.

15 10 0 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 �

P3 0 65 1
4

1 1 0 0 4·65 Ã1

P4 0 90 5
4

1
2

0 1 0 904
5
=72 Ã2

P5 0 85 1 1 0 0 1 85/1=85 Ã3

z 0 -15 -10 0 0 0 Ã4

P3 0 47 0 9
10

1 -1
5

0 4710
9

Ã ′1 = Ã1 − 1
4
Ã ′2

P1 15 72 1 2
5

0 4
5

0 725
2

Ã ′2 = 4
5
Ã2

P5 0 13 0 3
5

0 -4
5

1 135
3

Ã ′3 = Ã3 − Ã ′2

z 15·72 0 -4 0 12 0 Ã ′4 = Ã4 + 15Ã ′2

P3 0 55
2

Ã ′′1 = Ã ′1 − 9
10
Ã ′′3

P1 15 190
3

Ã ′′2 = Ã ′2 − 2
5
Ã ′′3

P2 10 65
3

0 1 0 -4
3

5
3

Ã ′′3 = 5
3
Ã ′3

z 3500
3

0 0 0 20
3

20
3

Ã ′′4 = Ã ′4 + 4Ã ′′3
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Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôåëåõôáßï tableau åßíáé ôï âÝëôéóôï áöïý üëåò ïé äéáöïñÝò óôçí ôåëåõôáßá

ãñáììÞ åßíáé ìç áñíçôéêÝò. ¢ñá ç Üñéóôç ëýóç óýìöùíá ìå ôïí áëãüñéèìï Simplex åßíáé ç

x1 = 190
3
; x2 = 65

3
; x3 = 55

2
; x4 = 0; x5 = 0.

ÐáñáôÞñçóç 2 ÅÜí ôï ð.ã.ð. åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ áëëÜ äåí åìöáíßæåôáé ï ìïíáäéáßïò

ðßíáêáò, ôüôå äåí ìðïñåß íá åöáñìïóôåß áðåõèåßáò ï áëãüñéèìïò Simplex. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ìÝèïäï ôùí ôå÷íçôþí ìåôáâëçôþí. Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ óå üðïéïõò

áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôïõ ð.ã.ð. áðáéôåßôáé ðñïóèÝôïõìå áðü ìßá ìç áñíçôéêÞ ìåôáâëçôÞ

(ôå÷íçôÞ ìåôáâëçôÞ) þóôå íá äçìéïõñãåßôáé ï ìïíáäéáßïò ðßíáêáò. Óôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç

ïé ôå÷íçôÝò ìåôáâëçôÝò åéóÜãïíôáé ìå óõíôåëåóôÞ êüóôïõò Ì ¿ 0. Áí óôçí Üñéóôç ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò õðÜñ÷ïõí ôå÷íçôÝò ìåôáâëçôÝò ìå èåôéêÞ ôéìÞ, ôüôå ôï ðñüâëçìá äåí Ý÷åé åöéêôÝò

ëýóåéò (Üñá äåí Ý÷åé Üñéóôç ëýóç).

1.3 Ôï äõúêü ð.ã.ð.

Oñéóìüò 2 ¸íá ð.ã.ð. åßíáé óå çìéêáíïíéêÞ ìïñöÞ áí Ý÷åé ôç ìïñöÞ

(±) max c′x

Ax ≤ b

x ≥ 0

üðïõ c; x ∈Mn×1; b ∈Mm×1 êáé A ∈Mm×n.

Oñéóìüò 3 ¸óôù ôï ð.ã.ð. óå çìéêáíïíéêÞ ìïñöÞ (ðñùôåýïí ðñüâëçìá (Ð))

(±) max c′x

Ax ≤ b

x ≥ 0

Ïñßæïõìå ùò äõúêü ðñüâëçìá ôïõ (Ð), ôï ð.ã.ð.
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(∓) min b′w

A′w ≥ c

w ≥ 0

üðïõ w ∈Mm×1 êáé A′ ∈Mn×m åßíáé ï áíÜóôñïöïò ôïõ Á.

ÄåäïìÝíïõ åíüò ð.ã.ð., ðñïêåéìÝíïõ íá ãñÜøïõìå ôï äõúêü ôïõ, äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá ôï

öÝñïõìå óå çìéêáíïíéêÞ ìïñöÞ. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé åýêïëá áêïëïõèþíôáò ôïõò ðáñáêÜôù

êáíüíåò

i. Áí ìßá ìåôáâëçôÞ ôïõ åíüò äåí Ý÷åé ðåñéïñéóìü óôï ðñüóçìï, ï áíôßóôïé÷ïò ðåñéïñéóìüò

ôïõ Üëëïõ åßíáé åîßóùóç êáé áíôßóôñïöá.

ii. Áí ìßá ìåôáâëçôÞ ôïõ åíüò åßíáé ìç èåôéêÞ, ôüôå ï áíôßóôïé÷ïò ðåñéïñéóìüò ôïõ Üëëïõ

åßíáé áíßóùóç ìå öïñÜ áíôßèåôç ôçò áíáìåíüìåíçò êáé áíôßóôñïöá. Ùò áíáìåíüìåíç öïñÜ

ôùí ðåñéïñéóìþí åííïïýìå ôçí `≤' ãéá ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò êáé ôçí `≥' ãéá ðñüâëçìá

åëá÷éóôïðïßçóçò.

Èá åöáñìüóïõìå ôïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò ãéá íá âñïýìå ôï äõúêü ðñüâëçìá ôïõ ð.ã.ð.

max (15x1 + 10x2)
1
4
x1 + x2 ≤ 65

5
4
x1 + 1

2
x2 ≤ 90

x1 + x2 ≤ 85

x1 , x2 ≥ 0

Ôï äõúêü ð.ã.ð. Ý÷åé ôüóåò ìåôáâëçôÝò üóïé êáé ïé ðåñéïñéóìïß ôïõ áñ÷éêïý, åíþ Ý÷åé ôüóïõò

ðåñéïñéóìïýò üóåò ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ áñ÷éêïý. ¸ôóé ôï äõúêü Ý÷åé 3 ìåôáâëçôÝò w1; w2; w3 êáé

äýï ðåñéïñéóìïýò. Åöüóïí ôï áñ÷éêü åßíáé ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßóçò, ôï äõúêü åßíáé åëá÷éóôïðïßçóçò

êáé ç áíôéêåéìåíéêÞ ôïõ óõíÜñôçóç ðñïêýðôåé áí ùò óõíôåëåóôÝò ôùí w1; w2; w3 ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

ôá óôïé÷åßá ôïõ b. ¸ôóé ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ äõúêïý åßíáé w = min(65w1 + 90w2 +

85w3). Ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò ôïõ äõúêïý ðñïêýðôåé áí êïéôÜîïõìå ôçí ðñþôç óôÞëç ôïõ ðßíáêá

Á êáé ôï óõíôåëåóôÞ ôçò ðñþôçò ìåôáâëçôÞò x1 óôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ ðñùôåýïíôïò.

¼óïí áöïñÜ ôç öïñÜ ôçò áíßóùóçò ôïõ ðåñéïñéóìïý åëÝã÷ïõìå áí ç x1 åßíáé ìç áñíçôéêÞ. Åäþ
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x1 ≥ 0, Üñá ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò ôïõ äõúêïý èá Ý÷åé öïñÜ ôçí áíáìåíüìåíç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

åëá÷éóôïðïßçóçò (`≥'). Ìå âÜóç ôá ðñïçãïýìåíá, ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò ôïõ (Ä) èá åßíáé
1
4
w1 + 5

4
w2 + w3 ≥ 15. Óêåðôüìåíïé áíôßóôïé÷á ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå êáé ôïí äåýôåñï

ðåñéïñéóìü ôïõ (Ä). ¼óïí áöïñÜ ôï ðñüóçìï ôùí ìåôáâëçôþí ôïõ, áñêåß íá åëÝãîïõìå áí

ïé áíôßóôïé÷ïé ðåñéïñéóìïß ôïõ (Ð) Ý÷ïõí ôçí áíáìåíüìåíç öïñÜ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôï ïðïßï

áíÞêïõí. Ðáñáôçñïýìå üôé êáé ïé ôñåéò ðåñéïñéóìïß Ý÷ïõí öïñÜ `≤' ðïõ åßíáé ç áíáìåíüìåíç öïñÜ

ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåãéóôïðïßçóçò. ¢ñá êáé ïé ôñåéò ìåôáâëçôÝò ôïõ (Ä) èá åßíáé ìç áñíçôéêÝò.

¸ôóé ôï (Ä) Ý÷åé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

min (65w1 + 90w2 + 85w3)
1
4
w1 + 5

4
w2 + w3 ≥ 15

w1 + 1
2
w2 + w3 ≥ 10

w1 , w2 , w3 ≥ 0

ÈåùñÞìáôá 1 Éó÷ýïõí ôá åîÞò ÈåùñÞìáôá:

1. Áí x åßíáé ìéá åöéêôÞ ëýóç ôïõ (Ð) êáé w ìéá åöéêôÞ ëýóç ôïõ (Ä) ôüôå c′x ≤ b′w.

2. Áí ôï (Ð) Ý÷åé Üñéóôç ëýóç, ôüôå êáé ôï (Ä) Ý÷åé Üñéóôç ëýóç êáé ïé ôéìÝò ôùí áíôéêåéìåíéêþí

óõíÜñôçóåþí ôïõò ôáõôßæïíôáé.

3. Áí ôï (Ð) åßíáé ìç öñáãìÝíï, ôüôå ôï (Ä) äåí Ý÷åé åöéêôÝò ëýóåéò.

4. Áí x̂ ç Üñéóôç ëýóç ôïõ (Ð) êáé ŵ ç Üñéóôç ëýóç ôïõ (Ä) ôüôå

i. c′x̂ = b′ŵ.

ii. x̂i(a1iŵ1 + a2iŵ2 + · · ·+ amiŵm − ci) = 0; i = 1; 2; : : : ; n:

iii. ŵi(ai1x̂1 + ai2x̂2 + · · ·+ ainx̂n − bi) = 0; i = 1; 2; : : : ;m:

Ìå âÜóç ôá ÈåùñÞìáôá áõôÜ ìðïñïýìå, áí åßíáé ãíùóôÞ ç Üñéóôç ëýóç ôïõ ðñùôåýïíôïò(óôçí

ðåñßðôùóç ðïõ õðÜñ÷åé), íá õðïëïãßóïõìå ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ Simplex ôçí Üñéóôç ëýóç

ôïõ Äõúêïý ð.ã.ð.

ÐáñáôÞñçóç 3 Ïé ó÷Ýóåéò 4ii êáé 4iii áíáöÝñïíôáé êáé ùò Èåþñçìá óõìðëçñùìáôéêüôçôáò.
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1.4 ÁóêÞóåéò{Ëýóåéò

1.4.1 ¢óêçóç 1ç

¸íá åñãïóôÜóéï èÝëåé íá ðáñáóêåõÜóåé ìéá êïìðüóôá áðïôåëïýìåíç áðü ðïñôïêÜëé êáé âåñßêïêï.

Ôï êÝñäïò áíÜ 10 gr ðïñôïêÜëé ðïõ ðåñéÝ÷åé ç êïìðüóôá åßíáé 15euro, åíþ ãéá ôï âåñßêïêï åßíáé

10euro. Ç êïìðüóôá áõôÞ èá ðñïôåßíåôáé ùò óõìðëÞñùìá äéáôñïöÞò õðïêáèéóôþíôáò Ýíá ãåýìá

êáé Üñá ç äïóïëïãßá äåí èá ðñÝðåé íá õðåñâáßíåé ôéò óõíéóôüìåíåò ðïóüóôçôåò âéôáìéíþí ìéáò

çìÝñáò, üðùò áõôÝò áíáãñÜöïíôáé óôïí ðßíáêá ðïõ áêïëïõèåß:

ÓõóôáôéêÜ
áíÜ 10 gr

êïìðüóôáò
ðïñôïêáëéïý

áíÜ 10 gr
êïìðüóôáò
âåñßêïêïõ

Ó.Ç.Ä.*

Âéôáìßíç C 0.25 1 65

Âéôáìßíç B 1.25 0.5 90
ÈåñìéäéêÞ

áîßá
1 1 85

Ó.Ç.Ä.=Óõíéóôüìåíç ÇìåñÞóéá Äïóïëïãßá.

Æçôåßôáé:

á) Íá ãñáöôåß ôï ðñüâëçìá ùò ð.ã.ð.

â) Íá ëõèåß ãñáöéêÜ.

ã) Íá ãñáöôåß ôï ð.ã.ð. óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

ä) Íá ëõèåß ìå ôïí áëãüñéèìï Simplex.

å) Íá ãñáöôåß ôï äõéêü ôïõ ð.ã.ð.

æ) Íá ëõèåß ôï äõéêü.

Ëýóç

á) Ìïíôåëïðïßçóç

Èåùñïýìå x1; x2 íá åßíáé ïé ðïóüôçôåò ðïñôïêáëéïý êáé âåñßêïêïõ, áíôßóôïé÷á, ðïõ èá
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÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí ðáñáóêåõÞ ôçò êïìðüóôáò.

Ôüôå ç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò äßíåôáé ùò

max (15x1 + 10x2)
1
4
x1 + x2 ≤ 65

5
4
x1 + 1

2
x2 ≤ 90

x1 + x2 ≤ 85

x1 , x2 ≥ 0

â) ÃñáöéêÞ åðßëõóç

Èåùñïýìå ãéá êÜèå ìéá áðü ôéò ðáñáðÜíù áíéóüôçôåò ôéò áíôßóôïé÷åò åõèåßåò

å : 15x1 + 10x2 = 60

å1 :
1

4
x1 + x2 = 65

å2 :
5

4
x1 +

1

2
x2 = 90

å3 : x1 + x2 = 85

Ó÷åäéÜæïõìå ôéò åõèåßåò å1, å2 êáé å3 êáé åðéëÝãïõìå ôá áíôßóôïé÷á çìéåðßðåäá ðïõ åðáëçèåýïõí

ôéò áñ÷éêÝò áíéóüôçôåò. Ç ôïìÞ üëùí áõôþí ôùí çìéåðéðÝäùí ïñßæåé ôçí åöéêôÞ ðåñéï÷Þ.

Èåùñïýìå óôçí óõíÝ÷åéá ôçí åõèåßá å êáé ôçí ìåôáêéíïýìå ðáñÜëëçëá êáé ðñïò ôá åðÜíù

áíáæçôþíôáò ôçí Üñéóôç ëýóç.

- x1

6
x2

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
BB

å2
´́+

XXXXXXXXXXXXXXX

å1½½=
@

@
@

@
@

@
@@

å3
½½=

A
A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A
A
A
A

å

Áðü ôï ãñÜöçìá ðáñáôçñïýìå ðùò ç Üñéóôç ëýóç ìáò äßíåôáé áðü ôçí ôïìÞ ôùí åõèåéþí

å2 êáé å3. Ëýíïíôáò ôï áíôßóôïé÷ï óýóôçìá åîéóþóåùí êáôáëÞãïõìå ðùò x1 = 5
3
13 êáé

x2 = 190
3

.
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ã) ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ

Ôï ð.ã.ð. ãñÜöåôáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ ùò

max (15x1 + 10x2)
1
4
x1 + x2 + x3 = 65

5
4
x1 + 1

2
x2 + x4 = 90

x1 + x2 + x5 = 85

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 ≥0

ä) Åðßëõóç ìå ôïí Áëãüñéèìï Simplex

Ðáñáôçñïýìå ðùò ó÷çìáôßæåôáé ï ìïíáäéáßïò 3 × 3 ðßíáêáò êáé Üñá ìéá ðñþôç âáóéêÞ

åöéêôÞ ëýóç èá äïèåß ùò x1 = 0; x2 = 0; x3 = 65; x4 = 90; x5 = 85.

ÖôéÜ÷íïõìå ôïí ðßíáêá Simplex:

15 10 0 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 �

P3 0 65 1
4

1 1 0 0 4·65 Ã1

P4 0 90 5
4

1
2

0 1 0 904
5
=72 Ã2

P5 0 85 1 1 0 0 1 85/1=85 Ã3

z 0 -15 -10 0 0 0 Ã4

P3 0 47 0 9
10

1 -1
5

0 4710
9

Ã ′1 = Ã1 − 1
4
Ã ′2

P1 15 72 1 2
5

0 4
5

0 725
2

Ã ′2 = 4
5
Ã2

P5 0 13 0 3
5

0 -4
5

1 135
3

Ã ′3 = Ã3 − Ã ′2

z 15·72 0 -4 0 12 0 Ã ′4 = Ã4 + 15Ã ′2

P3 0 55
2

Ã ′′1 = Ã ′1 − 9
10
Ã ′′3

P1 15 190
3

Ã ′′2 = Ã ′2 − 2
5
Ã ′′3

P2 10 65
3

0 1 0 -4
3

5
3

Ã ′′3 = 5
3
Ã ′3

z 3500
3

0 0 0 20
3

20
3

Ã ′′4 = Ã ′4 + 4Ã ′′3

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôåëåõôáßï tableau åßíáé ôï âÝëôéóôï áöïý üëåò ïé äéáöïñÝò óôçí

ôåëåõôáßá ãñáììÞ åßíáé ìç áñíçôéêÝò. ¢ñá ç Üñéóôç ëýóç óýìöùíá ìå ôïí áëãüñéèìï

Simplex åßíáé ç x1 = 190
3
; x2 = 65

3
; x3 = 55

2
; x4 = 0; x5 = 0.
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å) Ôï äõéêü ðñüâëçìá
min (65w1 + 90w2 + 85w3)

1
4
w1 + 5

4
w2 + w3 ≥ 15

w1 + 1
2
w2 + w3 ≥ 10

w1 , w2 , w3 ≥ 0

æ) ¢ñéóôç ëýóç ôïõ Äõéêïý

á ôñüðïò.

Ðáñáôçñïýìå ðùò ç Üñéóôç ëýóç ôïõ ðñïôåýïíôïò éêáíïðïéåß ôïí 2ï êáé ôïí 3ï ðåñéïñéóìü

ùò åîéóþóåéò, åíþ äåí éêáíïðïéåßôáé ç åîßóùóç ôïõ 1ïõ ðåñéïñéóìïý. Óõíåðþò w1 = 0.

Óõíåðþò ôï äõéêü ðñüâëçìá ãñÜöåôáé ùò
min (90w2 + 85w3)

5
4
w2 + w3 ≥ 15

1
2
w2 + w3 ≥ 10

w2 , w3 ≥ 0

Åðßóçò áí ç 1ç áíéóüôçôá ôïõ äõéêïý ðñïâëÞìáôïò Þôáí ãíÞóéá ôüôå èá Ýðñåðå x1 = 0,

ðñÜãìá Üôïðï. ¢ñá ç ðñþôç áíéóüôçôá ôïõ äõéêïý åßíáé éóüôçôá. Ïìïßùò êáé ãéá ôçí 2ç.

ÔåëéêÜ ôï äõéêü ðñüâëçìá ãñÜöåôáé

min (90w2 + 85w3)
5
4
w2 + w3 = 15

1
2
w2 + w3 = 10

w2 , w3 ≥ 0

Ëýíïíôáò ôï óýóôçìá ôùí 2 åîéóþóåùí Ýðåôáé üôé w2 = 20
3

= w3. Ç ëýóç w1 = 0; w2 =

20
3

= w3 åßíáé ç Üñéóôç ëýóç ôïõ äõéêïõ ð.ã.ð.

â ôñüðïò.

Ç Üñéóôç ëýóç ôïõ äõéêïý ð.ã.ð. ìðïñåß íá âñåèåß êïéôþíôáò ôï áñ÷éêü êáé ôï ôåëéêü

tableau ôïõ áëãïñßèìïõ Simplex. Ðáñáôçñïýìå ðùò ï 3×3 ìïíáäéáßïò ðßíáêáò ó÷çìáôßæåôáé
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óôéò óôÞëåò (Ñ3; Ñ4; Ñ5). ¢ñá

w1 = (z3 − c3) + c3

w2 = (z4 − c4) + c4

w3 = (z5 − c5) + c5

üðïõ ïé äéáöïñÝò (zi−ci) èá âñåèïýí óôéò áíôßóôïé÷åò óôÞëåò i = 3; 4; 5 ôïõ ôåëéêïý tableau

Simplex. ÔåëéêÜ

w1 = (0) + 0

w2 = (
20

3
) + 0

w3 = (
20

3
) + 0
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1.4.2 ¢óêçóç 2ç

¸íá åñãïóôÜóéï äéáèÝôåé äýï ìç÷áíÝò Ì1 êáé Ì2 ãéá ôçí ðáñáãùãÞ åíüò ðñïúüíôïò Ð. Ôï

êüóôïò ëåéôïõñãßáò êÜèå ìç÷áíÞò åßíáé 6 êáé 4 åõñþ áíôßóôïé÷á áíÜ þñá ëåéôïõñãßáò. Ç ìç÷áíÞ

Ì1 ìðïñåß íá ðáñÜãåé 6 ìïíÜäåò áðü ôï ðñïúüí Ð áíÜ þñá ëåéôïõñãßáò êáé ç Ì2 2, åíþ ãéá íá

êáëõöèåß ç õðÜñ÷ïõóá æÞôçóç ðñÝðåé íá ðáñá÷èïýí ôïõëÜ÷éóôïí 72 ìïíÜäåò ðñïúüíôïò. Ãéá êÜèå

þñá ëåéôïõñãßáò ç Ì1 êáôáíáëþíåé 0,75KW êáé ç Ì2 1,5KW åíþ ç óõíïëéêÞ êáôáíÜëùóç óå

ñåýìá äåí ìðïñåß íá îåðåñíÜåé ôá 12KW. ÔÝëïò êáé äýï ìç÷áíÝò ðñÝðåé íá äïõëåýïõí óõíïëéêÜ

12 þñåò.

(�) Íá ìïíôåëïðïéçèåß ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá ùò ð.ã.ð ïñßæïíôáò êáôÜëëçëåò ìåôáâëçôÝò êáé

íá åðéëõèåß.

(�) Ãéá ôï ðñùôåýïí ðñüâëçìá ðïõ èá ãñÜøåôå íá äïèåß ôï äõéêü ôïõ. Ðïéá ç Üñéóôç ëýóç ôïõ

äõéêïý;

Ëýóç:

(�) ¸óôù xi ïé þñåò ëåéôïõñãßáò ôçò ìç÷áíÞò i, i = 1; 2. Óêïðüò åßíáé íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå

ôï óõíïëéêü êüóôïò ëåéôïõñãßáò 6x1 + 4x2. ¸ôóé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôïõò ðåñéïñéóìïýò

ðáßñíïõìå ôï ð.ã.ð

min (6x1 + 4x2)

0.75 x1 + 1.5 x2 ≤ 12 (ðåñéïñéóìüò áðü ôçí êáôáíÜëùóç óå ñåýìá)

6 x1 + 2 x2 ≥ 72 (ðåñéïñéóìüò ãéá ôçí êÜëõøç ôçò æÞôçóçò)

x1 + x2 = 12 (ðåñéïñéóìüò ãéá ôéò þñåò ëåéôïõñãßáò)

x1 , x2 ≥ 0

Áñ÷éêÜ èá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá ìå ôç ìÝèïäï Simplex. ÖÝñíïõìå ôï ðñüâëçìá óå

êáíïíéêÞ ìïñöÞ ìåôáôñÝðïíôáò ôï óå ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò êáé åéóÜãùíôáò ðåñéèþñéåò

ìåôáâëçôÝò óôïõò äýï ðñþôïõò ðåñéïñéóìïýò þóôå íá ãßíïõí éóüôçôåò. ¸ôóé ôï ðñüâëçìá
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ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ:

−max (−6x1 − 4x2)

0.75 x1 + 1.5 x2 + x3 = 12

6 x1 + 2 x2 − x4 = 72

x1 + x2 = 12

x1 , x2 , x3 , x4 ≥ 0

Ðáñüëï ðïõ ôï ðñüâëçìá åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ, óôïí ðßíáêá ôùí óõíôåëåóôþí äåí

åìöáíßæåôáé ï 3 × 3 ìïíáäéáßïò ðßíáêáò þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá îåêéíÞóïõìå ôç ìÝèïäï

Simplex. Ðéï óõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå ìüíï ôçí ðñþôç ôïõ óôÞëç. ¸ôóé åéóÜãïõìå äýï

ôå÷íçôÝò ìåôáâëçôÝò óôïí äåýôåñï êáé óôïí ôñßôï ðåñéïñéóìü ïé ïðïßåò åéóÜãùíôáé êáé

óôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ìå óõíôåëåóôÞ Ì (M <<). ¸ôóé ôï ðñüâëçìá ðáßñíåé ôçí

ôåëéêÞ ìïñöÞ:

−max (−6x1 − 4x2 + Ì x5 + M x6)

0.75 x1 + 1.5 x2 + x3 = 12

6 x1 + 2 x2 − x4 + x5 = 72

x1 + x2 + x6 = 12

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 ≥ 0.

ÖôéÜ÷íïõìå ôïí ðßíáêá Simplex:

-6 -4 0 0 M M

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 �

P3 0 12 0.75 1.5 1 0 0 0 12/0.75=16 Ã1

P5 M 72 6 2 0 -1 1 0 72/6=12 Ã2

P6 M 10 1 1 0 0 0 1 10/1=10 Ã3

z 82M 7M + 6 3M + 4 0 −M 0 0 Ã4

P3 0 4.5 0 0.75 1 0 0 Ã ′1 = Ã1 − 0:75Ã ′3
P5 M 12 0 -4 0 -1 1 Ã ′2 = Ã2 − 6Ã ′3
P1 -6 10 1 1 0 0 0 Ã ′3 = Ã3

z 75M − 6 0 −4M − 2 0 −M 0 Ã ′4=Ã4−(7M+6)Ã ′3
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Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôåëåõôáßï tableau åßíáé ôï âÝëôéóôï áöïý üëåò ïé äéáöïñÝò óôçí

ôåëåõôáßá ãñáììÞ åßíáé ìç áñíçôéêÝò. ¼ìùò óôçí Üñéóôç ëýóç õðÜñ÷åé ôå÷íçôÞ ìåôáâëçôÞ

ìå èåôéêÞ ôéìÞ (x5 = 12). ¸ôóé ôï ðñüâëçìá äåí Ý÷åé ëýóç.

Ôï ßäéï ðñïêýðôåé áí ëýóïõìå ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá ãñáöéêÜ äåäïìÝíïõ üôé åßíáé Ýíá ðñüâëçìá

äýï ìåôáâëçôþí.
6

- x1

x2

XXXXXXXXXXXXXXXXX

0:75 x1 + 1:5 x2 = 12

´́+
@

@
@

@
@

@
@@

x1 + x2 = 10

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA

6 x1 + 10 x2 = 72

½½>

Ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ åßíáé ç ôïìÞ ôùí äõï çìéåðéðÝäùí ìå ôçí åõèåßá x1 + x2 = 10 ç ïðïßá

óçìåéþíåôáé ìå ìðëå ÷ñþìá. Ðáñáôçñïýìå üôé ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ åßíáé êåíÞ êáé Üñá ôï

ðñüâëçìá äåí Ý÷åé ëýóç.

(�) Áêïëïõèþíôáò ôïõò êáíüíåò ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå áðåõèåßáò ôï äõéêü ðñüâëçìá ÷ùñßò

íá ÷ñåéáóôåß íá öÝñïõìå ôï ðñùôåýïí ðñïçãïõìÝíùò óå çìéêáíïíéêÞ ìïñöÞ. ¸ôóé ôï äõéêü

åßíáé:
max (12w1 + 72w2 + 10w3)

0.75w1 + 6w2 + w3 ≤ 6

1.5w1 + 2w2 + w3 ≤ 4

w1 ≤ 0, w2 ≥ 0.

Ðñïöáíþò åöüóïí ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá äåí Ý÷åé ëýóç ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôï äõéêü ôïõ.
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1.4.3 ¢óêçóç 3ç

Äßíåôáé ôï ð.ã.ð.

max (15x1 + 10x2)

x2 ≤ 50

−3
2
x1 + x2 ≤ -20

x1 , x2 ≥ 0

êáé æçôåßôáé:

á) Íá ëõèåß ãñáöéêÜ.

â) Íá ãñáöôåß ôï ð.ã.ð. óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

ã) Íá ëõèåß ìå ôïí áëãüñéèìï Simplex.

ä) Íá ãñáöôåß ôï äõéêü ôïõ ð.ã.ð.

å) Íá ëõèåß ôï äõéêü.

Ëýóç

á) ÃñáöéêÞ åðßëõóç

Èåùñïýìå ãéá êÜèå ìéá áðü ôéò áíéóüôçôåò ôïõ ð.ã.ð. ôéò áíôßóôïé÷åò åîéóþóåéò

å : 15x1 + 10x2 = 60

å1 : x2 = 50

å2 : −3

2
x1 + x2 = −20

Ó÷åäéÜæïõìå ôéò åõèåßåò å1 êáé å2 êáé åðéëÝãïõìå ôá áíôßóôïé÷á çìéåðßðåäá ðïõ åðáëçèåýïõí

ôéò áñ÷éêÝò áíéóüôçôåò. Ç ôïìÞ üëùí áõôþí ôùí çìéåðéðÝäùí ïñßæåé ôçí åöéêôÞ ðåñéï÷Þ.

Èåùñïýìå óôçí óõíÝ÷åéá ôçí åõèåßá å êáé ôçí ìåôáêéíïýìå ðáñÜëëçëá êáé ðñïò ôá äåîéÜ

áíáæçôþíôáò ôçí Üñéóôç ëýóç.

Áðü ôï ãñÜöçìá ðáñáôçñïýìå ðùò üóï êáé áí ìåôáêéíïýìå ôçí åõèåßá å áõôÞ áõîÜíåé ôçí

ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò ðáñáìÝíïíôáò ìÝóá óôçí åöéêôÞ ðåñéï÷Þ. Óõíåðþò ôï

21



- x1

6
x2

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡¡

å2 QQs

å1
?

A
A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A
A
A
A

å A
A
A
A
A
A
A
A
A

ð.ã.ð. äåí Ý÷åé Üñéóôç ëýóç, êáèþò ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ äåí åßíáé Üíù öñáãìÝíç êáé Ý÷ïõìå

Ýíá ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò.

â) ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ

Ôï ð.ã.ð. ãñÜöåôáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ ùò

max (15x1 + 10x2)

x2 + x3 = 50

x1 - 2
3
x2 - 2

3
x4 = 40

3

x1 , x2 , x3 , x4 ≥0

ã) Åðßëõóç ìå ôïí Áëãüñéèìï Simplex

Ðáñáôçñïýìå ðùò ó÷çìáôßæåôáé ï ìïíáäéáßïò 2 × 2 ðßíáêáò êáé Üñá ìéá ðñþôç âáóéêÞ

åöéêôÞ ëýóç èá äïèåß ùò x1 = 40
3
; x2 = 0; x3 = 50; x4 = 0.

ÖôéÜ÷íïõìå ôïí ðßíáêá Simplex:

15 10 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 �

P3 0 50 0 1 1 0 50 Ã1

P1 15 40
3

1 -2
3

0 -2
3

{ Ã2

z 400
3

0 -20 0 -10 Ã3

P2 10 50 0 1 1 0 Ã ′1 = Ã1

P1 15 140
3

1 0 2
3

-2
3

Ã ′2 = Ã2 + 2
3
Ã ′1

z 1200 0 0 20 -10 Ã ′3 = Ã3 + 20Ã ′1

Ðáñáôçñïýìå üôé óôï ôåëåõôáßï tableau õðÜñ÷åé ìéá äéáöïñÜ áñíçôéêÞ áëëÜ üëá ôá óôïé÷åßá

ôçò áíôßóôïé÷çò óôÞëçò åßíáé åßôå áñíçôéêÜ åßôå ìçäåíéêÜ. ¢ñá óýìöùíá ìå ôïí áëãüñéèìï
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Simplex ôï ðñüâëçìá äåí åßíáé Üíù öñáãìÝíï.

ä) Ôï äõéêü ðñüâëçìá
min (50w1 - 20w2)

- 3
2
w2 ≥ 15

w1 + w2 ≥ 10

w1 , w2 ≥ 0

æ) ¢ñéóôç ëýóç ôïõ Äõéêïý

Ðáñáôçñïýìå üôé −3
2
w2 ≥ 15 éóïäýíáìá üôé w2 ≤ −10. Ôáõôü÷ñïíá èá ðñÝðåé w2 ≥ 0.

¢ñá ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé êåíÞ.
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1.4.4 ¢óêçóç 4ç

Äßíåôáé ôï ð.ã.ð.

max (15x1 + 10x2)

x1 + x2 ≥ 50
3
2
x1 - x2 ≥ 20

x1 , x2 ≥ 0

êáé æçôåßôáé:

á) Íá ëõèåß ãñáöéêÜ.

â) Íá ãñáöôåß ôï ð.ã.ð. óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

ã) Íá ëõèåß ìå ôïí áëãüñéèìï Simplex.

ä) Íá ãñáöôåß ôï äõéêü ôïõ ð.ã.ð.

å) Íá ëõèåß ôï äõéêü.

Ëýóç

á) ÃñáöéêÞ åðßëõóç

Èåùñïýìå ãéá êÜèå ìéá áðü ôéò áíéóüôçôåò ôïõ ð.ã.ð. ôéò áíôßóôïé÷åò åîéóþóåéò

å : 15x1 + 10x2 = 60

å1 : x1 + x2 = 50

å2 :
3

2
x1 − x2 = 20

Ó÷åäéÜæïõìå ôéò åõèåßåò å1 êáé å2 êáé åðéëÝãïõìå ôá áíôßóôïé÷á çìéåðßðåäá ðïõ åðáëçèåýïõí

ôéò áñ÷éêÝò áíéóüôçôåò. Ç ôïìÞ üëùí áõôþí ôùí çìéåðéðÝäùí ïñßæåé ôçí åöéêôÞ ðåñéï÷Þ.

Èåùñïýìå óôçí óõíÝ÷åéá ôçí åõèåßá å êáé ôçí ìåôáêéíïýìå ðáñÜëëçëá êáé ðñïò ôá äåîéÜ

áíáæçôþíôáò ôçí Üñéóôç ëýóç.

Áðü ôï ãñÜöçìá ðáñáôçñïýìå ðùò üóï êáé áí ìåôáêéíïýìå ôçí åõèåßá å áõôÞ áõîÜíåé ôçí

ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò ðáñáìÝíïíôáò ìÝóá óôçí åöéêôÞ ðåñéï÷Þ. Óõíåðþò ôï
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- x1

6
x2

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡¡

å2
?

@
@

@
@

@
@

@
@

@@

å1 6
A
A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A
A
A
A

å
A
A
A
A
A
A
A
A
A

ð.ã.ð. äåí Ý÷åé Üñéóôç ëýóç, êáèþò ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ äåí åßíáé Üíù öñáãìÝíç êáé Ý÷ïõìå

Ýíá ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò.

â) ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ

Ôï ð.ã.ð. ãñÜöåôáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ ùò

max (15x1 + 10x2)

x1 + x2 - x3 = 50
3
2
x1 - x2 - x4 = 20

x1 , x2 , x3 , x4 ≥0

ã) Åðßëõóç ìå ôïí Áëãüñéèìï Simplex

Ðáñáôçñïýìå ðùò äåí ó÷çìáôßæåôáé ï ìïíáäéáßïò 2 × 2 ðßíáêáò êáé Üñá èá åéóÜãïõìå

ôå÷íçôÝò ìåôáâëçôÝò. ¢ñá

max (15x1 + 10x2 + Ìx5 + Ìx6)

x1 + x2 - x3 + x5 = 50
3
2
x1 - x2 - x4 + x6 = 20

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 ≥0

Ìå ôçí åéóáãùãÞ ôùí ôå÷íçôþí ìåôáâëçôþí ìéá ðñþôç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç èá äïèåß ùò

x1 = x2 = x3 = x4 = 0; x5 = 50; x6 = 20.
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ÖôéÜ÷íïõìå ôïí ðßíáêá Simplex:

15 10 0 0 M M

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 �

P5 M 50 1 1 -1 0 1 0 50 Ã1

P6 M 20 3
2

-1 0 -1 0 1 40
3

Ã2

z 70M 5
2
M-15 -10 -M -M 0 0 Ã3

P5 M 110
3

0 5
3

-1 2
3

1 Ã ′1 = Ã1 − Ã ′2

P1 15 40
3

1 -2
3

0 -2
3

0 Ã ′2 = 2
3
Ã2

z 110
3
Ì + 200 0 5

3
Ì − 20 -Ì 2

3
Ì-10 0 Ã ′3 = Ã3 − (5

2
Ì − 15)Ã ′2

P2 10 550 0 1 -3
5

2
5

Ã ′′1 = 3
5
Ã ′1

P1 15 1140
3

1 0 -2
5

-2
5

Ã ′2 = Ã ′2 + 2
3
Ã ′′1

z 100 · 112 0 0 -12 -2 Ã ′′3 = Ã ′3 − (5
3
Ì − 20)Ã ′′1

Ðáñáôçñïýìå üôé óôï ôåëåõôáßï tableau ç ìåãáëýôåñç êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ áñíçôéêÞ äéáöïñÜ

Ý÷åé üëá ôá óôïé÷åßá ôçò áíôßóôïé÷çò óôÞëçò áñíçôéêÜ. ¢ñá óýìöùíá ìå ôïí áëãüñéèìï

Simplex ôï ðñüâëçìá äåí åßíáé Üíù öñáãìÝíï.

ä) Ôï äõéêü ðñüâëçìá
min (50w1 + 20w2)

w1 + 3
2
w2 ≥ 15

w1 - w2 ≥ 10

w1 , w2 ≤ 0

æ) ¢ñéóôç ëýóç ôïõ Äõéêïý

Ðáñáôçñïýìå üôé w1 + 3
2
w2 ≥ 15 éóïäýíáìá üôé 2

3
w1 + w2 ≥ 10. Êáé w1 − w2 ≥ 10.

ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò äõï áíéóüôçôåò Ýðåôáé üôé 5
3
w1 ≥ 20. Ôáõôü÷ñïíá èá ðñÝðåé

w1 ≤ 0. ¢ñá ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé êåíÞ.
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1.4.5 ¢óêçóç 5ç

Äßíåôáé ôï ð.ã.ð.

min (x1 − 2x2) + 3x3

x2 − 1
2
x3 ≤ 1

2

− x2 − 2x4 ≥ -8

−x1 + x2 − x3 − 2x4 = -10

x1 , x2 , x3 , x4 ≥ 0

(�) Íá åðéëõèåß ôï ð.ã.ð. ìå ôç ìÝèïäï Simplex. ÕðÜñ÷åé åíáëëáêôéêÞ Üñéóôç ëýóç; Óå

êáôáöáôéêÞ ðåñßðôùóç íá âñåèåß.

(�) Íá ãñáöåß ôï äõéêü ðñüâëçìá êáé íá âñåèåß ç Üñéóôç ëýóç ôïõ áí õðÜñ÷åé.

Ëýóç:

(�) Ãéá íá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá ìå ôç ìÝèïäï Simplex ðñÝðåé íá ôï öÝñïõìå ðñþôá óå êáíïíéêÞ

ìïñöÞ. ÄçëáäÞ ôï ìåôáôñÝðïõìå óå ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ìå -1 ôç

äåýôåñç êáé ôçí ôñßôç ó÷Ýóç þóôå bi ≥ 0; i = 1; 2; 3 êáé óôç óõíÝ÷åéá åéóÜãïõìå ðåñéèþñéåò

ìåôáâëçôÝò óôïõò äýï ðñþôïõò ðåñéïñéóìïýò þóôå íá ãßíïõí éóüôçôåò. ¸ôóé ôï ðñüâëçìá

ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ:

−max (−x1 + 2x2) − 3x3

x2 − 1
2
x3 + x5 =

1

2

x2 + 2x4 + x6 = 8

x1 − x2 + x3 + 2x4 = 10

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 ≥ 0
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ÖôéÜ÷íïõìå ôïí ðßíáêá Simplex:

-1 2 -3 0 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 �

P5 0 1
2

0 1 −1
2

0 1 0 Ã1

P6 0 8 0 1 0 2 0 1 8/2=4 Ã2

P1 −1 10 1 −1 1 2 0 0 10/2=5 Ã3

z −10 0 −1 2 −2 0 0 Ã4

P5 0 1
2

0 1 −1
2

0 1 0 Ã ′1 = Ã1

P4 0 4 0 1
2

0 1 0 1
2

Ã ′2 = Ã2

P1 −1 2 1 −2 1 0 0 −1 Ã ′3 = Ã3 − 2Ã ′2
z −2 0 0 2 0 0 1 Ã ′4 = Ã4 + 2Ã ′2

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôåëåõôáßï tableau åßíáé ôï âÝëôéóôï áöïý üëåò ïé äéáöïñÝò óôçí

ôåëåõôáßá ãñáììÞ åßíáé ìç áñíçôéêÝò. ¸ôóé ç Üñéóôç ëýóç åßíáé x1 = 2; x4 = 4; x5 = 1
2

åíþ

üëåò ïé õðüëïéðåò ìåôáâëçôÝò åßíáé 0. ÄçëáäÞ ç Üñéóôç ëýóç åßíáé ç x1 = (2; 0; 0; 4; 1
2
; 0).

Ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò (ãéá ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá) åßíáé z∗ =

−(−2) = 2. Ðáñáôçñïýìå üôé óôï ôåëåõôáßï tableau óôç ãñáììÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò

óõíÜñôçóçò õðÜñ÷åé 0 óå ìç âáóéêÞ óôÞëç (óôçí P2). Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé åíáëëáêôéêÞ

Üñéóôç ëýóç ôçí ïðïßá ìðïñïýìå íá âñïýìå êÜíïíôáò áõôÞ ôç óôÞëç âáóéêÞ êáé åöáñìüæïíôáò

ôçí ìÝèïäï Simplex ãéá Ýíá áêüìá âÞìá. ¸ôóé ëïéðüí îáíáãñÜöïíôáò ôï ôåëåõôáßï tableau

êáé ôï íÝï ðïõ èá ðñïêýøåé üðùò ðåñéãñÜøáìå ðáßñíïõìå:

P5 0 1
2

0 1 −1
2

0 1 0
1
2

1
= 1

2
Ã ′1

P4 0 4 0 1
2

0 1 0 1
2

4
1
2

= 8 Ã ′2

P1 −1 2 1 −2 1 0 0 −1 Ã ′3
z −2 0 0 2 0 0 1 Ã ′4

P2 2 1
2

0 1 −1
2

0 1 0 Ã ′′1 = Ã ′1
P4 0 15

4
0 0 1

4
1 −1

2
1
2

Ã ′′2 = Ã ′2 − 1
2
Ã ′′1

P1 −1 3 1 0 0 0 2 −1 Ã ′′3 = Ã ′3 + 2Ã ′′1
z −2 0 0 2 0 0 1 Ã ′′4 = Ã ′4
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¢ñá ç åíáëëáêôéêÞ Üñéóôç ëýóç åßíáé ç x2 = (3; 1
2
; 0; 15

4
; 0; 0) åíþ ðñïöáíþò ç âÝëôéóôç

ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò äåí áëëÜæåé. ¸ôóé êÜèå êõñôüò óõíäéáóìüò ôùí äýï

Üñéóôùí ëýóåùí åßíáé Üñéóôç ëýóç. ÄçëáäÞ ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò ôçò

ìïñöÞò x = �x1 + (1− �)x2; � ∈ [0; 1].

(�) Èá ãñÜøïõìå ôï äõéêü ðñüâëçìá áðåõèåßáò áðü ôï ðñùôåýïí.

max (1
2
w1 − 8w2 − 10w3)

− w3 ≤ 1

w1 − w2 + w3 ≤ −2

−1
2
w1 − w3 ≤ 3

− 2w2 − 2w3 ≤ 0

w1 ≤ 0, w2 ≥ 0.

Èá âñïýìå ôçí Üñéóôç ëýóç ôïõ äõéêïý ðñïâëÞìáôïò ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò åöáñìüæïíôáò

ãíùóôÝò ðñïôÜóåéò.

1ïò ôñüðïò: Áðü ôï tableau ôçò Simplex ôïõ ðñùôåýïíôïò

Ãíùñßæïõìå üôé wj = (zj − cj) + cj üðïõ ôï j áíôéóôïé÷åß óôïõò äåßêôåò ðïõ ó÷çìáôßæïõí

ôï ìïíáäéáßï ðßíáêá óôï áñ÷éêü tableau êáé ìå ôç óåéñÜ ðïõ ôïí ó÷çìáôßæïõí. ¸ôóé

w1 = (z5− c5) + c5 = 0 + 0 = 0; w2 = (z6− c6) + c6 = 1 + 0 = 1 êáé w3 = (z1− c1) + c1 =

0− 1 = −1.

Ç âÝëôéóôç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò åßíáé w∗ = 1
2
·0−8 ·1−10 · (−1) = 2 = z∗.

2ïò ôñüðïò: Ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç w′ = c′BB−1

Ï ðßíáêáò Â−1 âñßóêåôáé óôï ôåëéêü tableau, êïéôÜæïíôáò ôéò áíôßóôïé÷åò óôÞëåò óôéò

ïðïßåò âñéóêåôáé ï ìáíáäéáßïò ðßíáêáò óôï áñ÷éêü tableau êáé ìå ôç óåéñÜ ðïõ ôïí ó÷çìáôßæïõí.

ÄçëáäÞ

Â−1 =
(
P T

5 P T
6 P T

1

)
=




1 0 0

0 1
2

0

0 −1 1



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êáé c′B = (0 0 − 1), ôï äéÜíõóìá ôùí óõíôåëåóôþí óôï ôåëéêü tableau ôçò Simplex. ¸ôóé

ðáßñíïõìå

w′ = c′BB
−1 = (0 0 − 1) ·




1 0 0

0 1
2

0

0 −1 1


 = (0 1 − 1):

¸ôóé w1 = 0; w2 = 1; w3 = −1 üðùò ðñïÝêõøå êáé ìå ôïí ðñïçãïýìåíï ôñüðï.

ÐáñáôÞñçóç: Ðñïöáíþò ç ßäéá ëýóç èá ðñïêýøåé ãéá ôï äõéêü ðñüâëçìá áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

ùò ôåëéêü tableau Simplex áõôü ðïõ Ýäùóå ôçí åíáëëáêôéêÞ Üñéóôç ëýóç ôïõ ðñùôåýïíôïò.

Ôüôå âÝâáéá ï ðßíáêáò Â−1 èá Þôáí

Â−1 =
(
P T

5 P T
6 P T

1

)
=




1 0 0

−1
2

1
2

0

2 −1 1




êáé c′B = (2 0 − 1).

3ïò ôñüðïò: Èåþñçìá óõìðëçñùìáôéêüôçôáò

Ôï Èåþñçìá óõìðëçñùìáôéêüôçôáò áíáöÝñåé üôé ïé x êáé w åßíáé ïé âÝëôéóôåò ëýóåéò ôïõ

ðñùôåýïíôïò êáé ôïõ äõéêïý áíôßóôïé÷á áí êáé ìüíï áí

wi(bi − A′ix) = 0; i = 1; : : : ;m

(w′Aj − cj)xj = 0; j = 1; : : : ; n

üðïõ Ák åßíáé ç k-ïóôÞ óôÞëç ôïõ ðßíáêá Á.

Óýìöùíá ìå ôï ðáñáðÜíù Èåþñçìá, ãéá ôéò Üñéóôåò ëýóåéò ôùí äýï ðñïâëçìÜôùí éó÷ýåé

üôé áí ìßá ìåôáâëçôÞ ôïõ åíüò åßíáé ìç ìçäåíéêÞ, ôüôå ï áíôßóôïé÷ïò ðåñéïñéóìüò ôïõ Üëëïõ

åßíáé éóüôçôá êáé áíôßóôñïöá äçëáäÞ áí Ýíáò ðåñéïñéóìüò ôïõ åíüò õðïëïãéóìÝíïò óôçí

Üñéóôç ëýóç éó÷ýåé ùò ìç éóüôçôá ôüôå ç áíôßóôïé÷ç ìåôáâëçôÞ ôïõ Üëëïõ åßíáé ìçäåíéêÞ.

Èá åöáñìüóïõìå ôïí ðáñáðÜíù óõëëïãéóìü óôï ðñüâëçìÜ ìáò. Ãéá ôçí Üñéóôç ëýóç ôïõ

ðñùôåýïíôïò Ý÷ïõìå üôé x1 6= 0 êáé x4 6= 0. ¢ñá ï ðñþôïò êáé ï ôÝôáñôïò ðåñéïñéóìüò ôïõ

äõéêïý èá éó÷ýïõí ùò éóüôçôåò, äçë. −w3 = 1 êáé −2w2 − 2w3 = 0. Áðü ôéò åîéóþóåéò

áõôÝò ðáßñíïõìå w3 = −1 êáé w2 = 1. Åöáñìüæïíôáò ôçí Üñéóôç ëýóç ôïõ ðñùôåýïíôïò
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óôïõò ðåñéïñéóìïýò ôïõ, ðáñáôçñïýìå üôé ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò äå ãßíåôáé éóüôçôá. ¢ñá

ç áíôßóôïé÷ç ìåôáâëçôÞ ôïõ äõéêïý åßíáé ìçäåíéêÞ, äçëáäÞ w1 = 0.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç Üñéóôç ëýóç ôïõ äõéêïý åßíáé åêöõëéóìÝíç. Áõôü óõìâáßíåé üôáí ôï

ðñùôåýïí Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò, ôï ïðïßï éó÷ýåé óôç äéêÞ ìáò ðåñßðôùóç.
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1.4.6 ¢óêçóç 6ç

Ìéá åôáéñåßá ðáñÜãåé ôñåßò ôýðïõ ðáíôåëïíéþí. Áíáëüãùò ôïí ôýðï ôïõ êÜèå ðáíôåëïíéïý ç

åôáéñåßá Ý÷åé êáèáñü êÝñäïò 22euro áðü ôïí ðñþôï ôýðï, 30euro áðü ôïí äåýôåñï ôýðï êáé

25euro áðü ôïí ôñßôï. Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ êÜèå ôýðïõ ðáíôåëïíéïý áðáéôïýíôáé ðñþôåò ýëåò

áðü åëáóôéêü íÞìá, âáìâÜêé êáé ìåôÜîé, üðùò áõôÜ öáßíïíôáé óôïí ðßíáêá ðïõ áêïëïõèåß:

Óýíèåóç
ãéá ôïí
1ï ôýðï

ðáíôåëïíéïý

ãéá ôïí
2ï ôýðï

ðáíôåëïíéïý

ãéá ôïí
3ï ôýðï

ðáíôåëïíéïý
Åëáóôéêü

íÞìá
2 2 0

ÂáìâÜêé 2 1 1

ÌåôÜîé 1 2 2

H åôáéñåßá óôéò áðïèÞêåò ôéò äéáèÝôåé 100 ìïíÜäåò áðü ôïí êÜèå ôýðï íÞìáôïò. Æçôåßôáé:

á) Íá ìïíôåëïðïéçèåß ùò ð.ã.ð.

â) Íá ãñáöôåß ôï ð.ã.ð. óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

ã) Íá ëõèåß ìå ôïí áëãüñéèìï Simplex.

ä) Íá ãñáöôåß ôï äõéêü ôïõ ð.ã.ð.

å) Íá ëõèåß ôï äõéêü.

Ëýóç

á) Ìïíôåëïðïßçóç

Èåùñïýìå xi íá åßíáé ïé ðïóüôçôåò ôùí ðáíôåëïíéþí ôýðïõ i = 1; 2; 3 ðïõ èá ðáñáóêåõáóôïýí.

Ôüôå ç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò äßíåôáé ùò

max (22x1 + 30x2 + 25x3)

2x1 + 2x2 ≤ 100

2x1 + x2 + x3 ≤ 100

x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 100

x1 , x2 , x3 ≥ 0
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â) ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ

Ôï ð.ã.ð. ãñÜöåôáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ ùò

max (22x1 + 30x2 + 25x3)

2x1 + 2x2 + x4 ≤ 100

2x1 + x2 + x3 + x5 ≤ 100

x1 + 2x2 + 2x3 + x6 ≤ 100

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 ≥ 0

ä) Åðßëõóç ìå ôïí Áëãüñéèìï Simplex

Ðáñáôçñïýìå ðùò ó÷çìáôßæåôáé ï ìïíáäéáßïò 3 × 3 ðßíáêáò êáé Üñá ìéá ðñþôç âáóéêÞ

åöéêôÞ ëýóç èá äïèåß ùò x1 = 0; x2 = 0; x3 = 0; x4 = 100; x5 = 100; x6 = 100.

ÖôéÜ÷íïõìå ôïí ðßíáêá Simplex:

22 30 25 0 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 �

P4 0 100 2 2 0 1 0 0 100
2

Ã1

P5 0 100 2 1 1 0 1 0 100 Ã2

P6 0 100 1 2 2 0 0 1 100
2

Ã3

z 0 -22 -30 -25 0 0 0 Ã4

P2 30 50 1 1 0 1
2

0 0 Ã ′1 = 1
2
Ã1

P5 0 50 1 0 1 -1
2

1 0 Ã ′2 = Ã2 − Ã ′1
P6 0 0 -1 0 2 -1 0 1 Ã ′3 = Ã3 − 2Ã ′1

z 1500 8 0 -22 15 0 0 Ã ′4 = Ã4 + 30Ã ′1

Ðáñáôçñïýìå üôé ï áëãüñéèìïò Simplex ìáò ïäÞãçóå óå ìéá åêöõëéóìÝíç âáóéêÞ ëýóç.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áíôéêáèéóôïýìå ôï 0 ôçò âáóéêÞò ìåôáâëçôÞò x6 ìå Ýíáí áõèáßñåôá

ìéêñü èåôéêü áñéèìü å óôïí ïðïßïí äåí äßíïõìå óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ. Åöáñìüæïõìå óôçí

óõíÝ÷åéá ôïí áëãüñéèìï ãéá ôçí íÝá âáóéêÞ åöéêôÞ ìç åêöõëéóìÝíç ëýóç x1 = 0; x2 =
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50; x3 = 0; x4 = 0; x5 = 50; x6 = å.

22 30 25 0 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 �

P2 30 50 1 1 0 1
2

0 0 { Ã ′1 = 1
2
Ã1

P5 0 50 1 0 1 -1
2

1 0 50 Ã ′2 = Ã2 − Ã ′1
P6 0 å -1 0 2 -1 0 1 å

2
Ã ′3 = Ã3 − 2Ã ′1

z 1500 8 0 -22 15 0 0 Ã ′4 = Ã4 + 30Ã ′1

P2 30 50 1 1 0 1
2

0 0 50 Ã ′′1 = Ã ′1
P5 0 50- å

2
3
2

0 0 0 1 -1
2

100
3

- å
3

Ã ′′2 = Ã ′2 − Ã ′′3

P3 25 å
2

-1
2

0 1 -1
2

0 1
2

{ Ã ′′3 = 1
2
Ã ′3

z 1500+25å
3

-9
2

0 0 5
2

0 25
2

Ã ′′4 = Ã ′4 + 25Ã ′′3

P2 30 50
3

+ å
3

Ã ′′′1 = Ã ′′1 − Ã ′′′2

P1 22 100
3
− å

3
1 0 0 0 2

3
-1
3

Ã ′′′2 = 2
3
Ã ′2

P3 25 50
3

+ å
3

Ã ′′′3 = Ã ′′3 + 1
2
Ã ′′3

z 1650+11å 0 0 0 5
2

3 13
2

Ã ′′4 = Ã ′4 + 9
2
Ã ′′3

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôåëåõôáßï tableau åßíáé ôï âÝëôéóôï áöïý üëåò ïé äéáöïñÝò óôçí

ôåëåõôáßá ãñáììÞ åßíáé ìç áñíçôéêÝò. ¢ñá ç Üñéóôç ëýóç óýìöùíá ìå ôïí áëãüñéèìï

Simplex åßíáé ç x1 = 100
3
; x2 = 50

3
; x3 = 50

3
; x4 = 0; x5 = 0; x6 = 0.

å) Ôï äõéêü ðñüâëçìá
100min (w1 + w2 + w3)

2w1 + 2w2 + w3 ≥ 22

2w1 + w2 + 2w3 ≥ 30

w2 + 2w3 ≥ 25

w1 , w2 , w3 ≥ 0

æ) ¢ñéóôç ëýóç ôïõ Äõéêïý

Ç Üñéóôç ëýóç ôïõ äõéêïý ð.ã.ð. ìðïñåß íá âñåèåß êïéôþíôáò ôï áñ÷éêü êáé ôï ôåëéêü

tableau ôïõ áëãïñßèìïõ Simplex. Ðáñáôçñïýìå ðùò ï 3×3 ìïíáäéáßïò ðßíáêáò ó÷çìáôßæåôáé
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óôéò óôÞëåò (Ñ4; Ñ5; Ñ6). ¢ñá

w1 = (z4 − c4) + c4

w2 = (z5 − c5) + c5

w3 = (z6 − c6) + c6

üðïõ ïé äéáöïñÝò (zi−ci) èá âñåèïýí óôéò áíôßóôïé÷åò óôÞëåò i = 4; 5; 6 ôïõ ôåëéêïý tableau

Simplex. ÔåëéêÜ

w1 = (
5

2
) + 0

w2 = (3) + 0

w3 = (
13

2
) + 0
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1.4.7 ¢óêçóç 7ç

Áò èåùñÞóïõìå ìßá âéïìç÷áíßá Â ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåß ôñåéò ðñþôåò ýëåò Õ1; Õ2; Õ3; Õ4 ãéá

ôçí ðáñáãùãÞ ôåóóÜñùí ðñïúüíôùí Ð1; Ð2; Ð3; Ð4. Óôïí ðßíáêá ðáñïõóéÜæïíôáé ôï êÝñäïò

áíÜ ìïíÜäá ðñïúüíôïò, ïé äéáèÝóéìåò ðïóüôçôåò ðñþôùí õëþí êáèþò êáé ç ðïóüôçôá ç ïðïßá

áðáéôåßôáé áðü êÜèå ðñþôç ýëç ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ìéáò ìïíÜäáò áðü ôï êÜèå ðñïúüí.

Ðñþôåò ýëåò Ð1 Ð2 Ð3 Ð4 ÄéáèÝóéìá áðïèÝìáôá ðñþôùí õëþí

Y1 3 1 2 4 3

Y2 2 2 3 1 2

Y3 3 2 4 1 4

êÝñäïò áíÜ ìïíÜäá ðñïúüíôïò 3 4 2 5

(�) Íá ìïíôåëïðïéçèåß ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá ùò ð.ã.ð ïñßæïíôáò êáôÜëëçëåò ìåôáâëçôÝò êáé

íá åðéëõèåß.

(�) Ãéá ôï ðñùôåýïí ðñüâëçìá ðïõ èá ãñÜøåôå íá äïèåß ôï äõéêü ôïõ. Ðïéá ç Üñéóôç ëýóç ôïõ

äõéêïý; Ðïéá ç åñìçíåßá ôïõ;

Ëýóç:

(�) ¸óôù xi: ç ðáñáãüìåíç ðïóüôçôá áðü ôï ðñïúüí Ði, i = 1; 2; 3; 4. Ôüôå ôï ð.ã.ð. ðïõ

ðñïêýðôåé óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá åßíáé:

max (3x1 + 4x2 + 2x3 + 5x4)

3x1 + x2 + 2x3 + 4x4 ≤ 3

2x1 + 2x2 + 3x3 + x4 ≤ 2

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 ≤ 4

x1 , x2 , x3 , x4 ≥ 0

Ãéá íá öÝñïõìå ôï ðñüâëçìá óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ áñêåß íá ðñïóèÝóïõìå ìßá ðåñéèþñéá

ìåôáâëçôÞ óå êÜèå Ýíáí áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò þóôå íá ãßíïõí éóüôçôåò. ¸ôóé ôï ðñüâëçìá

óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ ãßíåôáé:
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max (3x1 + 4x2 + 2x3 + 5x4)

3x1 + x2 + 2x3 + 4x4 + x5 = 3

2x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + x6 = 2

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + x7 = 4

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 ≥ 0

Åöüóïí Ý÷ïõìå ôï ðñüâëçìá óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôïí áëãüñéèìï

Simplex.

3 4 2 5 0 0 0

B cB b P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 �

P5 0 3 3 1 2 4 1 0 0 3
4

Ã1

P6 0 2 2 2 3 1 0 1 0 2
1

= 2 Ã2

P7 0 4 3 2 4 1 0 0 1 4
1

= 4 Ã3

z 0 −3 −4 −2 −5 0 0 0 Ã4

P4 5 3
4

3
4

1
4

1
2

1 1
4

0 0 3=4
1=4 = 3 Ã ′1 = 1

4
Ã1

P6 0 5
4

5
4

7
4

5
2

0 −1
4

1 0 5=4
7=4 = 5

7
Ã ′2 = Ã2 − Ã ′1

P7 0 13
4

9
4

7
4

7
2

0 −1
4

0 1 13=4
7=4 = 13

7
Ã ′3 = Ã3 − Ã ′1

z 15
4

3
4

−11
4

1
2

0 5
4

0 0 Ã ′4 = Ã4 + 5Ã ′1

P4 5 4
7

4
7

0 1
7

1 2
7

−1
7

0 Ã ′′1 = Ã ′1 − 1
4
Ã ′′2

P2 4 5
7

5
7

1 10
7

0 −1
7

4
7

0 Ã ′′2 = 4
7
Ã ′2

P7 0 2 1 0 1 0 0 −1 1 Ã ′′3 = Ã ′3 − 7
4
Ã ′′2

z 40
7

19
7

0 31
7

0 6
7

11
7

0 Ã ′′4 = Ã ′4 + 11
4
Ã ′′2

¸ôóé ç Üñéóôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé x1 = 0; x2 = 5
7
; x3 = 0 êáé x4 = 4

7
. Áõôü ìå

âÜóç ôá óôïé÷åßá ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôïò óçìáßíåé üôé ç Âéïìç÷áíßá Â ìåãéóôïðïéåß ôï

êÝñäïò ôçò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðñþôåò ýëåò ðïõ äéáèÝôåé, üôáí ðáñÜãåé 5/7 ìïíÜäåò Ð2

êáé 4/7 ìïíÜäåò Ð4 åíþ äåí ðáñÜãåé êáèüëïõ ôá ðñïúüíôá Ð1 êáé Ð3. Ôï ìÝãéóôï êÝñäïò

ðïõ åðéôõã÷Üíåé ìå áõôüí ôïí ðñïãñáììáôéóìü ðáñáãùãÞò åßíáé

z∗ = 3 · 0 + 4 · 5

7
+ 2 · 0 + 5 · 4

7
=

40

7
:
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ÅðéðëÝïí ïé ÷ñçóéìïðïéïýìåíç ôåëéêÜ ðïóüôçôá Õ1 åßíáé óýìöùíá ìå ôïí ðñþôï ðåñéïñéóìü

ôïõ ðñïâëÞìáôïò 3x1+x2+2x3+4x4 = 3·0+1· 5
7
+2·0+4· 4

7
= 3, äçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé üëç

ç äéáèÝóéìç ðïóüôçôá Õ1. Ïìïßùò ãéá ôçí ðñþôç ýëç Õ2 ç ÷ñçóéìïðïéïýìåíç ðïóüôçôá

åßíáé 2x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 2 · 0 + 2 · 5
7

+ 3 · 0 + 1 · 4
7

= 2 åíþ ãéá ôçí Õ3 åßíáé

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 = 3 · 0 + 2 · 5
7
+ 4 · 0 + 1 · 4

7
= 2. ÄçëáäÞ åîáíôëåßôáé üëç ç äéáèÝóéìç

ðïóüôçôá ôùí ðñþôùí õëþí Õ1 êáé Õ2 åíþ áðü ôçí Õ3 áðü ôéò 4 äéáèÝóéìåò ìïíÜäåò

÷ñçóéìïðïéïýíôáé ïé 2 Üñá ðáñáìÝíïõí á÷ñçóéìïðïßçôåò ïé Üëëåò äýï ìïíÜäåò.

(�) Èá ãñÜøïõìå ôï äõéêü ðñüâëçìá áðåõèåßáò áðü ôï ðñùôåýïí.

min (3w1 + 2w2 + 4w3)

3w1 + 2w2 + 3w3 ≥ 3

w1 + 2w2 + 2w3 ≥ 4

2w1 + 3w2 + 4w3 ≥ 2

4w1 + w2 + w3 ≥ 5

w1 , w2 , w3 ≥ 0.

Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé ìéá Üëëç âéïìç÷áíßá Ì , ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåß ôéò ßäéåò ðñþôåò

ýëåò Õ1, Õ2 êáé Õ3 ìå ôç âéïìç÷áíßá Â êáé ç ïðïßá åðéèõìåß íá áõîÞóåé ôá áðïèÝìáôÜ

ôçò óôéò ôñåéò áõôÝò ðñþôåò ýëåò. Ç âéïìç÷áíßá Ì êÜíåé ôç óêÝøç üôé èá ìðïñïýóå íá

áãïñÜóåé ôá áðïèÝìáôá ðñþôùí õëþí ôçò âéïìç÷áíßáò Â, Ýíáíôé óõìöÝñïíôïò êáé ãéá ôéò

äýï âéïìç÷áíßåò ôéìÞìáôïò. Ãéá ôï óêïðü áõôü ç Ì ðñÝðåé íá ðñïóöÝñåé óôç Â ôÝôïéåò

ôéìÝò þóôå ç ôåëåõôáßá íá ðñïôéìÞóåé íá ðïõëÞóåé ôá áðïèÝìáôá ôçò óå ðñþôåò ýëåò óôç Ì

áíôß íá ôá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ðñïúüíôùí. ¸óôù wi: ç ôéìÞ ðïõ ðñïóöÝñåé

ç Ì óôç Â ãéá ôçí áãïñÜ ìéá ìïíÜäáò ðñþôçò ýëçò Õi, i = 1; 2; 3:

Ôï ãåãïíüò üôé ç ðáñáãùãÞ ìéáò ìïíÜäáò ðñïúüíôïò Ð1 áðáéôåß 3 ìïíÜäåò Õ1, 2 ìïíÜäåò

Õ2 êáé 3 ìïíÜäåò Õ3 óå óõíäõáóìü ìå ôï ãåãïíüò üôé ôï êÝñäïò áíÜ ìïíÜäá ðñïúüíôïò

Ð1 åßíáé ßóï ìå 3 ÷ñçìáôéêÝò ìïíÜäåò óçìáßíåé üôé ãéá íá ðñïôéìÞóåé ç âéïìç÷áíßá Â ôçí

ðñïóöïñÜ ôçò Ì èá ðñÝðåé, ôï ðïóü ðïõ èá åéóðñÜîåé ç Â áðü ôçí Ì ãéá íá ôçò ðïõëÞóåé

ôéò ðñþôåò ýëåò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ìéáò ìïíÜäáò ðñïúüíôïò Ð1, íá åßíáé

ôïõëÜ÷éóôïí ßóï ìå ôï êÝñäïò ôùí 3 ÷ñçìáôéêþí ìïíÜäùí ðïõ èá åß÷å ç âéïìç÷áíßá Â
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áí ÷ñçóéìïðïéïýóå ôéò ðñþôåò ýëåò ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ìéáò ìïíÜäáò ðñïúüíôïò Ð1. Ìå

âÜóç ôá ðáñáðÜíù èá ðñÝðåé 3w1 + 2w2 + 3w3 ≥ 3. Áõôüò åßíáé ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò

ðïõ Ý÷ïõìå ãñÜøåé ãéá ôï äõéêü ðñüâëçìá. Áêïëïõèþíôáò ðáñüìïéï óêåðôéêü êáé ãéá ôá

Üëëá ôñßá ðñïúüíôá ðáßñíïõìå êáé ôïõò õðüëïéðïõò ðåñéïñéóìïýò. ¸ôóé êÜèå ðåñéïñéóìüò

áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ðñïúüí äçëáäÞ óå ìßá ìåôáâëçôÞ ôïõ ðñùôåýïíôïò. ÅðéðëÝïí åßíáé ëïãéêü

ç âéïìç÷áíßá Ì íá èÝëåé íá åëá÷éóôïðïéÞóåé ôï óõíïëéêü ðïóü ðïõ èá ðñïóöÝñåé óôç Â

ãéá ôçí áãïñÜ ôùí äéáèÝóéìùí 3, 2 êáé 4 ìïíÜäùí ðñþôùí õëþí Õ1, Õ2 êáé Õ3 áíôßóôïé÷á,

äçëáäÞ èÝëåé min(3w1 + 2w2 + 4w3) ðïõ åßíáé ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ äõéêïý.

Áò õðïëïãßóïõìå ôþñá ôçí Üñéóôç ëýóç ôïõ äõéêïý.

w1 = (z5 − c5) + c5 =
6

7
+ 0 =

6

7

w2 = (z6 − c6) + c6 =
11

7
+ 0 =

11

7

w3 = (z7 − c7) + c7 = 0 + 0 = 0

Áõôü óçìáßíåé üôé óôçí ðñïóöïñÜ ôçò âéïìç÷áíßáò Ì , ç ôéìÞ áíÜ ìïíÜäá ôùí ôñéþí ðñþôùí

õëþí Õ1, Õ2 êáé Õ3 ðñÝðåé íá êáèïñéóèåß óå 6
7
, 11

7
êáé 0 áíôßóôïé÷á.

Ç âÝëôéóôç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò ôïõ äõéêïý åßíáé w∗ = 3 · 6
7
+2 · 11

7
+4 ·0 =

40
7

, üðùò ðåñéìÝíáìå áöïý ïé âÝëôéóôåò ôéìÝò ôùí áíôéêåéìåíéêþí óõíáñôÞóåùí ôùí äýï

ðñïâëçìÜôùí, ðñùôåýïíôïò êáé äõéêïý, ôáõôßæïíôáé.

Ãéá ôéò ôéìÝò áõôÝò ôï åéóüäçìá ôçò âéïìç÷áíßáò Â, áðü ôçí ðþëçóç óôç âéïìç÷áíßá Ì ôùí

ðïóïôÞôùí ðñþôùí õëþí ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ìéáò ìïíÜäáò áðü ôá ðñïúüíôá

Ð1 êáé Ð2 åßíáé ßóï ìå 3 · 6
7
+2 · 11

7
+3 ·0 = 40

7
> 3 êáé 2 · 6

7
+3 · 11

7
+4 ·0 = 45

7
> 2 áíôßóôïé÷á.

ÄçëáäÞ åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï êÝñäïò ðïõ èá åß÷å ç âéïìç÷áíßá Â áí ÷ñçóéìïðïéïýóå

ôéò ðïóüôçôåò áõôÝò ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ìéáò ìïíÜäáò áðü ôï êÜèå ðñïúüí. Áíôßèåôá, ôï

åéóüäçìá ôçò âéïìç÷áíßáò Â áðü ôçí ðþëçóç óôç Ì ôùí ðïóïôÞôùí ðñþôùí õëþí ðïõ

áðáéôïýíôáé ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ìéáò ìïíÜäáò áðü ôá ðñïúüíôá Ð2 êáé Ð4, åßíáé ßóï ìå ôï

ìïíáäéáßï êÝñäïò ôùí ðñïúüíôùí áõôþí áöïý 1· 6
7
+2· 11

7
+2·0 = 4 êáé 4· 6

7
+1· 11

7
+1·0 = 5.

Ìå Üëëá ëüãéá, ôï åðéðëÝïí êÝñäïò ãéá ôá ðñïúüíôá áõôÜ åßíáé ßóï ìå ìçäÝí. ¸ôóé ôá Ð1

êáé Ð3 åßíáé õðïôéìçìÝíá óå ó÷Ýóç ìå ôçí áîßá ðïõ áíôéðñïóùðåýïõí ïé ðñþôåò ýëåò ãéá
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ôçí ðáñáãùãÞ ôïõò êáé ãéá ôï ëüãï áõôü äåí ðñÝðåé íá ðáñÜãïíôáé. Áíôßèåôá, ôá ðñïúüíôá

Ð2 êáé Ð4 Ý÷ïõí óùóôÞ ôéìÞ óå ó÷Ýóç ìå ôéò ðñþôåò ýëåò. ÅîÜëëïõ ôï ãåãïíüò üôé

ãßíåôáé ìåñéêÞ ÷ñçóéìïðïßçóç ôçò ðñþôçò ýëçò Õ3 óçìáßíåé üôé ìéá ìéêñÞ ìåôáâïëÞ óôç

äéáèÝóéìç ðïóüôçôá áðü áõôÞ ôçí ðñþôç ýëç äåí èá ðñÝðåé íá Ý÷åé åðßðôùóç óôï êÝñäïò

ôçò âéïìç÷áíßáò Â, áöïý ç ðñþôç ýëç Õ3 Þôáí Þäç óå õðåñåðÜñêåéá. ¸ôóé ç âéïìç÷áíßá

Â ðñÝðåé íá åßíáé äéáôåèåéìÝíç íá ðáñá÷ùñÞóåé äùñåÜí ôçí ðñþôç ýëç Õ3, ìå Üëëá ëüãéá ç

âéïìç÷áíßá Ì ðñÝðåé íá êáèïñßóåé ôçí ôéìÞ ôçò Õ3 óôï ìçäÝí, äçëáäÞ w3 = 0.
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ÊåöÜëáéï 2

Ôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ðñüâëçìá ôçò ïéêïíïìéêÞò äéáêßíçóçò åíüò ðñïúüíôïò

áðü ïñéóìÝíïõò óôáèìïýò ðáñáãùãÞò óå ïñéóìÝíïõò óôáèìïýò ðñïïñéóìïý.

2.1 ÅéóáãùãÞ óôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò

Ç ìáèçìáôéêÞ äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò åßíáé ç áêüëïõèç.

Óå m óôáèìïýò ðáñáãùãÞò A1, A2, : : :, Am Ýíá ðñïúüí õðÜñ÷åé óå ðïóüôçôåò �1, �2, : : :, �m,

áíôßóôïé÷á. Ôï ðñïúüí ðñÝðåé íá äéáíåìçèåß óå n óôáèìïýò ðñïñéóìïý B1, B2, : : :, Bn ðïõ

áðáéôïýí ðïóüôçôåò �1, �2, : : :, �n, áíôßóôïé÷á. Áñ÷éêÜ õðïèÝôïõìå ðùò ç óõíïëéêÞ ðáñáãùãÞ

éóïýôáé ìå ôçí óõíïëéêÞ æÞôçóç, äçëáäÞ ðùò
∑m

i=1 �i =
∑n

j=1 �j. Èåùñïýìå ðùò õðÜñ÷åé êüóôïò

ìåôáöïñÜò áðü êÜèå óôáèìü ðáñáãùãÞò ðñüò êÜèå óôáèìü æÞôçóçò, óõãêåêñéìÝíá ôï êüóôïò

ìåôáöïñÜò áðü ôïí óôáèìü ðáñáãùãÞò Ai óôïí óôáèìü ðñïïñéóìïý Bj èá óõìâïëßæåôáé ìå cij.

Æçôåßôáé íá âñåèåß Üñéóôï ó÷Ýäéï ìåôáöïñÜò, äçëáäÞ íá âñåèïýí ïé êáôÜëëçëåò ðïóüôçôåò xij ðïõ

ðñÝðåé íá ìåôáöåñèïýí áðü ôïí êÜèå óôáèìü ðáñáãùãÞò óå êÜèå óôáèìü ðñïïñéóìïý Ýôóé þóôå

íá åëá÷éóôïðïéåßôáé ôï êüóôïò ìåôáöïñÜò êáé óõã÷ñüíùò íá éêáíïðïéïýíôáé üëåò ïé áíÜãêåò ôùí

óôáèìþí ðñïïñéóìïý.

ÐáñáôÞñçóç 4 Áí ç ðñïóöïñÜ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí æÞôçóç, äçëáäÞ
∑m

i=1 �i >
∑n

j=1 �j,

ôüôå åéóÜãïõìå Ýíáí õðïèåôéêü óôáèìü ðñïïñéóìïý, Ýóôù Bn+1 ï ïðïßïò áðáéôåß ðïóüôçôá

�n+1 =
∑m

i=1 �i −
∑n

j=1 �j > 0, ìå êáôÜëëçëá êüóôç ìåôáöïñÜò ci n+1.
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Áí ç ðñïóöïñÜ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí æÞôçóç, äçëáäÞ
∑m

i=1 �i <
∑n

j=1 �j, ôüôå åéóÜãïõìå

Ýíáí õðïèåôéêü óôáèìü ðáñáãùãÞò, Ýóôù Am+1 ï ïðïßïò áðáéôåß ðïóüôçôá �m+1 =
∑n

j=1 �j −∑m
i=1 �i > 0, ìå êáôÜëëçëá êüóôç ìåôáöïñÜò cm+1 j.

ÔÝëïò áí äåí õðÜñ÷åé ìÝóï ìåôáöïñÜò áðü Ýíáí óôáèìü ðáñáãùãÞò óå Ýíáí óôáèìü ðñïïñéóìïý

ôüôå õðïèÝôïõìå ðùò ôï áíôßóôïé÷ï êüóôïò åßíáé Ýíáò áõèáßñåôá ìåãÜëïò èåôéêüò áñéèìüò M .

Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò ìðïñïýí íá ãñáöïýí óõíïðôéêÜ ìå ôç âïÞèåéá ôïõ

ðáñáêÜôù ðßíáêá.

Á1

A2

...

Am

B1 B2 · · · Bn

�1

�2

...

�m

�1 �2 · · · �n

x11

c11

x12

c12

· · · x1n

c1n

x21

c21

x22

c22

· · · x2n

c2n

xm1

cm1

xm2

cm2

· · · xmn
cmn

...
... . . . ...

ÐáñáôÞñçóç 5 ÊÜèå âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ìåôáöïñÜò Ý÷åé áêñéâþò m +

n−1 âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé åðïìÝíùò ôï ðïëý m+n−1 èåôéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. Áí ç âáóéêÞ

åöéêôÞ ëýóç Ý÷åé ëéãüôåñåò áðü m+ n− 1 èåôéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ôüôå êáëåßôáé åêöõëéóìÝíç.

Èåþñçìá 1 Ôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò Ý÷åé ðÜíôá Üñéóôç ëýóç.

2.2 Áëãüñéèìïò

Èá ðåñéãñÜøïõìå óõíïðôéêÜ ôçí âáóéêÞ äïìÞ ôïõ áëãüñéèìïõ åîåýñåóçò Üñéóôïõ ó÷åäßïõ ìåôáöïñÜò:

1. Áñ÷éêÜ áíáæçôïýìå ìéá ðñþôç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç. Ôç ëýóç áõôÞ èá ôçí âñïýìå ìå

ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ. ÎåêéíÜìå áðü ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ðßíáêá ìå ôï åëÜ÷éóôï

äõíáôü êüóôïò, Ýóôù ci0j0 êáé ìÝóá óôï ôåôñÜãùíï áõôü ôïðïèåôïýìå ôç ìåãáëýôåñç äõíáôÞ

ðïóüôçôá, xi0j0 = min{�i0 ; �j0}
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(a) áí xi0j0 = �i0 ôüôå ìçäåíßæïõìå üëá ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôçò áíôßóôïé÷çò ãñáììÞò,

åöüóïí áõôüò ï óôáèìüò ðáñáãùãÞò äåí äéáèÝôåé Üëëï áðüèåìá.

(b) áí xi0j0 = �j0 ôüôå ìçäåíßæïõìå üëá ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôçò áíôßóôïé÷çò óôÞëçò,

åöüóïí áõôüò ï óôáèìüò ðñïïñéóìïý Ý÷åé êáëýøåé üëç ôçí æÞôçóç.

(c) áí xi0j0 = �i0 = �j0 ôüôå ìçäåíßæïõìå êáé ôçí ãñáììÞ êáé ôçí óôÞëç, êáé Üñá ç

ëýóç ðïõ èá ðñïêýøåé èá åßíáé åêöõëéóìÝíç. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá áíáöåñèïýìå

äéåîïäéêÜ óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

Óõíå÷ßæïõìå íá åöáñìüæïõìå ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ óôï õðüëïéðï tableau ìÝ÷ñé

íá óõìðëçñþóïõìå üëá ôá ôåôñÜãùíá ôïõ ðßíáêá.

ÐáñÜäåéãìá 1 ¸óôù üôé ìáò äßíåôáé ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò êáé ìáò æçôåßôáé

íá âñåèåß Üñéóôç ëýóç.

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

30

20

10 60 20

8 7 4

5 4 2

6 9 5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

30

20

10 60 20

8 7 4

5 4

20
2

6 9 5

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ìéêñüôåñï áðü ôá êüóôç ìåôáöïñÜò åßíáé ôï c23 = 2, ïðüôå óýìöùíá

ìå ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ èá óõìðëçñþóïõìå ôï áíôßóôïé÷ï ôåôñÜãùíï èÝôïíôáò

x23 = min{�2; �3} = {30; 20} = 20. Åöüóïí x23 = �3 = 20 èá ìçäåíßóïõìå ôá óôïé÷åßá

ôçò áíôßóôïé÷çò óôÞëçò ìéáò êáé ï óôáèìüò ðñïïñéóìïý B3 Ý÷åé ðëÝïí êáëýøåé ôéò áíÜãêåò

ôïõ. ÅðéðëÝïí ï óôáèìüò ðáñáãùãÞò Á2 äéÝèåóå ðïóüôçôá 20 óôïí Â3 êáé Üñá ôþñá

äéáèÝôåé ðïóüôçôá ßóç ìå 10 = 30− 20.
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Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>
10

30

20

10 60 ½½20

8 7

0
4

5 4

20
2

6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>
10

30

20

10 60 ½½20

8 7

0
4

5 4

20
2

6 9

0
5

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ìéêñüôåñï áðü ôá êüóôç ìåôáöïñÜò åßíáé ôï c22 = 4, ïðüôå óýìöùíá

ìå ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ èá óõìðëçñþóïõìå ôï áíôßóôïé÷ï ôåôñÜãùíï èÝôïíôáò

x22 = min{�2; �2} = {10; 60} = 10. Åöüóïí x22 = �2 = 10 èá ìçäåíßóïõìå ôá óôïé÷åßá

ôçò áíôßóôïé÷çò ãñáììÞò ìéáò êáé ï óôáèìüò ðáñáãùãÞò Á2 äåí Ý÷åé ðëÝïí Üëëï áðüèåìá.

ÅðéðëÝïí ï óôáèìüò ðáñáãùãÞò Â2 ðÞñå ðïóüôçôá 10 áðü ôïí óôáèìü ðáñáãùãÞò Á2 êáé

Üñá ôþñá æçôÜåé ðïóüôçôá ßóç ìå 50 = 60− 10.

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>½½10
30

20

10 ½½>
50

60 ½½20

8 7

0
4

0
5

10
4

20
2

6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>½½10
30

20

10 ½½>
50

60 ½½20

8 7

0
4

0
5

10
4

20
2

6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>½½10
30

½½>
10

20

½½10 ½½>
50

60 ½½20

0
8 7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>½½10
30

½½>
10

20

½½10 ½½>
50

60 ½½20

0
8 7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

½½40

½½>½½10
30

½½>
10

20

½½10
½½>½½>

10
50

60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

½½40

½½>½½10
30

½½>½½10
20

½½10
½½>½½>

½10
50

60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6

10
9

0
5

Óõíåðþò Ý÷ïõìå âñåß ìéá âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ëýóç áõôÞ Ý÷åé 3+3−
1 = 5 èåôéêÜ óôïé÷åßá êáé Üñá åßíáé ìç åêöõëéóìÝíç.
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2. Óôç óõíÝ÷åéá èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå áí ç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç, ðïõ Ý÷ïõìå âñåß x̃ij, åßíáé

Üñéóôç. Èåùñïýìå ôá óôïé÷åßá ui êáé vj ôá ïðïßá êáëïýíôáé äõíáìéêÜ.

ui
vj

u1

u2

...

um

v1 v2 · · · vn

�1

�2

...

�m

�1 �2 · · · �n

x̃11

c11

x̃12

c12

· · · x̃1n

c1n

x̃21

c21

x̃22

c22

· · · x̃2n

c2n

x̃m1

cm1

x̃m2

cm2

· · · x̃mn

cmn

...
... . . . ...

ÈÝôïõìå u1 = 0. Åíþ ôá õðüëïéðá ui êáé vj õðïëïãßæïíôáé ùò åîÞò: êïéôÜæïõìå ìüíï

ôá âáóéêÜ ôåôñÜãùíá, äçëáäÞ åêåßíá óôá ïðïßá x̃ij > 0 êáé ëýíïõìå ôï óýóôçìá ôùí

åîéóþóåùí ui + vj = cij.

ÐáñÜäåéãìá 2 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Èá õðïëïãßóïõìå ôá äõíáìéêÜ

ui êáé vj ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò.

u
v

u1

u2

u3

v1 v2 v3

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6

10
9

0
5

u1 + v2 = 7; åöüóïí ôï x12 > 0

u2 + v2 = 4; åöüóïí ôï x22 > 0

u2 + v3 = 2; åöüóïí ôï x23 > 0

u3 + v1 = 6; åöüóïí ôï x31 > 0

u3 + v2 = 9; åöüóïí ôï x32 > 0

Èåùñïýìå u1 = 0 êáé Üñá åðéëýïíôáò ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá Ýðåôáé
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u
v

0

−3

2

4 7 5

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6

10
9

0
5

Ìüëéò õðïëïãßóïõìå ôá äõíáìéêÜ êáôáãñÜöïõìå óôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá óôçí ðÜíù

áñéóôåñÜ ãùíßá ôçí ðïóüôçôá �ij = ui + vj − cij ïé ïðïßåò êáëïýíôáé äéáöïñÝò.

ÐáñÜäåéãìá 3 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Èá õðïëïãßóïõìå ôéò äéáöïñÝò

�ij ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò.

u
v

0

−3

2

4 7 5

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8-4

40
7

0
41

0
5-4

10
4

20
2

10
6

10
9

0
52

åöüóïí

�11 = u1 + v1 − c11 = −4

�13 = u1 + v3 − c13 = 1

�21 = u2 + v1 − c21 = −4

�33 = u3 + v3 − c33 = 2

3. ÅëÝã÷ïõìå áí ç ëýóç x̃ij åßíáé Üñéóôç, åîåôÜæïíôáò ôéò äéáöïñÝò �ij óôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá.

(a) áí �ij ≤ 0 ãéá üëá ôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá ôüôå ç ëýóç ðïõ Ý÷åé âñåèåß åßíáé Üñéóôç.

Áí åðéðëÝïí �ij < 0 ãéá üëá ôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá ôüôå ç Üñéóôç ëýóç ðïõ Ý÷åé

âñåèåß åßíáé ìïíáäéêÞ.

(b) áí õðÜñ÷åé �ij > 0 ãéá êÜðïéï áðü ôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá ôüôå ç ëýóç ðïõ Ý÷åé

âñåèåß äåí åßíáé Üñéóôç, ïðüôå êáé óõíå÷ßæïõìå ìå ôï âÞìá 4.

ÐáñÜäåéãìá 4 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Ðáñáôçñïýìå ðùò ïé äéáöïñÝò

�13 êáé �33 åßíáé ãíçóßùò èåôéêÝò êáé Üñá äåí Ý÷ïõìå ïäçãçèåß óå Üñéóôç ëýóç. Óõíåðþò

óõíå÷ßæïõìå ìå ôï âÞìá 4.
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4. Áíáæçôïýìå ìéá êáëýôåñç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç. ÅðéëÝãïõìå ôï ôåôñÜãùíï åêåßíï ìå ôçí

ìåãáëýôåñç èåôéêÞ äéáöïñÜ, äçëáäÞ ôï ôåôñÜãùíï (i0; j0) ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ó÷Ýóç

(i0; j0) : �i0;j0 = max{�ij : �ij > 0} êáé ôï óõíäÝïõìå ìå ïñéæüíôéåò êáé êÜèåôåò ãñáììÝò,

ó÷çìáôßæïíôáò Ýíá ïñèïãþíéï ôï ïðïßï óôéò êïñõöÝò ôïõ íá Ý÷åé âáóéêÜ ôåôñÜãùíá, ßóáìå

íá êáôáëÞîïõìå óôï ßäéï ôåôñÜãùíï (i0; j0) áðü ôï ïðïßï êáé îåêéíÞóáìå. Áðïäåéêíýåôáé,

ôüôå, üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá åðéëïãÞ ôåôñáãþíùí ôÝôïéá þóôå íá éêáíïðïåß ôÝôïéá åðéëïãÞ

âáóéêþí ôåôñáãþíùí. ÈÝôïõìå äéáäï÷éêÜ + êáé − óå êáèÝíá áðü áõôÜ ôá ôåôñÜãùíá

îåêéíþíôáò ìå + áðü ôï ôåôñÜãùíï (i0; j0), áðü ôï ïðïßï êáé îåêéíÞóáìå. Ïé ôéìÝò ôç íÝáò

âáóéêÞò åöéêôÞò ëýóçò åßíáé

x′ij = x̃ij + �0 óôá ôåôñÜãùíá ðïõ Ý÷ïõí +

x′ij = x̃ij − �0 óôá ôåôñÜãùíá ðïõ Ý÷ïõí −
x′ij = x̃ij óôá õðüëïéðá ôåôñÜãùíá

üðïõ

�0 = x̃i1j1 = min{x̃ij : (i; j) ôåôñÜãùíá ðïõ Ý÷ïõí −} :

Ôï áíôßóôïé÷ï óõíïëéêü êüóôïò ìåôáöïñÜò åßíáé R1 = R0 − �0�i0j0 , üðïõ R0 åßíáé ôï

óõíïëéêü êüóôïò ìåôáöïñÜò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ëýóç x̃ij, áíáëõôéêÜ R0 =
∑

i;j x̃ijcij.

ÐáñÜäåéãìá 5 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò.

u
v
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7
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+-

+ -

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ìïíáäéêü ïñèïãþíéï ðïõ ó÷çìáôßæåôáé ìå êïñõöÝò óå âáóéêÜ ôåôñÜãùíá

åßíáé áõôü ìå êïñõöÝò (3; 3) → (3; 2) → (2; 2) → (2; 3). Ôüôå óýìöùíá ìå ôçí èåùñßá

õðïëïãßæïõìå ôï �0 = min{x̃ij : (i; j) ôåôñÜãùíá ðïõ Ý÷ïõí −} = min{x̃23; x̃32} = min{20; 10}.
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Óôç óõíÝ÷åéá óôá ôåôñÜãùíá ìå + ðñïóèÝôïõìå ôçí ðïóüôçôá �0 = 10 ðïõ õðïëïãßóáìå,

åíþ óôá ôåôñÜãùíá ìå − áöáéñïýìå ôï �0 = 10, ôá õðüëïéðá ôåôñÜãùíá ðáñáìÝíïõí ùò

Ý÷ïõí. Óõíåðþò

u
v
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7
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5. ÅðéóôñÝöïõìå óôï âÞìá 2.

ÐáñÜäåéãìá 6 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Èá åëÝãîïõìå áí ç ëýóç ðïõ

Ý÷ïõìå âñåß åßíáé Üñéóôç õðïëïãßæïíôáò åê íåïõ ôá äõíáìéêÜ ui êáé vj êáé ôéò äéáöïñÝò

�ij. ¸÷ïõìå

u
v

0

−3

0

6 7 5

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

20
4

10
2

10
6

0
9

10
5

u
v

0

−3

0

6 7 5

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8-2

40
7

0
41

0
5-2

20
4

10
2

10
6

0
9-2

10
5

Ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷åé äéáöïñÜ �ij èåôéêÞ êáé Üñá ç ëýóç ðïõ Ý÷ïõìå âñåß äåí åßíáé

Üñéóôç. Óõíå÷ßæïõìå üðùò ïñßæåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï óôï âÞìá 4.
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u
v

0

−3

0

6 7 5

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8-2

40
7

0
41

0
5-2

20
4

10
2

10
6

0
9-2

10
5

+-

+ -

u
v

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8

30
7

10
4

0
5

30
4

0
2

10
6

0
9

10
5

u
v

0

−3

1

5 7 4

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8

30
7

10
4

0
5

30
4

0
2

10
6

0
9

10
5

u
v

0

−3

1

5 7 4

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8-3

30
7

10
4

0
5-3

30
4

0
2-1

10
6

0
9-1

10
5

Óôï ôåëåõôáßï tableau ðáñáôçñïýìå ðùò üëåò ïé äéáöïñÝò åßíáé ãíçóéþò áñíçôéêÝò êáé Üñá

ç ëýóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé åßíáé Üñéóôç êáé ìÜëéóôá ìïíáäéêÞ.

ÐáñáôÞñçóç 6 Áí óôï tableau ðïõ äßíåé ôçí Üñéóôç ëýóç, õðÜñ÷åé ìç âáóéêü ôåôñÜãùíï

ìå äéáöïñÜ �ij = 0 áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé åíáëëáêôéêÞ Üñéóôç ëýóç ðïõ õðïëïãßæåôáé

êÜíïíôáò âáóéêü ôï ôåôñÜãùíï áõôü, äçëáäÞ ó÷çìáôßæïõìå ôåôñÜãùíï ìå êïñõöÝò âáóéêÜ

ôåôñÜãùíá îåêéíþíôáò áðü ôï ôåôñÜãùíï ìå ôçí ìçäåíéêÞ äéáöïñÜ.

2.3 ÅêöõëéóìÝíåò ëýóåéò

Áí óôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò õðÜñ÷åé ãíÞóéï õðïóýíïëï áðü p < m, óôáèìïýò ðáñáãùãÞò ìå

óõíïëéêÞ ðáñáãùãÞ üóç êáé ç óõíïëéêÞ æÞôçóç óå q < n, óôáèìïýò ðñïïñéóìïý, ôüôå õðÜñ÷ïõí

åêöõëéóìÝíåò ëýóåéò. Ìðïñåß óå ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôùí ðñÜîåùí ìáò íá ðñïêýøåé åêöõëéóìÝíç

âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç, åßôå åîáñ÷Þò ìå ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ ãéáôß ìçäåíßóôçêå ôáõôü÷ñïíá

êáé ãñáììÞ êáé óôÞëç, åßôå êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôïõ áëãüñéèìïõ åðßëõóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

ìåôáöïñÜò. Óå êÜèå ðåñßðôùóç áíôéìåôùðßæïíôáé ôïðïèåôþíôáò áóôåñßóêïõò óå ôåôñÜãùíá ìå 0

ãéá íá ôá áíôéìåôùðßæïõìå ùò âáóéêÜ ôåôñÜãùíá. Ç åðßëïãç ôïõ ìçäåíéêïý ôåôñáãþíïõ ðïõ èá
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ãßíåé âáóéêü åßíáé áõèáßñåôç áí êáé ðñïôåßíåôáé íá åðéëÝãåôáé áõôü ìå ôï ìéêñüôåñï êüóôïò. Áí

èÝëïõìå íá áðïöýãïõìå ôçí åìöÜíéóç ôùí ìçäåíéêþí âáóéêþí ôåôñáãþíùí êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ

ôïõ áëãüñéèìïõ ìðïñïýìå íá áêïëïõèÞóïõìå ôçí ìÝèïäï ôçò äéáôáñá÷Þò.

Äçìéïõñãïýìå Ýíá íåï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò èÝôïíôáò

�′i = �i + �; i = 1; 2; : : : ;m êáé �j =




�j; j = 1; 2; : : : ; n− 1

�n +m�; j = n

üðïõ � > 0 áõèáßñåôá ìéêñü. Ëýíïíôáò ôï íåï ðñüâëçìá, ãéá ôï ïðïßï äåí õðÜñ÷ïõí åêöõëéóìÝíåò

ëýóåéò, êáé èÝôïíôáò óôï ôåëéêü tableau � = 0, ðÜéñíïõìå ôçí Üñéóôç ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôïò.
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2.4 ÁóêÞóåéò{Ëýóåéò

2.4.1 ¢óêçóç 1ç

Ìéá åôáéñßá ðáñÜãåé êáé äéáíÝìåé Ýíá ðñïúüí óôïõò ðåëÜôåò ôçò ìÝóù ðñáããåëéþí. Ãéá ôçí

ôñÝ÷ïõóá åâäïìÜäá Ý÷åé ðÜñåé ðáñáããåëßåò áðü ôïõò ðåëÜôåò 1, 2 êáé 3 ãéá ðïóüôçôåò 180,

170 êáé 150 ìïíÜäåò ðñïúüíôïò, áíôßóôïé÷á. Ôï ðñïúüí ìðïñåß íá óôáëåß óôïõò ðåëÜôåò áðü

äõï áðïèÞêåò Á êáé Â ðïõ Ý÷ïõí äéáèÝóéìåò ðïóüôçôåò 200 ìïíÜäåò ðñïúüíôïò ç êÜèå ìéá. Ôï

êüóôïò ìåôáöïñÜò áðü êÜèå áðïèÞêç ðñüò êÜèå ðåëÜôç äßíåôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá

ÐåëÜôçò

ÁðïèÞêç 1 2 3

A 8 9 4

B 5 12 2

Áí ìåßíåé áäéÜèåôï ðñïúüí óôéò áðïèÞêåò Ý÷åé ìçäåíéêü êüóôïò, åíþ ôï êüóôïò áíÜ ìïíÜäá

åëëåßøåùí ãéá ôïõò ðåëÜôåò 1, 2 êáé 3 åßíáé ßóï ìå 6, 6 êáé 5, áíôßóôïé÷á.

Íá âñåèåß ï ôñüðïò ìåôáöïñÜò ôùí ðñïúüíôùí áðü ôéò áðïèÞêåò óôïõò ðåëÜôåò ðïõ åëá÷éóôïðïéåß

ôï óõíïëéêü êüóôïò.

Ëýóç

Ðáñáôçñïýìå üôé
∑3

j=1 bj = 180 + 170 + 150 = 500 > 400 = 200 + 200 =
∑2

i=1 ai, ÄçëáäÞ ç

æÞôçóç åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí ðáñáãùãÞ. Óõíåðþò åéóÜãïõìå õðïèåôéêü óôáèìü ðáñáãùãÞò,

Ýóôù áðïèÞêç Ã ìå äõíáôüôçôá ðáñáãùãÞò a3 = 500− 400 = 100.

Á

Â

Ã

1 2 3

200

200

100

180 170 150

8 9 4

5 12 2

6 6 5

Óõìðëçñþíïõìå ôïí ðßíáêá ìå ôçí ìÝèïäï ôïõ åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ
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Á

Â

Ã

1 2 3

©©200 ©©170

©©200 ½½50

©©100

©©180

©©130

½½30

©©170 ©©150

30
8

170
9

0
4

50
5

0
12

150
2

100
6

0
6

0
5

Ðáñáôçñïýìå üôé ç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç ðïõ Ý÷åé âñåèåß ìå ôçí ìÝèïäï åëá÷ßóôïõ óôïé÷åßïõ åßíáé

ìç åêöõëéóìÝíç êáèþò Ý÷åé m + n − 1 = 5 èåôéêÜ óôïé÷åßá. Ôï áíôßóôïé÷ï óõíïëéêü êüóôïò

åßíáé R0 = 30 · 8 + 170 · 9 + 50 · 5 + 150 · 2 + 100 · 6 = 2920. Åöáñìüæïíôáò ôïí áëãüñéèìï ôùí

äõíáìéêþí èá åëÝãîïõìå áí ç ëýóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé åßíáé Üñéóôç.

0

−3

−2

u
v

8 9 5

©©200

©©200

©©100

©©180 ©©170 ©©150

30
8

170
9

0
41

50
5

0
12-6

150
2

100
6

0
6-1

0
5-2

+

-+

-

Åöüóïí õðÜñ÷ïõí èåôéêÝò äéáöïñÝò �ij, óõãêåêñéìÝíá

�13 = 1, ç ðáñáðÜíù ëýóç äåí åßíáé Üñéóôç. Âñßóêïõìå

ìéá êáëýôåñç ëýóç êÜíïíôáò âáóéêÞ ôç ìåôáâëçôÞ ðïõ

áíôéóôïé÷åß óôçí èåôéêÞ äéáöïñÜ, Üñá êÜíïõìå âáóéêÜ ôçí

ìåôáâëçôÞ x13. Åßíáé �0 = min{30; 150} = 30 êáé Üñá ç

íÝá âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç äßíåôáé áðü ôï åðüìåíï tableau.

u

0

−2

−1

v
7 9 4

©©200

©©200

©©100

©©180 ©©170 ©©150

0
8-1

170
9

30
41

80
5

0
12-5

120
2

100
6

0
6-2

0
5-2

Åöüóïí �ij < 0 ãéá üëá ôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá

ôï ôåëåõôáßï tableau åßíáé ôï ìïíáäéêü Üñéóôï tableau

ó÷åäßïõ ìåôáöïñÜò. Ôï óõíïëéêü êüóôïò ìåôáöïñÜò

åßíáé R1 = R0 − �0�13 = 2920− 30 · 1 = 2890:

Óõíåðþò ï âÝëôéóôïò ôñüðïò ìåôáöïñÜò ôùí ðñïúüíôùí áðü ôéò áðïèÞêåò åßíáé:

áðü ôçí áðïèÞêç Á èá ìåôáöåñèïýí ðïóüôçôåò 170 êáé 30 ðñüò ôïõò ðåëÜôåò 2 êáé 3 áíôßóôïé÷á.

áðü ôçí áðïèÞêç Â èá ìåôáöåñèïýí ðïóüôçôåò 80 êáé 120 ðñüò ôïõò ðåëÜôåò 1 êáé 3 áíôßóôïé÷á.
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áðü ôçí áðïèÞêç Ã èá ìåôáöåñèåß ðïóüôçôá 100 ðñüò ôïí ðåëÜôç 1, äçëáäÞ ï ðåëÜôçò 1 èá

ðáñïõóéÜóåé Ýëëåéøç 100 ìïíÜäùí ðñïúüíôïò.
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2.4.2 ¢óêçóç 2ç

Ìßá ôñÜðåæá Ý÷åé 3 ãñáöåßá óôá ïðïßá ãßíåôáé ç åðåîåñãáóßá ôùí åðéôáãþí. Ôï ãñáöåßï 1

ìðïñåß íá äéåêðåñáéþóåé 10.000 åðéôáãÝò ôçí åâäïìÜäá, ôï ãñáöåßï 2 9000 êáé ôï ãñáöåßï 3

6.000. Ç ôñÜðåæá Ý÷åé 4 ôýðïõò åðéôáãþí: ÐñïóùðéêÝò(Ð), ÅìðïñéêÝò(Å), Äçìïóßïõ(Äì) êáé

Äéåèíåßò(Äè). ÊáôÜ ìÝóï üñï ï åâäïìáäéáßïò áñéèìüò åðéôáãþí ðñïò äéåêðåñáßùóç åßíáé 1000

äéåèíåßò êáé 8000 ãéá êáèÝíá áðü ôïõò Üëëïõò ôñåéò ôýðïõò. Ôï êüóôïò äéåêðåñáßùóçò áíÜ

åðéôáãÞ åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôï ãñáöåßï üóï êáé áðü ôïí ôýðï ôçò åðéôáãÞò êáé äßíåôáé áðü ôïí

ðáñáêÜôù ðßíáêá (óå ëåðôÜ ôïõ åõñþ)

Ôýðïò åðéôáãÞò

Ãñáöåßï ÐñïóùðéêÞ ÅìðïñéêÞ Äçìïóßïõ ÄéåèíÞò

1 25 12 14 38

2 29 15 9 37

3 26 18 12 40

Íá âñåèåß ìå ðïéï ôñüðï ðñÝðåé íá ãßíåé ç êáôáíïìÞ ôùí åðéôáãþí óôá ãñáöåßá þóôå íá åëá÷éóôïðïéçèåß

ôï óõíïëéêü åâäïìáäéáßï êüóôïò äéåêðåñáßùóçò.

Ëýóç

Ðáñáôçñïýìå üôé 10000 + 9000 + 6000 = 1000 + 8000 + 8000 + 8000 = 25000.

1

2

3

Ð Å Äì Äè

10000

9000

6000

8000 8000 8000 1000

25 12 14 38

29 15 9 37

26 18 12 40

Óõìðëçñþíïõìå ôïí ðßíáêá ìå ôçí ìÝèïäï ôïõ åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ.
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1

2

3

Ð Å Äì Äè

»»»»10000»»»2000

»»»9000 »»»1000

»»»6000

»»»8000

»»»6000

»»»8000 »»»8000 »»»1000

2000
25

8000
12

0
14

0
38

0∗
29

0
15

8000
9

1000
37

6000
26

0
18

0
12

0
40

Ðáñáôçñïýìå üôé êáôÜ ôç óõìðëÞñùóç ôïõ ðßíáêá ìçäåíßæåôáé ôáõôü÷ñïíá ç áíôßóôïé÷ç ãñáììÞ

êáé óôÞëç. Ãéá ôï ëüãï áõôü ç ëýóç ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé åêöõëéóìÝíç, äçëáäÞ Ý÷åé ëéãüôåñåò áðü

m+n− 1 = 3+4− 1 = 6 âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ âÜæïõìå Ýíá áóôåñßóêï óå

êÜðïéï áðü ôá ìçäåíéêÜ ðïõ äçìéïõñãïýíôáé üôáí ìçäåíßóïõìå ôç ãñáììÞ êáé ôç óôÞëç (óõíÞèùò

ðñïôéìïýìå áõôü ìå ôï åëÜ÷éóôï êüóôïò).

Ãéá ôç ëýóç áõôÞ ôï óõíïëéêü êüóôïò åßíáé R0 = 25 · 2000 + 12 · 8000 + 29 · 0 + 9 · 8000 +

37 · 1000 + 26 · 6000 = 411:000ëåðôÜ ôïõ åõñþ Þ 4110 åõñþ. Èá åëÝãîïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôùí

äõíáìéêþí áí ç ëýóç áõôÞ åßíáé Üñéóôç.

u

0

4

1

v 25 12 5 33

10000

9000

6000

8000 8000 8000 1000

2000
25

8000
12

0
14-9

0
38-5

0∗
29

0
151

8000
9

1000
37

6000
26

0
18-5

0
12-6

0
40-6

Ç ëýóç áõôÞ äåí åßíáé Üñéóôç áöïý õðÜñ÷åé

�ij > 0 (�22 = 1). ¸ôóé ç ìåôáâëçôÞ x22 ðïõ

áíôéóôïé÷åß óôç èåôéêÞ äéáöïñÜ èá ãßíåé ôþñá

âáóéêÞ.

u

0

4

1

v 25 12 5 33

10000

9000

6000

8000 8000 8000 1000

2000
25

8000
12

0
14-9

0
38-5

0∗
29

0
151

8000
9

1000
37

6000
26

0
18-5

0
12-6

0
40-6

+-

+ -
Åßíáé �0 = min{0; 8000} = 0. Åöüóïí ç x22

Ýãéíå ôþñá âáóéêÞ êáé åßíáé 0 ç ôéìÞ ôçò, âÜæïõìå

åêåß áóôåñßóêï êáé õðïëïãßæïõìå êáé ðÜëé ôá

äõíáìéêÜ ãéá íá åëÝãîïõìå áí ç ëýóç áõôÞ åßíáé

Üñéóôç.
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u

0

3

1

v 25 12 6 34

10000

9000

6000

8000 8000 8000 1000

2000
25

8000
12

0
14-8

0
38-4

0
29-1

0∗
15

8000
9

1000
37

6000
26

0
18-5

0
12-5

0
40-5

Áõôü ôï tableau åßíáé Üñéóôï åöüóïí üëá ôá

�ij < 0. Óýìöùíá ìå áõôÞ, ôï ðñþôï

ãñáöåßï èá äéåêðåñáéþóåé 2000 ÐñïóùðéêÝò êáé

8000 ÅìðïñéêÝò åðéôáãÝò, ôï äåýôåñï ãñáöåßï

8000 Äçìïóßïõ êáé 1000 Äéåèíåßò åíþ ôï

ôñßôï ãñáöåßï 6000 ÐñïóùðéêÝò. Ôï óõíïëéêü

êüóôïò, åöüóïí �0 = 0 äåí ìåôáâÜëëåôáé êáé

åßíáé ßóï ìå ôï R0.
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2.4.3 ¢óêçóç 3ç

¸íáò åêðáéäåõôéêüò ïñãáíéóìüò Ý÷åé ó÷ïëåßá óå ôñåéò ôïðïèåóßåò ìå äõíáìéêüôçôá ìáèçôþí 200,

400 êáé 400 áíôßóôïé÷á. Ïé ìáèçôÝò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü 4 äéáöïñåôéêÝò ðåñéï÷Ýò. ÓõãêåêñéìÝíá,

120 ìáèçôÝò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí ðåñéï÷Þ 1, 240 áðü ôçí ðåñéï÷Þ 2, 450 áðü ôçí ðåñéï÷Þ 3 êáé

190 áðü ôçí ðåñéï÷Þ 4. Ïé ìáèçôÝò ìåôáêéíïýíôáé ìå ëåùöïñåßá ôïõ ïñãáíéóìïý. Ôï êüóôïò

ìåôáöïñÜò áíÜ ìáèçôÞ áðü êÜèå ðåñéï÷Þ óå êÜèå ó÷ïëåßï öáßíåôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá:

Ó÷ïëåßï

Ðåñéï÷Þ 1 2 3

1 5 2 1

2 4 3 4

3 2 4 7

4 3 3 6

Íá âñåèåß ç êáôáíïìÞ ôùí ìáèçôþí áðü êÜèå ðåñéï÷Þ óå êÜèå ó÷ïëåßï Ýôóé þóôå íá åëá÷éóôïðïéåßôáé

ôï óõíïëéêü êüóôïò ìåôáöïñÜò.

Ëýóç

Ðáñáôçñïýìå üôé 200 + 400 + 400 = 120 + 240 + 450 + 190 = 1000.

1

2

3

4

1 2 3

120

240

450

190

200 400 400

5 2 1

4 3 4

2 4 7

3 3 6

Óõìðëçñþíïõìå ôïí ðßíáêá ìå ôçí ìÝèïäï ôïõ åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ.
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Ãéá ôç ëýóç áõôÞ ôï óõíïëéêü êüóôïò åßíáé R0 =

1·120+3·210+4·30+2·200+7·250+3·190 = 3590.

ÅëÝã÷ïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìéêþí áí ç ëýóç

áõôÞ åßíáé Üñéóôç.

u
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v −4 0 1
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0
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0
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0
6-2

+

- +

-

Ç ëýóç áõôÞ äåí åßíáé Üñéóôç áöïý õðÜñ÷åé �ij > 0 (�32 =

2). Åßíáé �0 = min{210; 250} = 210. ¸ôóé, óõíå÷ßæïõìå

óôï åðüìåíï tableau óôï ïðïßï ç ìåôáâëçôÞ x32 ãßíåôáé

ôþñá âáóéêÞ.
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120
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0
5-9
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4-5

0
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240
4

200
2

210
4

40
7

0
3-4

190
3

0
60

Ç ëýóç åßíáé Üñéóôç áöïý üëá ôá �ij ≤ 0. Ôï êüóôïò ãéá

áõôÞ ôç ëýóç åßíáé R1 = R0 − �32 · �0 = 3590− 2 · 210 =

3170. Óýìöùíá ìå ôç ëýóç 120 ðáéäéÜ ôçò ðåñéï÷Þò 1 èá

ðÜíå óôï ó÷ïëåßï 3, 210 ðáéäéÜ ôçò ðåñéï÷Þò 2 èá ðÜíå

óôï ó÷ïëåßï 2 êáé ôá õðüëïéðá 30 óôï ó÷ïëåßï 3, 200

ðáéäéÜ áðü ôçí ðåñéï÷Þ 3 èá ðÜíå óôï ó÷ïëåßï 1 êáé 250

óôï ó÷ïëåßï 3 åíþ êáé ôá 190 ðáéäéÜ ôçò ðåñéï÷Þò 4 èá

ðÜíå óôï ó÷ïëåßï 2.
ÅðåéäÞ õðÜñ÷åé Ýíá �ij = 0 (�43 = 0) áõôü óõíåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷åé åíáëëáêôéêÞ Üñéóôç ëýóç

ç ïðïßá õðïëïãßæåôáé êÜíïíôáò âáóéêÞ ìåôáâëçôÞ áõôÞ ãéá ôçí ïðïßá �ij = 0. Óôçí ðåñßðôùóÞ

ìáò ç ìåôáâëçôÞ x43 èá ãßíåé ôþñá âáóéêÞ, áêïëïõèþíôáò äéáäéêáóßá áíÜëïãç ôçò ðåñßðôùóçò

ðïõ �ij > 0, üðùò öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù tableau. Ðñïöáíþò áëëÜæåé ï ôñüðïò êáôáíïìÞò ôùí

ðáéäéþí óôá ó÷ïëåßá áëëÜ ôï êüóôïò ìåôáöïñÜò ôïõò ðáñáìÝíåé ôï ßäéï ìå ôï R1.
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